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Статья посвящена задаче восстановления концентраций газовых компонент стационарных 

многокомпонентных газовых смесей из многоспектральных лазерных измерений робастными 

методами решения системы линейных уравнений лазерного газоанализа в условиях шумовых 

выбросов регистрируемых лазерных сигналов. Показано, что использование робастного метода 

Хьюбера позволяет в условиях шумовых выбросов регистрируемых лазерных сигналов 

получать устойчивые оценки концентраций газов в стационарных многокомпонентных газовых 

смесях и уменьшить в несколько раз погрешность измерения при количественном лазерном 

газоанализе. 

Ключевые слова: количественный лазерный газоанализ, многокомпонентная газовая смесь, 

метод Хьюбера 

 

Введение 

В настоящее время одним из приоритетных направлений науки является контроль 

антропогенных загрязнений и охрана природной среды и, в первую очередь, земной атмо-

сферы. Постоянно возрастающие объемы выбрасываемых в атмосферу загрязняющих ве-

ществ влияют на естественные природные процессы и представляют опасность для жиз-

недеятельности человека.  

Для экологического контроля атмосферного воздуха и оперативного мониторинга 

выбросов источников антропогенных загрязнений (заводов, ТЭЦ и т.п.) необходима раз-

работка и создание высокоточных газоаналитических приборов. Лазерные (как дистанци-

онные, так и неконтактные) газоанализаторы являются наиболее перспективными для 

оперативного количественного анализа газовых загрязнений атмосферы [1-3]. 

Одной из проблем лазерного газоанализа является неустойчивость результатов вос-

становления концентраций компонент газовых смесей в реальных условиях шумов в реги-

стрируемом лазерном сигнале. 
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Это приводит к необходимости использовать при анализе и интерпретации результа-

тов лазерных измерений специальные алгоритмы обработки.  

При восстановлении количественного состава многокомпонентных газовых смесей 

из многоспектральных лазерных измерений эффективно используются методы регуляри-

зации Тихонова, поиска квазирешений и нахождения байесовских оценок (см., например, 

[1,4,5]). Эти методы дают возможность по результатам одиночных (для каждой длины 

волны зондирования) измерений определять количественный состав многокомпонентных 

газовых смесей в условиях шумов измерений. 

При дистанционном зондировании стационарных газовых образований или лабора-

торном анализе ранее отобранных проб воздуха (когда газовая смесь стационарна) проце-

дуры восстановления в условиях шумов измерений концентраций газов в многокомпо-

нентных смесях могут быть существенно более простыми. 

В статье рассматривается задача многоспектрального лазерного анализа стационар-

ных газовых смесей, для которых возможно проведение серии измерений на каждой длине 

волны зондирования. Такая задача представляет практический интерес для оперативного 

мониторинга источников антропогенных загрязнений. 

1. Постановка задачи 

Если состав газовых компонент смеси известен (например, при рутинном газоанали-

зе), то задача количественного газоанализа (определение концентраций компонент смеси) 

может быть решена путем измерения поглощения газовой смеси на специально выбран-

ных длинах волн излучения (см., например, [1,5]). 

Будем считать, что смесь содержит N газов, а измерение поглощения газовой смеси 

проводятся на М длинах волн излучения. Задача определения концентраций газовых ком-

понент смеси по данным многоспектральных лазерных измерений сводится к решению 

системы уравнений лазерного газоанализа (полагаем, что ширина линий генерации лазера 

много меньше ширины линий поглощения анализируемых газов) [1,5]: 
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где 

i  - длины волн излучения; 

  )(y i  измеряемый лазерный сигнал на длине волны излучения i ; 

 )(k ia   - показатель неселективного ослабления на длине волны излучения i ; 

 )(k ij  - показатель поглощения j-ой компоненты газовой смеси на длине волны из-

лучения i ; 

http://technomag.edu.ru/


Наука и образование. МГТУ им. Н.Э. Баумана 100 

jc - концентрация j-ой компоненты газовой смеси; 

 N - число компонент в газовой смеси. 

Неизвестными в системе уравнений лазерного газоанализа (1) являются концентра-

ции компоненты газовой смеси jc  и показатели неселективного ослабления )(k ia  .  

Для определения концентрации каждого газа измерения выполняются на паре лазер-

ных длин волн: on  - длине волны, соответствующей максимуму линии поглощения дан-

ного газа, off  - длине волны, находящейся вне или на краю линии поглощения данного 

газа. 

Трудность решения системы уравнений (1) заключается в том, что правые части 

уравнений, представляющие измеряемые лазерные сигналы, известны всегда с ошибкой. 

Поэтому непосредственное обращение системы уравнений лазерного газоанализа (1) при-

водят к тому, что восстановленные значения концентраций газов не обладают устойчиво-

стью (малые изменения исходных данных приводят к большим изменениям концентра-

ций). Чтобы обойти эту трудность приходится для восстановления концентраций газов из 

данных многоспектральных лазерных измерений использовать методы решения некор-

ректных математических задач (см., например, [1,4-11]). 

На сегодняшний день для восстановления концентраций газов из данных многоспек-

тральных лазерных измерений (при одном измерении для каждой длины волны излуче-

ния) используют байесовский метод; метод регуляризации Тихонова при различных де-

терминистических и статистических способах выбора параметра регуляризации; метод 

поиска квазирешений (см., например, [1,4,5]). 

Если существует возможность проведения нескольких измерений на каждой длине 

волны излучения (например, при дистанционном зондировании стационарных газовых 

образований или лабораторном анализе ранее отобранных проб воздуха), то можно ис-

пользовать более простую процедуру восстановления концентраций газов в многокомпо-

нентных смесях в условиях шумов измерений - метод наименьших квадратов (МНК), ос-

нованный на минимизации суммы квадратов некоторых функций от искомых концентра-

ций газов. 

Пусть 
l
jc - концентрация j-ой компоненты газовой смеси, найденная по результатам 

l-ого измерения (одним из стандартных методов решения системы уравнений лазерного 

газоанализа (1)), n  - количество измерений, jĉ - оценка концентрации j-ой компоненты 

газовой смеси определенная методом наименьших квадратов; d – модуль вектора, компо-

нентами которого являются j
l
j ĉc  . 

Определим функцию невязки )(dE  следующим образом: 

    
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
n

l
j

l
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Значение концентрации j-ой компоненты газовой смеси jĉ , минимизирующее функ-

цию невязки  dE , будет оценкой концентрации j-ой компоненты смеси, определенной 

методом наименьших квадратов. 

В более общем (чем формула (2)) виде функция невязки )(dE  имеет вид: 

   



n

l
j

l
j )ĉc(dE

1

. (3) 

Здесь )x(  - выпуклая, симметричная, положительная функция. 

Оценки величин, найденные МНК, являются эффективными, если закон распределе-

ния погрешностей измерений является нормальным. Однако, нормальность закона рас-

пределения погрешностей на практике часто нарушается, что может приводить к сущест-

венной потере эффективности оценок, полученных МНК [12,13].  

Потеря эффективности оценок, полученных МНК, оказывается особенно большой 

происходит при наличии даже небольшой доли выбросов. В практических приложениях 

большим выбросам соответствуют данные измерений, погрешность которых существенно 

больше, чем приписываемое им среднеквадратическое отклонение. При этом как величина 

таких погрешностей, так и моменты появления выбросов, априорно не известны [12,13]. 

 Поэтому актуальной является разработка методов восстановления концентраций 

газов в стационарных многокомпонентных смесях в условиях выбросов измеряемого сиг-

нала.  

В статье для восстановления концентраций газовых компонент в стационарных мно-

гокомпонентных газовых смесях в условиях выбросов измеряемого сигнала использован 

метод Хьюбера, ранее не использовавшийся для задач лазерного количественного газо-

анализа. 

2. Определение концентраций газов в многокомпонентных 

стационарных смесях в условиях выбросов сигнала методом Хьюбера 

При наличии шумовых выбросов в регистрируемом лазерном сигнале (и как следст-

вие выбросов в определяемых по одиночным измерениям концентраций газов) необходи-

мо использовать устойчивые (робастные) методы оценивания [12,13], позволяющие суще-

ственно уменьшить влияние выбросов на оценку искомых параметров. 

Для того, чтобы оценка обладала устойчивостью и в то же время «не портила» изме-

рения, которые не являются выбросами, функция )x(  должна быть близка к квадратич-

ной (2) при малых значениях j
l
j ĉc   и существенно менее возрастающей (по сравнению 

с квадратичной) при больших значениях j
l
j ĉc  . 
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Одной из наиболее известных функций невязки )x(  такого типа является функция 

Хьюбера [12,13]: 

 













Kx,xK/K

Kx,/x
)x(

2

2

2

2

, (4) 

где K  - параметр Хьюбера. 

Значение параметра Хьюбера определяется характером конкретной задачи. 

Численное нахождение самой устойчивой оценки искомого параметра (при решении 

задачи минимизации функции невязки  dE ) можно быть проведено любым стандартным 

методом. 

4. Математическое моделирование и анализ результатов 

Для оценки значения параметра Хьюбера и эффективности метода Хьюбера для на-

хождения устойчивых оценок концентраций газов в многокомпонентных стационарных 

смесей из лазерных измерений проводилось математическое моделирование.  

При математическом моделировании полагалось, что смесь газов стационарная и для 

определения концентраций газовых компонент смеси проводится серия из n  измерений (

n  задавалось от 2 до 6). Считалось, что количество газов в смеси от 4 до 6. Количествен-

ный состав газов при каждом единичном измерении 
l
jc  находился стандартным методом 

решения системы уравнений лазерного газоанализа (1). Для нахождения оценки jĉ  кон-

центраций газов по серии из n  измерениям использовалась функция невязки (4).  

Найденные значения оценок концентраций газовых компонент jĉ  сравнивались с 

заданными (исходными) значениям концентраций газов jc  и вычислялась погрешность 

измерения концентраций газовых компонент: 

j

jj
j

c

ĉc 
 . 

Полагалось, что шум измерения имеет пуассоновское распределение, моделирующее 

редкие выбросы, с параметром распределения 10, . Регистрируемый сигнал ky
~  в k-ом 

спектральном канале представлялся как: 

)a(yy~ kk ï1  , 

где 

ky  - значение сигнала при отсутствии шума измерения; 

a  - вес (в величине регистрируемого сигнала) пуассоновского шума ï . 

На рисунках 1-6 приведены результаты математического моделирования для восста-

новления из многоспектральных лазерных измерений концентраций газов в шестикомпо-

нентной смеси этилен-фреон-12-гидразин-аммиак-метанол-этилакрилат.  
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При математическом моделировании считалось, что для измерений были использо-

ваны следующие лазерные длины волн излучения: 10P14, 10P10, 10R18, 10R22, 10P22, 

10P28, 10R6, 10R12, 9P14, 9P20, 9R14, 9R22 (эти длины волн соответствуют перестраи-

ваемому по длине волны излучения 2CO -лазеру [14]). Концентрации газовых компонент 

задавались следующими: 10
4

; 2 – 4,6 10
3

; 3 – 8 10
3

; 4 – 8,5 10
3

; 5 – 6,6 10
3

; 6 – 

9,2 10
3

. Число измерений в серии n  полагалось равным 6. 

На рисунках 1-6 показаны средние (по серии из 1000 реализаций шума) погрешности 

  (в процентах) восстановления концентраций компонент газовой смеси из многоспек-

тральных лазерных измерений (для веса a  пуассоновского шума, равного 0,3). 

 

Рис.1 Погрешности определения концентрации этилена.  

 

Рис.2 Погрешности определения концентрации фреона-12. 
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Рис.3 Погрешности определения концентрации гидразина. 

 

Рис.4 Погрешности определения концентрации аммиака. 

 

Рис.5 Погрешности определения концентрации метанола. 
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Рис.6 Погрешности определения концентрации этилакрилата. 

 

На рисунках 1-6: столбец 1 соответствует восстановленной концентрации для пара-

метра Хьюбера K  равного 0,5; столбец 2 – 0,25; столбец 3 – 0,1; столбец 4 –0,05; столбец 

5 – 0,025; столбец 6 – 0,01; столбец 7 – 0,005; столбец 8 – 0,0025; столбец 9 – 0,001; стол-

бец 10 – 0,0005; столбец 11 – 0,00025; столбец 12 – 0,0001; столбец 13 – 0,00005; столбец 

14 – 0,000025; столбец 15 – 0,00001; столбец 16 – 0,000005; столбец 17 – 0,0000025; стол-

бец 18 – 0,000001; столбец 19 – 0,0000005; столбец 20 соответствует концентрации опре-

деленной по методу наименьших квадратов из результатов 6 измерений. 

Из рисунков 1-6 хорошо видно, что, несмотря на значительное отличие между собой 

погрешностей газовых компонент смеси (погрешности измерения содержания этилена го-

раздо больше погрешностей измерения содержания остальных компонент, что связано с 

малым содержанием этилена в смеси), характер зависимости погрешностей от параметра 

Хьюбера для всех газовых компонент одинаковый – погрешности измерения концентра-

ций газовых компонент уменьшаются начиная со значения параметра Хьюбера ~ 

0,005…0,001. Видно также, что при оптимальном выборе параметра Хьюбера 

(~ 0,00025…0,000025) погрешности измерения концентраций для всех газовых компонент 

много меньше погрешностей измерения при использовании стандартного метода наи-

меньших квадратов. 

Заключение 

В статье рассмотрена задача восстановления концентраций газов в стационарных 

многокомпонентных газовых смесях из многоспектральных лазерных измерений в усло-

виях выбросов сигнала методом Хьюбера, ранее не использовавшимся для задач лазерно-

го газоанализа. Показано, что использование метода Хьюбера позволяет в условиях вы-

бросов измеряемого сигнала получать устойчивые оценки концентраций газовых компо-
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нент и уменьшить в несколько раз погрешность измерения при количественном лазерном 

газоанализе.  
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Laser gas analysers are the most promising for the rapid quantitative analysis of gaseous 

air pollution. 

A laser gas analysis problem is that there are instable results in reconstruction of gas mix-

ture components concentration under real noise in the recorded laser signal. This necessitates us-

ing the special processing algorithms. 

When reconstructing the quantitative composition of multi-component gas mixtures from 

the multispectral laser measurements are efficiently used methods such as Tikhonov regulariza-

tion, quasi-solution search, and finding of Bayesian estimators. These methods enable using the 

single measurement results to determine the quantitative composition of gas mixtures under 

measurement noise. 

In remote sensing the stationary gas formations or in laboratory analysis of the previously 

selected (when the gas mixture is stationary) air samples the reconstruction procedures under 

measurement noise of gas concentrations in multicomponent mixtures can be much simpler. 

The paper considers a problem of multispectral laser analysis of stationary gas mixtures for 

which it is possible to conduct a series of measurements. 

With noise overshoots in the recorded laser signal (and, consequently, overshoots of gas 

concentrations determined by a single measurement) must be used stable (robust) estimation 

techniques for substantial reducing an impact of the overshoots on the estimate of required pa-

rameters. 

The paper proposes the Huber method to determine gas concentrations in multicomponent 

mixtures under signal overshoot. 

To estimate the value of Huber parameter and the efficiency of Huber's method to find the 

stable estimates of gas concentrations in multicomponent stationary mixtures from the laser 

measurements the mathematical modelling was conducted. 
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The mathematical modelling results show that despite the considerable difference among 

the errors of the mixture gas components themselves a character of the error dependence on the 

Huber parameter for all gas components is the same. When an optimal Huber parameter (~ 

0.00025 - 0.000025 in case of the specific mixture used in mathematical modelling) is selected 

the measurement errors of concentrations for all gas components are much smaller than the 

measurement errors when using the standard method of least squares 
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