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Зубчатые колеса планетарных редукторов авиационных двигателей работают в условиях 

высоких динамических нагрузок и вибраций, возбуждаемых в зацеплениях, и передающихся на 

остальные детали двигателя. Разработана динамическая модель планетарного редуктора, 

позволяющая определять НДС всех зубчатых колес редуктора во всем диапазоне частот 

вращения. Исследовано влияние податливости опор центральных колес на динамические 

напряжения в системе, а также влияние соотношения фаз зацепления сателлитов. Показано, что 

максимальные напряжения в венцовой шестерне возникают в результате ее колебаний по 

изгибным формам. На основе разработанной динамической модели выработаны рекомендации, 

обеспечивающие снижение динамических нагрузок. 
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1 Введение 

В редукторных турбореактивных двухконтурных двигателях (ТРДД) применение ре-

дуктора (рис. 1) [1] обеспечивает оптимальную частоту вращения вентилятора при ис-

пользовании малоступенчатой быстроходной турбины низкого давления (ТНД), в резуль-

тате чего достигается высокая топливная экономичность, снижение шума и эмиссии вы-

хлопных газов двигателя [2].  

Зацепления зубчатых колес в редукторах и трансмиссиях являются источниками 

возбуждения динамических нагрузок и высокочастотных вибраций во всем механизме. 

При проектировании редукторов транспортного машиностроения в расчетах на прочность 

зубчатых колес в соответствии с требованиями стандартов IS0 6336 [3], DIN 3990 [4], 

ГОСТ 21354-87 [5] динамические нагрузки учитываются через коэффициент динамично-

сти KV, зависящий от частоты вращения колес и точности их изготовления. Влияние по-

датливости опор, параметров зацепления и элементов конструкции редуктора не учитыва-
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ется, а вибрации замыкаются обычно на массивных корпусах редукторов. Для редуктора 

привода вентилятора перспективного ТРДД такой подход не достаточен, поскольку в его 

конструкции применяются технические решения, направленные на снижение динамиче-

ских нагрузок. Кроме того, высокий уровень вибраций, возбуждаемых в редукторе, пред-

ставляет опасность для всего двигателя и обуславливает необходимость разработки мето-

дов оценки вибрационных нагрузок. На стадии проектирования влияние динамических 

нагрузок оценивается расчетным способом с использованием динамических моделей ре-

дуктора. 

 

Рисунок 1 - Схема редукторного двигателя: 1 - вентилятор; 2 – конические подшипники вала привода 

вентилятора; 3 – водило; 4 – сателлит; 5- эпицикл; 6 – солнечная шестерня; 7 – ось сателлита (подшипник 

скольжения); 8 – муфта; 9 – конические подшипники опоры ТНД; 10 – турбины низкого давления (ТНД). 

 

Для исследования динамических процессов в планетарных редукторах обычно при-

меняются два типа динамических моделей: математические модели с сосредоточенными 

параметрами, в которых зубчатое зацепление представляется в виде жестких дисков, со-

единенных упруго-демпфирующей связью [11], и модели, основанные на использование 

метода конечных элементов [9,10], которые позволяют наиболее точно учитывать подат-

ливость всех элементов системы. В работах Э.Л. Айрапетова и М.Д. Генкина [6,7] предла-

гается использовать метод динамических податливостей, предполагающий разбиение ди-

намической системы планетарного механизма на подсистемы, связанные условиями со-
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вместности деформаций. Для сателлитов и солнечной шестерни планетарных механизмов 

предлагается динамическая модель с сосредоточенными параметрами, которая рассматри-

вает крутильные колебания тел колес и перемещения точек их центров масс. Для эпицик-

лической шестерни типичных планетарных механизмов используется модель с распреде-

ленными параметрами, позволяющие учитывать изгибные колебания самого тела шестер-

ни вследствие ее высокой податливости. В работах А. Кахрамана [8,9] и Р. Паркера [10] 

используются конечно-элементные модели планетарных механизмов в динамической по-

становке на основе программного пакета МКЭ собственной разработки. В этих моделях 

более точно учитываются деформации тел зубчатых колес и их опор, однако данный спо-

соб требует больших затрат машинного времени и для упрощения задачи расчеты прово-

дятся на упрощенной конечно-элементной сетке, т.е. подробное влияние кинематической 

погрешности зацепления не учитывается.  

В статье рассматривается разработанная гибридная динамическая модель планетар-

ного редуктора, сочетающая преимущества моделирования зацепления зубчатых колес в 

МКЭ и решения задач динамики аналитическими методами. 

2 Гибридная динамическая модель планетарного редуктора 

На рис.1 представлена схема редукторного двигателя типа Pratt&Whitney серии 

1000G, который имеет кинематическую схему редуктора типа «звезда», т.е. водило явля-

ется неподвижным элементом, в котором установлены оси сателлитных шестерен. Дина-

мическая модель с сосредоточенными параметрами для планетарного ряда с остановлен-

ным водилом представлена на рисунке 2,а. Для упрощения системы рассматривается пла-

нетарный ряд с тремя сателлитами. Основной подсистемой динамической модели редук-

тора является гибридная динамическая модель зацепления пары зубчатых колес (рис. 2,б). 

В работе [12] показано, что для наиболее точной оценки основного источника возбужде-

ния в зацеплении пары зубчатых колес – кинематической погрешности, включающей как 

деформации зубьев под нагрузкой, так и технологические отклонения, эффективным яв-

ляется моделирование функции переменной жесткости зацепления с помощью МКЭ в 

квазистатической постановке. Для такой модели исследуются параметрические колебания 

системы с кинематическим возбуждением за счет переменной жесткости зацепления и не-

линейными эффектами, определяемыми моделированием условия потери контакта зубьев 

[12]. Показано, что максимальный уровень динамических напряжений в зацеплении при 

проходе через резонанс не превышает определенного значения, обусловленного присутст-

вием разрывных колебаний в системе. 

Для оценки поведения нелинейной системы зубчатых колес планетарного механизма 

рассмотрим систему с N=n+2 сосредоточенными присоединенными массами (рис. 2,а), со-

http://technomag.edu.ru/


Наука и образование. МГТУ им. Н.Э. Баумана 72 

единенными упруго-демпфирующими связями, где n – количество сателлитов планетар-

ного редуктора. Система уравновешена приложенными к солнечной шестерне и эпициклу 

крутящими моментами Me и Ms соответственно. 

 

 

а) 

 

б) 

Рисунок 2 - Схема динамической модели планетарного механизма с сосредоточенными параметрами:  

а – общий вид модели редуктора; б – подсистема «солнце-сателлит-эпицикл». 
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Записав для модели уравнения Лагранжа с обобщенными координатами φ, x и y для 

каждого тела, получим систему уравнений (1): 

- система уравнений движения солнечной шестерни: 

 

            
   

       
    

   

 

   

       

          
       

          
        

   

 

   

             

          
       

          
        

   

 

   

             

 

- система уравнений движения i-го сателлита: 
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- система уравнений движения эпицикла: 

 

              
        

    
   

 

   

        

          
       

         
         

   

 

   

              

          
       

         
         

   

 

   

             

 

Упругие динамические     
  ,    

    и демпфирующие силы      
  ,  

    
   в за-

цеплениях колес редуктора также зависят от взаимного перемещения тел колес: 
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где                            – угловые, горизонтальные и вертикальные перемещения 

солнечной шестерни, i-го сателлита и эпицикла соответственно;             – внешние 

крутящие моменты, приложенные к солнцу и эпициклу соответственно;           – уг-

ловая координата положения оси сателлита; kz(t), ke(t) – периодические функция жёстко-

сти зацеплений «солнце-сателлит» и «сателлит-эпицикл»; сz, сe – коэффициенты демпфи-

рования зацеплений «солнце-сателлит» и «сателлит-эпицикл» (выбирается на основе ре-

зультатов экспериментов);             – радиусы основных окружностей зубчатых колес; 

  ,   ,   ,   ,   ,    – моменты инерции и массы тел зубчатых колес редуктора;         , 

        ,          – жесткости опор зубчатых колес; e(t) – функция кинематической погреш-

ности зацепления, задающая дополнительное перемещение профилей зубьев друг относи-

тельно друга. На практике отклонение окружного шага отличается для каждого зуба, по-

этому данная функция изменяется с роторной частотой. В исследовании рассматривались 

варианты погрешности профиля через ошибки окружного шага по гармоническому закону 

с амплитудой, соответствующей степени точности изготовления колес, либо кинематиче-

ская погрешность принималась постоянной для каждого зуба, что допустимо при выска-

занном выше предположении малого влияния данного источника возбуждения для колес, 

изготовленных с высокой степенью точности (4-й и выше). 

Жесткость опоры солнечной шестерни     на несколько порядков ниже аналогичных 

жесткостей для сателлитов и венцовой шестерни, чьи оси установлены на подшипниковых 

опорах, для которых значение    выбирается из справочной литературы. Для компенсации 

неравномерности распределения нагрузок между зацеплениями сателлитов в высокона-

груженных планетарных редукторах солнечная шестерня устанавливается на так называе-

мой «плавающей подвеске», которая обычно представляет собой консольно закрепленное 

на шлицах рессоры зубчатое колесо. Однако параметры податливости плавающей подвес-

ки, используемой как основной способ снижения вибраций в планетарных редукторах, не 

могут быть рассчитаны без подробной динамической модели планетарного редуктора. 

Жёсткость зацепления kz(t, M) является функцией времени и нагрузки и зависит в 

первую очередь от числа находящихся в зацеплении в данный момент времени зубьев. 

Основываясь на результатах экспериментов [7], подтверждающих определяющее влияния 

на динамическое поведение передачи параметров зацепления через параметрическое воз-

буждение переменной функции жесткости kz(t, M), проводится подробное моделирование 

процесса зацепления колес с помощью МКЭ [12], учитывающие влияние геометрии зубь-

ев на характер кинематической погрешности зацепления (рис. 3).  
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Рисунок 3 - Жёсткость зацепления для передач с ε<2 и ε>2? полученная расчётом в МКЭ. 

 

 На рис. 3 представлены результаты моделирования c помощью МКЭ жёсткости за-

цепления зубчатой пары с коэффициентом перекрытия ε<2 и высоким коэффициентом пе-

рекрытия ε>2 с аналогичными параметрами профиля зубьев. Полученная с помощью МКЭ 

периодическая функция жёсткости       может быть использована при решении системы 

уравнений как аппроксимация через разложение функции в ряд Фурье (2): 

                            
    (2) 

где    – частота пересопряжения зубьев (количество входов в зацепление зубьев за еди-

ницу времени);    – фазовый угол n-ной гармоники;    – средняя постоянная жесткость 

зацепления. 

Экспериментальные исследования динамики зубчатых передач показывают, что на 

резонансных режимах работы зубчатой передачи динамические нагрузки возрастают в 

2÷4 раз, а работа передачи может сопровождаться размыканием зубьев [2, 7]. Возмож-

ность размыкания зубьев в модели учитывается условием потери упругой и демпфирую-

щей связей в зацеплении в момент отрицательного значения разности взаимных переме-

щений зубьев до выборки бокового зазора       , после чего восстанавливается контакт 

передачи между нерабочими боковыми поверхностями зубьев [12]: 
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Таким образом, задача динамики зубчатого зацепления сводится к системе нелиней-

ных дифференциальных уравнений, коэффициенты которых связаны условиями потери 

контакта зубьев (3). 

3 Результаты моделирования 

Для решения системы нелинейных дифференциальных уравнений с ограничениями 

использован пакет Matlab Simulink с построением математической модели планетарного 

редуктора в виде блочной схемы и численным решением системы уравнений (1) на основе 

одношаговых явных методов Рунге-Кутта 4-го и 5-го порядка.  

Влияние параметров геометрии зубчатых колес, нелинейной жесткости зацепления и 

условий потери контакта зубьев на уровни динамических нагрузок подробно рассмотрено 

в работах [12, 13]. Результаты моделирования динамической системы планетарного ре-

дуктора анализируются по траекториям центров масс зубчатых колес редуктора. На рис. 4 

показаны траектории колебаний центров масс колес планетарного редуктора с тремя са-

теллитами и плавающей опорой солнечной шестерни (             . Из схемы видно, 

что сателлитные шестерни совершают колебательные движения вдоль линии суммарного 

действия сил в зацеплениях с солнечной шестерней и эпициклом. Вид траектории солнеч-

ной шестерни (рис. 4) обусловлен сдвигом фаз зацеплений с сателлитами, в результате ко-

торого жесткости связей солнца, его опоры и сателлитов распределяются несимметрично 

относительно центра системы планетарного редуктора.  

В реальных конструкциях планетарных редукторов смещение положения солнечной 

шестерни также вызывается несогласованностью ошибок шагов и погрешностей профи-

лей сателлитов, т.е. происходит выравнивание статической нагрузки в зацеплении за счет 

большей податливости опоры солнечной шестерни. В данной модели рассогласованность 

ошибок шагов и погрешностей зубьев сателлитов не рассматривалась для сохранения на-

глядности влияния конструктивных параметров зацепления на динамическое поведение 

системы. На рис. 5 показаны результаты моделирования для разных значений жесткости 

опоры солнечной шестерни и сочетания фаз зацеплений с сателлитами. 
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Рисунок 4 - Траектории колебаний центров масс колес (солнечного, трех сателлитов и эпицикла) 

планетарного редуктора при частоте эпицикла 500 об/мин и плавающем подвесе солнечной шестерни. 

 

Совпадение фаз зацеплений «солнце-сателлит», достигаемое кратностью количества 

зубьев солнечной шестерни числу сателлитов n, обеспечивает минимальное смещение 

центра масс солнечной шестерни даже при ее плавающей подвеске и несогласованности 

фаз зацеплений «сателлит-эпицикл» (рис. 5, а). На рис. 5,б показана траектория солнечной 

шестерни на плавающей опоре при случайном сдвиге фаз в зацеплениях с сателлитами, в 

результате которого амплитуда колебаний его центра масс значительно возрастает, а тра-

ектория имеет несимметричный характер. На рис. 5,в показана траектория солнечной шес-

терни при ее установке на подшипниковых опорах, чья жесткость может превышать жест-

кость зацеплений. Амплитуда колебаний центра масс уменьшается в сравнении с плаваю-

щей опорой, однако при этом возрастают динамические нагрузки в зацеплениях, особенно 

при больших ошибках шагов и погрешностей зацеплений. 
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 а)  б)  в) 

Рисунок 5 – Траектории колебаний центра масс солнечной шестерни: а) – синфазное зацепление всех 

сателлитов и солнечной шестерни на «плавающей опоре»; б) случайный сдвиг фаз зацеплений сателлитов и 

солнечной шестерни на «плавающей опоре»; в) случайный сдвиг фаз зацеплений сателлитов и солнечной 

шестерни, установленной на подшипниковых опорах. 

 

Для анализа напряженного состояния деталей планетарного редуктора при действии 

динамических нагрузок, а также оценки степени влияния податливости венцовой шестер-

ни проведено динамическое моделирование планетарного ряда с помощью конечно-

элементного программного комплекса в модуле динамического анализа, использующем 

метод Ньюмарка. Рассматривалась трехмерная модель планетарного ряда с тремя сателли-

тами, установленными на неподвижных осях. Конечно-элементная модель построена с 

использованием объёмных 20-узловых элементов и контактных элементов [13] с размером 

грани 0,8 мм. Система приводится в движение с плавным нагружением крутящим момен-

том, приложенным к солнечной шестерне, и плавным увеличением ее частоты вращения 

для устранения влияния динамических факторов при разгоне из положения покоя. Вре-

менной шаг интегрирования выбирался в диапазоне 1х10
-5

÷5х10
-5

 с.  

Моделирование с помощью МКЭ в динамической постановке неявным методом (ме-

тод Ньюмарка) показало, что изгибные колебания податливого кольца венцовой шестерни 

могут вызывать высокие значения растягивающих напряжений во впадине зубьев эпицик-

ла (рис.6). Для разных величин толщины обода венцовой шестерни по результатам моде-

лирования получена картина напряженно-деформированного состояния (НДС), в которой 

максимальные напряжения во впадине зубьев возникают не в процессе зацепления с зубь-

ями сателлитов, а после выхода из зацепления в положении, соответствующем макси-

мальному прогибу кольца венцовой шестерни (рис. 6). При этом в выходном сигнале ки-

нематической погрешности планетарного ряда появляется гармоника собственных коле-

баний тела венцовой шестерни. Данный результат был проверен на сигналах вибраций с 

корпуса экспериментального редуктора привода вентилятора ТРДД, испытанного в ЦИ-

АМ им. П.И. Баранова. На рис. 7 показан спектр вибраций корпуса редуктора, в котором 
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помимо гармоник, кратных роторной и зубцовой частотам, присутствует частоты 801 Гц и 

1550 Гц, не зависящие от роторной частоты и являющиеся проявлением собственных ко-

лебаний венцовой шестерни по 1-й и 2-й изгибным формам.  

 

 

Рис. 6. НДС венцовой шестерни планетарного редуктора при возбуждении колебаний нагрузками в 

зацеплении. 

 

 

 

Рис. 7. Спектр вибраций экспериментального редуктора при испытаниях в ЦИАМ. 

 

Недостатком способа моделирования планетарного редуктора с помощью МКЭ в 

динамической постановке для большого числа контактных пар (не менее 200) являются 

значительные временные затраты и высокие требования к вычислительной технике. Дан-

ный способ эффективен для верификации динамических моделей и оценки влияния собст-
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венных колебания тел колес на динамические нагрузки в зацеплениях зубьев планетарно-

го редуктора. 

 

4 Заключение 

С помощью разработанной гибридной динамической модели планетарного редукто-

ра исследовано влияние плавания солнечной шестерни и соотношения фаз зацеплений са-

теллитов на динамические нагрузки в редукторе. Сочетание аналитических методов и ме-

тода конечных элементов позволяет получать точные оценки динамических нагрузок в 

зацеплениях при невысоких временных затратах, достигаемые моделированием процесса 

зацепления колес в МКЭ и учета условия возможной потери контакта зубьев. Результаты 

моделирования показывают возможность снижения динамических нагрузок в зацеплениях 

планетарных редукторов за счет подбора синфазности зацеплений сателлитов с централь-

ными колесами. Моделирование зацепления колес планетарного редуктора с помощью 

МКЭ в динамической постановке показало, что изгибные колебания податливого кольца 

венцовой шестерни могут вызывать высокие значения растягивающих напряжений во 

впадине зубьев эпицикла. Данный результат также подтверждается результатами экспе-

риментальных исследований планетарного редуктора ТРДД в ЦИАМ им. П.И. Баранова. 
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The paper studies a dynamic behavior of the planetary gear units of the turbojet fan drive 

using a developed hybrid dynamic model of the planetary gear. These studies are relevant owing 

to advantages of using a fan drive gear in advanced turbofan engines with high bypass ratio, and 

because there is a need to improve computational methods of estimating dynamic loads in the 

gears of aircraft engines. Existing analytical dynamic models of planetary gear units commonly 

use a simplified model of a gear mesh without taking into account the nature of the parametric 

gear vibration due to a periodic function of mesh stiffness. Such an approach makes it impossible 

to consider the impact of structural factors to reduce dynamic loads in the gear unit. Dynamic 

models based on the finite element analysis are either inefficient in their using as a tool to choose 

the optimal design parameters of the gear unit because of much time-consuming calculations. 

The paper proposes a hybrid dynamic model of the planetary gear unit in which a system with 

lumped parameters is used. The bodies of gears are connected by the elastically damping springs 

whose characteristics are modeled using the finite element method in quasi-static formulation. 

This method allows an accurate calculation of mesh stiffness, transmission error, and bending 

and contact stresses for one cycle of gear meshing. The model takes into account the condition of 

a possible loss of teeth contact, which causes a system non-linearity in the area of parametric 

resonance. The model also takes into consideration the support bearing stiffness of gears and 

friction in mesh. To solve a system of nonlinear differential equations with constraints a Matlab 

Simulink package with the numerical solution of equations based on the one-step explicit Runge-

Kutta of the 4-th and 5-th order is used. The developed model allowed us to analyze how the sun 

gear and the relationship of phases of satellite mesh effect on dynamic loads in the gear unit. The 

modeling results have shown a possibility to reduce dynamic loads in the meshes of planetary 

gear units by selection of the satellite meshes in-phase with the sun wheels. To conduct simula-

tion of the planetary gear unit in dynamic formulation was used a finite element method. The ar-

ticle has shown that bending vibrations of a pliable ring gear can cause high values of tensile 

stresses in the teeth space of the epicycle. The results of experimental studies of the planetary 
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gear turbofan, conduced in the Central Institute of Aviation Motors n. a. P.I. Baranov, proved 

this result. 
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