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Задача о малых колебаниях несжимаемых идеальных жидкостей, полностью заполняющих 

цилиндрический бак, который совершает плоское движение, рассматривалась многими 

авторами, где приведены большие библиографии работ по данной теме. В предлагаемой статье 

получены уравнения движения твёрдого тела, имеющего полость произвольной 

осесимметричной формы целиком заполненной тремя однородными идеальными 

несжимаемыми жидкостями разных плотностей. В качестве примера приведены уравнения 

движения твёрдого тела с полостью цилиндрической формы. Колебания трёх несжимаемых 

жидкостей, заполняющих полностью цилиндрическую полость неподвижного твёрдого тела 

рассматривались в работе[16]. В данной статье приведены также результаты расчетов 

присоединённых масс и присоединённых моментов инерции. 

Ключевые слова: подвижное твёрдое тело, колебания жидкостей, обобщенные координаты, 

теоремы об изменении количества движения и об изменении момента количеств 

относительного движения, момент инерции 

 

Введение 

В последнее время в связи с развитием газовой промышленности, криогенной и ра-

кетной космической техники, общего машиностроения в значительной степени возрос ин-

терес к исследованию динамики твёрдых тел, имеющих полости частично или полностью 

заполненных неоднородными жидкостями. Одной из используемых моделей подобной 

жидкости может являться дискретно-стратифицированная жидкость, представляющая со-

бой совокупность слоёв несмешивающихся несжимаемых жидкостей. Колебаниям стра-

тифицированных и несмешивающихся жидкостей посвящено достаточно большое коли-

чество работ см. например [2]-[18]. 

В предлагаемой статье рассмотрены колебания твёрдого тела с полостью, содержа-

щей три идеальные жидкости. Получены дифференциальные уравнения движения, отра-

жающие как колебания поверхностей раздела жидкостей, так и колебания самого твёрдого 

тела.  
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1. Постановка задачи о движении жидкостей в полости подвижного 

твёрдого тела 

Рассмотрим малые движения твёрдого тела, имеющего полость, содержащую три 

невязкие несмешивающиеся жидкости, полностью заполняющие полость. Введем системы 

координат ii iiO x y z ( 0,1, 2i  ) с началами координат, расположенных на поверхностях раз-

делов жидкостей и на дне, и систему координат Oxyz  с началом в полюсе О (см.рис.1).  

 

Рис. 1 

 

Обозначим через iρ  ( 0,1,2)i   - плотности слоев жидкостей, через  i  ( 0,1,2)h i   – глу-

бины слоев жидкостей. При решении задачи примем следующие допущения: 

a) перемещения и скорости всех частиц жидкостей есть малые величины в том смыс-

ле, что произведениями и квадратами их можно пренебречь по сравнению со зна-

чениями любой из этих величин; 

b) движение каждой жидкости в отдельности является потенциальным. 

Вследствие сделанных допущений малые движения трёх жидкостей могут быть опи-

саны уравнениями Лапласа для потенциалов смещений частиц жидкостей [16]. 
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Здесь    iχ   , y ,z , , 0,1,2i i ix t i  – потенциалы смещений частиц жидкостей, связанные 

с соответствующими потенциалами скоростей  iΦ ,y ,z ,i i ix t , формулами Φ i
i

t





, поле 

смещений частиц жидкостей запишется в виде -      , y , z , χ
i

i i i iw x t   , где    оператор 

Гамильтона. 
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Потенциалы    iχ   , y ,z , , 0,1,2i i ix t i   должны удовлетворять следующим граничным 

условиям: 

а) условиям непротекания на смачиваемых поверхностях  

 

где  

 

б) кинематическим условиям на поверхностях разделов 
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в) динамическим условиям на поверхностях разделов 
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Начальные условия для рассматриваемой задачи не являются необходимыми. 

2. Постановка вспомогательных краевых задач и их решения  

Для решения задачи представим потенциалы 0χ , 1χ и 2χ  в виде: 

 

где:  1n t  и  2n t  - функции, описывающие волновые движения поверхностей разделов 

и  t  - обобщенная координата, описывающая вращательное движение твёрдого тела 

относительно полюса О. 0u ( ) (u ,u )x yt  - обобщенные координаты, соответствующие по-

ступательному движению твёрдого тела. 

Потенциалы 10 1 12 2,, ,n n nn     являются решениями краевых задач о колебаниях жид-

костей в неподвижном баке и удовлетворяющие граничным условиям на смачиваемых по-

верхностях 
iiS ,  
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Потенциалы 10 1 12 2,, ,n n nn    были определены ранее и приведены в работе [16].  

Потенциалы 20 1,,   являются решениями следующих краевых задач, 

 

и определяются, как было предложено Н. Е. Жуковским, а векторы 
ir  имеют начало в точ-

ке О,  

 

- единичныe векторы, перпендикулярные к плоскости движения.  

Выполняя все граничные условия на смачиваемых поверхностях и поверхностях 

разделов, получаем выражения для потенциалов Жуковского 0 , 1 и 2 , которые под-

ставим в выражения (6), (7) и (8). Полученные решения для потенциалов 0 , 1 и 2 под-

ставим в граничные условия (4) и (5), помножим полученное выражение на функцию n

i

i

v




 

и проинтегрируем по площадям поверхностей разделов 1  и 2 . В результате получим 

уравнения движения для обобщенных координат  1n t  и  2n t  колебаний на поверхно-

стях разделов. 

 

где; 

 

-гидродинамические коэффициенты, определяемые формулами 
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где, 
1
r  и 

2
r - радиус – векторы, принимающие значения на поверхностей 1  и 2 . 

 

3. Уравнения движения твердого тела с полостью, содержащей три 

жидкости. 

Для составления уравнений движения твердого тела с жидкостями воспользуемся 

теоремами об изменении количества движения и об изменении момента количеств отно-

сительного движения материальной системы твёрдое тело – жидкость, записанными  

в виде 

 

где Q - количество движения рассматриваемой механической системы в локально непод-

вижной системе отсчёта 

 

oK -момент количеств относительного движения тела с жидкостью в связанной систе-

ме отсчёта Oxуz . 

 

где 0 1 2kM m m m m    - масса твёрдого тела и жидкостей соответственно, 
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-вектор статического момента всей гидромеханической системы, 

 
 - радиус вектор центра масс твёрдого тела и затвердевших жидкостей,  

кцr - радиус вектор центра масс твёрдого тела,  

      -главный вектор всех внешних сил приложенных к телу,  

( )e

oM - главный момент всех внешних сил относительно полюса О,  

 
- момент сил инерции относительно полюса,  

kJ - тензор моментов инерции твёрдого тела относительно полюса О.  

В уравнении (24) Cir - изменения положения центра масс каждой жидкости в воз-

мущённом движении, определяемые формулами  0,1,2i   

 

     
   

- вектор относительного смещения частиц i-ой жидкости  

 

Подставив      
   

 в выражение для Cir , и принимая во внимание условия жёсткой 

крышки и малость колебаний, получим выражение для вектора количества движения рас-

сматриваемой гидромеханической системы. 

 

Используя теорему об изменении количества движения, окончательно получим 

 

так как на поверхностях разделов 1 , 2  векторы              принимают значения     
 и     

 

соответственно и выполняются кинематические соотношения в работе [16]. 
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В уравнении (29) принято, что в условиях малых колебаний, 

 

Преобразуем выражение для кинетического момента. Используя представление для 

потенциалов  , , ,i ix y z t , формулы Грина и принимая во внимание граничные условия (9) 

и (10) и получим 

 

где 
iJ  0,1,2i   - тензоры присоединённых моментов инерции i-ой жидкости относи-

тельно полюса О, которые с учётом граничного условия “жёсткой” крышки совпадают с 

тензорами моментов инерции эквивалентного тела. Для получения момента сил инерции и 

момента сил давления со стороны жидкости преобразуем выражение в правой части (23). 

Используя выражения (25), (27), (32), (33) и (34) преобразуем уравнение изменения 

момента количеств движения. В результате уравнение вращательного движения твердого 

с полостью, наполненной тремя жидкостями, принимает вид  
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4. Исследование движения твердого тело, имеющего 

цилиндрическую полость 

Рассмотрим твердое тело, совершающее плоское движение, и имеющее цилиндриче-

скую полость. Используя в цилиндрические системы координат i iO x r ( 0,1, 2i  ), получим 

следующие выражения для потенциалов i ( 0,1, 2i  ). 

 

 

Рис. 2 

 

 
 

 

0
0

1

2
01

0 0

1

0 0

2
2 sin ( )]

) ( )
2

h

2
[

h( 1

n
n

n nn n
n

shk x
J k r

kJ ch

r L x

k 
 





 
 

  


  ; (38) 

 
 

 
1

1

2
1 1

1

1 0 1 1
1

h

2
[

h(

2
2 sin ( )]

) )
2

1 (

n
n

n nn n
n

shk x
J k r

kJ ch

r L x

k 
 





 
 

  


  ; (39) 

 
 

 
1

2

2
1 1

2

2 0 2 2
2

h

2
[

h(

2
2 sin ( )]

) )
2

1 (

n
n

n nn n
n

shk x
J k r

kJ ch

r L x

k 
 





 
 

  


  ; (40) 

Подставляя результаты (38-40) в выражения для потенциалов i ( 0,1, 2i  ) 
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Для получения уравнений движения в обобщенных координатах  1 2, , ,n nu     твер-

дого тела цилиндрической полостью подставим потенциалы i  и функцию in  ( 0,1, 2i  ) в 

формулы для гидродинамических коэффициентов (13-22), (30) и (36-37). После интегри-

рования получим  

 1 1 0 0( )n n n nm m f    , 2 2 1 1( )n n n nm f m    ,
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 1 1 0( )gn n nm m     , 2 2 1( )gn n nm m     , (46) 

 1 1 0( )n n nm m    , 2 2 1( )n n nm m    , 1 0 0 11 ( )n n n nn m m f L   , 2 12 1 2( )n n n nn m f m L   , (47) 

 11 0( )n nn g m m     , 22 1( )n nn g m m     , (48) 

где 0 0 1 1 2 2, ,n n nm V m V m V        - приведенные массы колеблющихся жидкостей 
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Подставив полученные гидродинамические коэффициенты в уравнения движения 

(11), (12), (29 и (35), получим дифференциальные уравнения плоского движения твердого 

тела с цилиндрической полостью, заполненной тремя жидкостями, 

 

где 

 
2 2 2 22 2

2 2 2 20 0 0 01 2
0 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2(L ) (L ) (L ) ;

3 4 3 4 3 4
k ц

h r r rh h
m L h m L h m L h m l               (55) 

0 - момент инерции затвердевающих жидкостей относительно оси, проходящей через 

точку О, цl - радиус инерции твердого тела. 
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2
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2 0 2 2m r h   - массы каждой жидкости 
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0 1 2 ;kM m m m m    - суммарная масса всей системы 
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nJ -момент инерции эквивалентного тела-тела, состоящего из трех жидкостей, разде-

ленных двумя жесткими перегородками 1 и 2 . 

1n и 2n -обобщенные массы жидкостей при колебаниях по n-ому тону и отвечающих 

верхней и нижней поверхностей разделов жидкостей. 

1nL и 2nL - плеча гидродинамических сил, возникающих при колебаниях верхней и 

нижней поверхностей разделов жидкостей. 

  

Рис. 3. Зависимость моментов инерции 

эквивалентного тела от глубины средней жидкости 

для n=1, 2, 3, 0 0.3  , 1 0.5  , 2 1  , 
0 1h  , 

2 11h h  . 

Рис. 4. Зависимость моментов инерции 

эквивалентного тела от плотности средней жидкости 

для n=1, 2,3, 0 0.3  , 2 1  , 
0 1h  , 

1 1h  , 

2 1h  . 

 
 

Рис. 5. Зависимость обобщенных масс жидкостей 

1  от глубины средней жидкости для n=1, 2, 3, 

0 0.3  , 1 0.5  , 2 1  , 
0 1h  , 

2 11h h  . 

Рис. 6. Зависимость обобщенных масс жидкостей 

2  от глубины средней жидкости для n=1, 2, 3, 

0 0.3  , 1 0.5  , 2 1  , 
0 1h  ,

2 11h h  . 
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Рис. 7. Зависимость плеч гидродинамических сил, 

возникающих при колебаниях верхней поверхности 

радела 1  от глубины средней жидкости для n=1, 2, 3, 

0 0.3  , 1 0.5  , 2 1  , 
0 1h  ,

2 11h h  . 

Рис. 8. Зависимость плеч гидродинамических сил, 

возникающих при колебаниях верхней 

поверхности радела 2  от глубины средней 

жидкости для n=1, 2, 3, 0 0.3  , 1 0.5  , 

2 1  , 
0 1h  ,

2 11h h  . 

Вывод 

В работе получены уравнения движения твердого тела, имеющего полость произ-

вольной формы, целиком заполненной тремя однородными идеальными несмешивающи-

мися жидкостями. Для полости формы круглого цилиндра получены формулы для при-

соединенных масс и присоединенных моментов инерции и приведены результаты числен-

ных расчетов. Результаты работы могут быть использованы при проектировании транс-

портных систем с криогенными жидкостями или сжиженными газами. 
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A great deal of publications consider the problem of small fluctuations of incompressible 

ideal fluid, completely filling the cylindrical tank that is in-plane motion, giving a long list of 

references in the field concerned. The paper shows the equations of motion of a solid body with 

a cavity of the arbitrary shape completely filled by three homogeneous ideal incompressible flu-

ids of different densities. As an example, the paper presents the equations of motion of the solid 

body with a cylindrical cavity. Fluctuations of three incompressible fluids filling completely a 

cylindrical cavity of the immovable solid body are considered in [18]. The paper gives the calcu-

lation results of attached mass and added mass moments of inertia. 

We obtained the equations of motion of the solid body having a cavity of the arbitrary 

shape, completely filled by three homogeneous ideal immiscible fluids. For the cavity of a circu-

lar cylinder the formulas for attached mass and added moments of inertia are given and the re-

sults of numerical calculations are presented. The results obtained can be used in designing the 

transport systems with cryogenic liquids or liquefied gases. All numerical calculations were ob-

tained using a Mathcad computer program. 
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