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Îöåíêè óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòðèöû êîìïîçèòà,
óïðî÷íåííîé óãëåðîäíûìè íàíîòðóáêàìè

Çàðóáèí Â.Ñ.1,*, Ñåðãååâà Å.Ñ.1, Øèøêèíà Ñ.È.1 *

1ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Íà îñíîâå äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è óïðóãîñòè â íåîäíîðîäíîì òâåðäîì
òåëå, ñîäåðæàùåé äâà àëüòåðíàòèâíûõ ôóíêöèîíàëà (ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà è
ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë Êàñòèëüÿíî), äîñòèãàþùèõ íà èñòèííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ïåðåìå-
ùåíèé è íàïðÿæåíèé â òàêîì òåëå ñîâïàäàþùèõ ýêñòðåìóìîâ, ïîñòðîåíû äâóñòîðîííèå îöåíêè
óïðóãèõ ñâîéñòâ ïîëèìåðíîé ìàòðèöû êîìïîçèòà, óïðî÷íåííîé õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûìè
âûñîêîìîäóëüíûìè îäíîñëîéíûìè óãëåðîäíûìè íàíîòðóáêàìè. Íàíîòðóáêè ïðåäñòàâëåíû â
âèäå êðóãîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, ñâåðíóòûõ èç ãðàôåíîâîé ïëîñêîñòè, ÷òî ïîçâîëèëî
óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ãðàôåíà è îäíîñëîéíîé íàíîòðóáêè. Ïî-
ëó÷åííûå ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ çíà÷åíèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê óïðî÷íåííîé ìàòðèöû
êîìïîçèòà ëåæàò â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äâóñòîðîííèìè îöåíêàìè. Ïðåäñòàâëåííûå ñîîòíîøå-
íèÿ ïîçâîëÿþò ïðîãíîçèðîâàòü óïðóãèå ñâîéñòâà óïðî÷íåííîé ïîëèìåðíîé ìàòðèöû êîìïîçèòà â
çàâèñèìîñòè îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè îäíîñëîéíûõ óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàíèÿ; äâóñòîðîííèå îöåíêè; ìàòðèöà êîìïîçèòà; îäíî-
ñëîéíûå óãëåðîäíûå íàíîòðóáêè

Ââåäåíèå

Ìàòðèöà êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà (êîìïîçèòà) íàðÿäó ñ âûïîëíåíèåì îñíîâíûõ
ôóíêöèé îáåñïå÷åíèÿ íåîáõîäèìîé ôîðìû èçãîòîâëÿåìîé êîíñòðóêöèè è ìåõàíè÷åñêîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àðìèðóþùèìè ýëåìåíòàìè [1] âîñïðèíèìàåò òàêæå îïðåäåëåííóþ
äîëþ äåéñòâóþùåé íà êîìïîçèò âíåøíåé íàãðóçêè. Óïðî÷íåíèå ìàòðèöû íàíîñòðóêòóð-
íûìè ýëåìåíòàìè ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü åå íåîáõîäèìûå òåõíîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà (íåâûñî-
êàÿ âÿçêîñòü äëÿ õîðîøåãî ñìà÷èâàíèå àðìèðóþùèõ ýëåìåíòîâ â ïðîöåññå ïðîïèòêè, âîç-
ìîæíîñòü èçãîòîâëåíèÿ ïîëóôàáðèêàòîâ (ïðåïðåãîâ) ñ ïîñëåäóþùèì èçãîòîâëåíèåì èç íèõ
èçäåëèé, êà÷åñòâåííîå ñîåäèíåíèå ñëîåâ êîìïîçèòà â ïðîöåññå ôîðìîâàíèÿ, íåâûñîêèå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ îêîí÷àòåëüíîãî ôîðìîâàíèÿ (òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ), âûñîêàÿ ïðî÷íîñòü
ñöåïëåíèÿ ìàòðèöû ñ àðìèðóþùèìè ýëåìåíòàìè) è ïîâûñèòü òàêèå åå ýêñïëóàòàöèîííûå

Íàóêà è Îáðàçîâàíèå. ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà 155

http://technomag.edu.ru/doc/844318.html
http://technomag.edu.ru/doc/844318.html
http://technomag.edu.ru


õàðàêòåðèñòèêè, êàê ïðî÷íîñòü, æåñòêîñòü, ñïîñîáíîñòü ê îáðàçîâàíèþ ìîíîëèòíîãî ìàòå-
ðèàëà, òåðìîñòîéêîñòü [2]. Íàïðèìåð, óïðî÷íåíèå ïîëèìåðíîé ìàòðèöû õàîòè÷åñêè îðèåí-
òèðîâàííûìè âûñîêîìîäóëüíûìè óãëåðîäíûìè íàíîòðóáêàìè, çàíèìàþùèìè 15 % îáúåìà,
ìîæåò óâåëè÷èòü åå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè íà 80 % [3].
Êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç ýôôåêòà óïðî÷íåíèÿìàòðèöûêîìïîçèòà íàíîñòðóêòóðíûìè ýëå-

ìåíòàìè çàòðóäíåí çíà÷èòåëüíûì ðàçáðîñîì òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
î ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ òàêèõ ýëåìåíòîâ, â òîì ÷èñëå îá óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèêàõ óãëå-
ðîäíûõ íàíîòðóáîê, îñîáåííî ìíîãîñëîéíûõ [4]. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû äâóñòî-
ðîííèå îöåíêè óïðóãèõ ñâîéñòâ ïîëèìåðíîé ìàòðèöû, óïðî÷íåííîé õàîòè÷åñêè îðèåíòè-
ðîâàííûìè îäíîñëîéíûìè óãëåðîäíûìè íàíîòðóáêàìè (ÎÓÍÒ), óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè
êîòîðûõ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî èçâåñòíûì ñâîéñòâàì ãðàôåíà [5]. Ýòè îöåíêè ïîñòðî-
åíû íà îñíîâå äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è óïðóãîñòè â íåîäíîðîäíîì
òâåðäîì òåëå [6, 7], âêëþ÷àþùåé äâà àëüòåðíàòèâíûõ ôóíêöèîíàëà (ìèíèìèçèðóåìûé ôóíê-
öèîíàë Ëàãðàíæà è ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë Êàñòèëüÿíî), äîñòèãàþùèõ íà èñòèííûõ
ðàñïðåäåëåíèÿõ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â òàêîì òåëå ñîâïàäàþùèõ ýêñòðåìóìîâ. Â
îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòèìè îöåíêàìè, ðàñïîëîæåíû çíà÷åíèÿ ìîäóëåé óïðóãîñòè óïðî÷-
íåííîé ìàòðèöû, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ
îòäåëüíî ðàñïîëîæåííîé òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîé ÎÓÍÒ ñ îêðóæàþùåé èçîòðîïíîé ëè-
íåéíî óïðóãîé ñðåäîé.
Ïðèâåäåííûå â äàííîé ðàáîòå ñîîòíîøåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü ïðîãíîçèðîâàòü óïðóãèå

ñâîéñòâà ïîëèìåðíîé ìàòðèöû êîìïîçèòà ïðè åå óïðî÷íåíèè õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûìè
âûñîêîìîäóëüíûìè ÎÓÍÒ.

1. Èñõîäíûå ñîîòíîøåíèÿ

Ïóñòü óïðî÷íåííàÿ ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåóïðî÷íåííóþ ëèíåéíî óïðóãóþ èçî-
òðîïíóþ ñïëîøíóþ ñðåäó ñ îáúåìíûì ìîäóëåì K◦ óïðóãîñòè è ìîäóëåì ñäâèãà G◦, àð-
ìèðîâàííóþ õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûìè âêëþ÷åíèÿìè â âèäå àíèçîòðîïíûõ ÎÓÍÒ N

ðàçëè÷íûõ òèïîðàçìåðîâ. Óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ÎÓÍÒ òèïîðàçìåðà α = 1, N ñ îáúåì-
íîé êîíöåíòðàöèåé C

(α)
V îïèñûâàþò âçàèìíî îáðàòíûå òåíçîðû C(α) è S(α) êîýôôèöèåíòîâ

óïðóãîñòè è ïîäàòëèâîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåì, ÷òî îäíà èç ãëàâíûõ îñåé ýòèõ òåíçî-
ðîâ äëÿ êàæäîãî òèïîðàçìåðà ÎÓÍÒ ñîâïàäàåò ñ èõ ïðîäîëüíîé îñüþ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì
Oξ3. Îðèåíòàöèÿ äâóõ îñòàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ãëàâíûõ îñåé Oξ1 è Oξ2 ïðîèçâîëüíà, ò.å.
óïðóãèå ñâîéñòâà êàæäîãî òèïîðàçìåðà ÎÓÍÒ ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòíîìó ñëó÷àþ àíèçîòðî-
ïèè | òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè îòíîñèòåëüíî îñè Oξ3. Ïðè îáúåìíîì ñîäåðæàíèè C◦

V

íåóïðî÷íåííîé ìàòðèöû ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

C◦
V +

N∑
α=1

C
(α)
V = 1. (1)
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Ïðåäñòàâèòåëüíûé ýëåìåíò ñòðóêòóðûóïðî÷íåííîéìàòðèöûâêëþ÷àåòìíîæåñòâîÎÓÍÒ
êàæäîãî òèïîðàçìåðà, îñè Oξ3 êîòîðûõ ðàâíîâåðîÿòíî ðàñïðåäåëåíû ïî âñåì âîçìîæíûì
íàïðàâëåíèÿì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêàÿ ìàòðèöà íå îáëàäàåò òåêñòóðîé è åå äîïóñòèìî
ñ÷èòàòü èçîòðîïíîé [8].
Îöåíèâàåìûå óïðóãèå ñâîéñòâà óïðî÷íåííîé ìàòðèöû ïðåäñòàâèì òåíçîðàìè ÷åòâåðòîãî

ðàíãà êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè è ïîäàòëèâîñòè ñîîòâåòñòâåííî [9]

C = 3KV + 2GD, S =
1

3K
V +

1

2G
D, (2)

ãäå K | îáúåìíûé ìîäóëü óïðóãîñòè; G | ìîäóëü ñäâèãà; V è D | òåíçîðû ÷åòâåðòîãî
ðàíãà, ÿâëÿþùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî îáúåìíîé è äåâèàòîðíîé ñîñòàâëÿþùèìè åäèíè÷íîãî
òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà I = V + D. Êîìïîíåíòû ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ, îïðåäåëåííûå â
ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3, èìåþò âèä [8]

Vijmn =
δijδmn

3
, Dijmn =

δimδjn + δinδjm

2
− Vijmn, i, j, m, n = 1, 2, 3,

ãäå δij|êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà (ñèìâîëÊðîíåêåðà: δij = 1ïðè i = j

è δij = 0 ïðè i 6= j). Èç ýòèõ ôîðìóë è ðàâåíñòâà δii = 3 (ñ ó÷åòîì ïðàâèëà ñóììèðîâàíèÿ
ñëàãàåìûõ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ â ñîìíîæèòåëÿõ ëàòèíñêèì èíäåêñàì, èñïîëüçóåìîãî è â
äàëüíåéøåì) ñëåäóåò VijmnVmnkl = Vijkl, DijmnDmnkl = Dijkl è VijmnDmnkl = 0, k, l =

= 1, 2, 3, ò. å.
V · ·V = V, D · ·D = D, V · ·D = O4, (3)

ãäå O4 | òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè, à êàæäàÿ èç òî÷åê ìåæäó
ñîìíîæèòåëÿìè â ïðîèçâåäåíèè òåíçîðîâ îçíà÷àåò ñâåðòûâàíèå ïî èíäåêñó, îäèíàêîâîìó â
îáîèõ ñîìíîæèòåëÿõ [6]. Çàäàííûå óïðóãèå ñâîéñòâà íåóïðî÷íåííîé èçîòðîïíîé ìàòðèöû
ìîæíî ïðåäñòàâèòü àíàëîãè÷íî ôîðìóëàì (2) òåíçîðàìè ÷åòâåðòîãî ðàíãà

C◦ = 3K◦V + 2G◦D, S◦ =
1

3K◦V +
1

2G◦D. (4)

Òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà èìååò äâà ëèíåéíûõ èíâàðèàíòà, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå çàâèñÿò îò
âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé îïðåäåëåíû êîìïîíåíòû ýòîãî òåíçîðà. Äëÿ òåíçîðîâ
V èD, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3), ýòè èíâàðèàíòû èìåþò âèä Viimm = 3, Vimim = 1, Diimm = 0

è Dimim = 5. Òîãäà èíâàðèàíòû òåíçîðîâ C è S ñ ó÷åòîì ôîðìóë (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå [10]

C · · · ·V = Ciimm = 9K, C · · · ·D = Cimim − Ciimm

3
= 10G, (5)

S · · · ·V = Siimm =
1

K
, S · · · ·D = Simim − Siimm

3
=

5

2G
, (6)

ãäå Cijmn è Sijmn | êîìïîíåíòû òåíçîðîâ C è S ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëåííûå â ñèñòåìå
êîîðäèíàò Ox1x2x3. Ïîñëå çàìåíû â ôîðìóëàõ (5) è (6) K íà K◦ è G íà G◦ îíè áóäóò
ñïðàâåäëèâû è äëÿ èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ C◦ è S◦.

Íàóêà è Îáðàçîâàíèå. ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà 157

http://technomag.edu.ru


ÒåíçîðóC(α), îïðåäåëÿþùåìó óïðóãèå ñâîéñòâà òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûõÎÓÍÒ, ïðè-
íàäëåæàùèõ òèïîðàçìåðó ñ íîìåðîì α = 1, N , ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñèììåòðè-
÷åñêóþ ìàòðèöó C(α) øåñòîãî ïîðÿäêà ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè [6] C11 = C22, C12 = C21,
C13 = C23 = C31 = C32, C33, C44 = C55 è C66 = (C11−C12)/2 (âåðõíèé èíäåêñ α ó ýëåìåíòîâ
ìàòðèö îïóùåí). Çàìåíèâ ðàâåíñòâî äëÿ C66 íà S66 = 2(S11 − S12), à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
ñèìâîë C íà S, ïîëó÷èì ýëåìåíòû ìàòðèöû S(α), ñîîòâåòñòâóþùåé òåíçîðó S(α). Òîãäà
èíâàðèàíòû òåíçîðîâ C(α) è S(α) ïðèìóò âèä [11]

C
(α)
iimm = 2C

(α)
11 + 2C

(α)
12 + 4C

(α)
13 + C

(α)
33 , C

(α)
imim = 3C

(α)
11 − C

(α)
12 + C

(α)
33 + 4C

(α)
44 , (7)

S
(α)
iimm = 2S

(α)
11 + 2S

(α)
12 + 4S

(α)
13 + S

(α)
33 , S

(α)
imim = 3S

(α)
11 − S

(α)
12 + S

(α)
33 + S

(α)
44 . (8)

Îñðåäíåííûå ïî îáúåìóV ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ñòðóêòóðûóïðî÷íåííîéìàòðèöû
ëîêàëüíûå çíà÷åíèÿ ŝ(M) è ê(M) òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà ñîîòâåòñòâåííî íàïðÿæåíèé è
äåôîðìàöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êèM ∈ V èìåþò âèä

〈 ŝ 〉 =
1

V0

∫
V0

ŝ(M) dV (M) или 〈 ê 〉 =
1

V0

∫
V0

ê(M) dV (M),

ãäå óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò îïåðàöèþ îñðåäíåíèÿ. Ìîäóëè óïðóãîñòè K è G òàêîé ìà-
òðèöû, ñâÿçûâàþùèå ýòè îñðåäíåííûå òåíçîðû è íàçûâàåìûå ýôôåêòèâíûìè, îïðåäåëÿþò
òåíçîðû C è S â ôîðìóëàõ (2). Ââåäåì ýòè òåíçîðû èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà îáúåìíîé ïëîò-
íîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè â èçîòðîïíîé ñðåäå è â ðåàëüíîé óïðî÷íåííîé
ìàòðèöå [6]:

1

2
〈 ê 〉 · ·C · · 〈 ê 〉 =

1

2
〈 ŝ 〉 · · S · · 〈 ŝ 〉 =

1

2V

∫
V

ê∗(M) · · ŝ∗(M) dV (M), (9)

ãäå ŝ∗ è ê∗| òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèè, õàðàêòåðèçóþùèå èñòèííîå íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå ñòðóêòóðû óïðî÷íåííîé ìàòðèöû,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ è ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé. ÒåíçîðûC èS, îïèñû-
âàþùèå óïðóãèå ñâîéñòâà ýòîé ìàòðèöû, ïîäëåæàò îöåíêå íà îñíîâå òîãî èëè èíîãî ïîäõîäà.

2. Âàðèàöèîííûé ïîäõîä

Ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë è çàäàíèè êèíåìàòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïî-
âåðõíîñòè S, îãðàíè÷èâàþùåé îáúåì V , ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà, äîñòèãàþùèé ìèíèìóìà íà
èñòèííîì ðàñïðåäåëåíèè ïåðåìåùåíèé â çàìêíóòîé îáëàñòè V = V ∪ S, èìååò âèä [6]

J1 =
1

2

∫
V

ê(M) · ·C∗(M) · · ê(M) dV (M), M ∈ V, (10)

ãäå C∗ | òåíçîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ëîêàëüíûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè íå-
óïðî÷íåííîé ìàòðèöû è ÎÓÍÒ â îáúåìå V . Ýòîò ôóíêöèîíàë äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü íà
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íåïðåðûâíûõ è êóñî÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ðàñïðåäå-
ëåíèÿõ ïåðåìåùåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ êèíåìàòè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Òîãäà ïðè
äîïóñòèìîì îäíîðîäíîì äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, îïðåäåëÿåìîì òåíçîðîì ê0 = 〈 ê 〉 ñ
êîìïîíåíòàìè εij = const, ñ ó÷åòîì ôîðìóë (9) è (10) è ðàâåíñòâà ŝ∗ = C∗ · · ê∗, îïóñòèâ
îáîçíà÷åíèå òî÷êèM ∈ V , ìîæíî çàïèñàòü

1

2

∫
V

ê0 · ·C∗ · · ê0 dV >
1

2

∫
V

ê∗ · ·C∗ · · ê∗ dV =
V

2
〈ŝ〉 · · 〈ê〉 =

V

2
ê0 · ·C · · ê0.

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

1

V

∫
V

C∗(M) dV (M) > C, M ∈ V,

êîòîðîå ïîñëå ïîëíîé ñâåðòêè ñ òåíçîðàìè V è D ñ ó÷åòîì ôîðìóë (5) áóäåò ýêâèâàëåíòíî
äâóì íåðàâåíñòâàì, ñîäåðæàùèì ëèíåéíûå èíâàðèàíòû òåíçîðîâ C∗ è C:

1

V

∫
V

C∗
iimm(M) dV (M) > 9K,

1

V

∫
V

(
C∗

imim(M)− C∗
iimm(M)

3

)
dV (M) > 10G,

ãäå C∗
ijmn(M)| êîìïîíåíòû òåíçîðà C∗, îïðåäåëåííûå â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3. Ïî-

äûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ êóñî÷íî ïîñòîÿííû â ïðåäåëàõ íåóïðî÷íåííîé
ìàòðèöû è îòäåëüíî âçÿòûõ ÎÓÍÒ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü âåðõíèå îöåíêè K+ è G+

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäóëåé óïðóãîñòè êîìïîçèòà â âèäå

K̃+ = C◦
V +

1

9K◦

N∑
α=1

C
(α)
V C

(α)
iimm, G̃+ = C◦

V +
1

10G◦

N∑
α=1

C
(α)
V

(
C

(α)
imim − C

(α)
iimm

3

)
, (11)

ãäå K̃+ = K+/K◦, G̃+ = G+/G◦, C(α)
ijmn | êîìïîíåíòû òåíçîðà C(α).

Ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë è çàäàíèè ñèëîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè,
îãðàíè÷èâàþùåé îáúåì V , ôóíêöèîíàë Êàñòèëèàíî, ìàêñèìèçèðóåìûé íà èñòèííîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè íàïðÿæåíèé â çàìêíóòîé îáëàñòè V , èìååò âèä [6]

J2 = −1

2

∫
V

ŝ(M) · · S∗(M) · · ŝ(M) dV (M), M ∈ V, (12)

ãäå S∗| òåíçîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ëîêàëüíûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè íå-
óïðî÷íåííîé ìàòðèöû è ÎÓÍÒ â îáúåìå V . Ýòîò ôóíêöèîíàë äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü íà
ñòàòè÷åñêè âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ íàïðÿæåíèé. Ïðè äîïóñòèìîì îäíîðîäíîì íàïðÿ-
æåííîì ñîñòîÿíèè, îïðåäåëÿåìîì òåíçîðîì ŝ0 = 〈ŝ〉 ñ êîìïîíåíòàìè σij = const, ñ ó÷åòîì
ôîðìóë (9) è (12) è ðàâåíñòâà ê∗ = S∗ · · ŝ∗, îïóñòèâ îáîçíà÷åíèå òî÷êè M ∈ V , ïîëó÷èì
ñîîòíîøåíèå

−1

2

∫
V

ŝ0 · · S∗ · · ŝ0 dV 6 −1

2

∫
V

ŝ∗ · · S∗ · · ŝ∗ dV = −V

2
〈ŝ〉 · · 〈ê〉 = −V

2
ŝ0 · · S · · ŝ0.
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Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
1

V

∫
V

S∗(M) dV (M) > S, M ∈ V,

êîòîðîå ïîñëå ïîëíîé ñâåðòêè ñ òåíçîðàìè V è D ñ ó÷åòîì ôîðìóë (6) áóäåò ýêâèâàëåíòíî
äâóì íåðàâåíñòâàì, âêëþ÷àþùèì ëèíåéíûå èíâàðèàíòû òåíçîðîâ S∗ è S:

1

V

∫
V

S∗iimm(M) dV (M) ≥ 1

K
,

1

V

∫
V

(
S∗imim(M)− S∗iimm(M)

3

)
dV (M) >

5

2G
,

ãäå S∗ijmn(M) | êîìïîíåíòû òåíçîðà S∗, îïðåäåëåííûå â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3. Ïî-
äûíòåãðàëüíûåôóíêöèè â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ êóñî÷íî ïîñòîÿííû â ïðåäåëàõ îòäåëüíî âçÿòûõ
ÎÓÍÒ è â ìàòåðèàëå íåóïðî÷íåííîé ìàòðèöû, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü íèæíèå
îöåíêè K− è G− ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäóëåé óïðóãîñòè êîìïîçèòà â âèäå

K̃− =

(
C◦

V +K◦
N∑

α=1

C
(α)
V S

(α)
iimm

)−1

, G̃− =

(
C◦

V +
2G◦

5

N∑
α=1

C
(α)
V

(
S

(α)
imim−

S
(α)
iimm

3

))−1

, (13)

ãäå K̃− = K−/K◦, G̃− = G−/G◦, S
(α)
ijmn | êîìïîíåíòû òåíçîðà S(α). Ïðè âû÷èñëåíèè

èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ â ôîðìóëàõ (11) è (13) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ (5){(8).
Îöåíêè (11) è (13) ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ñ ïðèâëå÷åíèåì òåîðèè ñìåñåé [12], îäíàêî

èç ýòîé òåîðèè íå ñëåäóåò, ÷òî ýòè îöåíêè áóäóò äâóñòîðîííèìè ïî îòíîøåíèþ ê èñòèííûì
çíà÷åíèÿì. Ïðè ñóùåñòâåííîì ðàçëè÷èè óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà íåóïðî÷íåí-
íîé ìàòðèöû è ÎÓÍÒ ïðåäñòàâëåííûå äâóñòîðîííèå îöåíêè ìîãóò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëü-
íîìó ðàçáðîñó çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàì. Îäèí èç ïîäõîäîâ,
äàþùèé âîçìîæíîñòü óòî÷íèòü óïðóãèå ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìîé óïðî÷íåííîé ìàòðèöû
êîìïîçèòà, îñíîâàí íà ìåòîäå ñàìîñîãëàñîâàíèÿ [8, 9, 13].

3. Ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàíèÿ

Îöåíêà óïðóãèõ ñâîéñòâ óïðî÷íåííîéìàòðèöûêàê íåîäíîðîäíîé ëèíåéíî óïðóãîé ñðåäû
ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ñîñòîèò â ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ îòäåëüíî âçÿòîãî ýëåìåíòà íå-
îäíîðîäíîñòè (ÎÓÍÒ èëè ÷àñòèöû ìàòåðèàëà íåóïðî÷íåííîé ìàòðèöû) ñ îäíîðîäíîé èçî-
òðîïíîé îêðóæàþùåé ñðåäîé, èìåþùåé èñêîìûå ìîäóëè óïðóãîñòè [14, 15]. Ýòî ïîçâîëÿåò
íàéòè îòêëîíåíèÿ â ðàñïðåäåëåíèÿõ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé â ýòèõ ýëåìåíòàõ îòíîñè-
òåëüíî îäíîðîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé â îêðóæàþùåé ñðåäå. Ïîñëåäóþùåå îñðåäíåíèå ýòèõ
îòêëîíåíèé ïî ïðåäñòàâèòåëüíîìó ýëåìåíòó ñòðóêòóðû óïðî÷íåííîé ìàòðèöû ïðèâîäèò ê
ðàñ÷åòíûì çàâèñèìîñòÿì äëÿ èñêîìûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ óïðî÷íåííîé ìàòðèöû.
Â ñèëó íåîïðåäåëåííîñòè ôîðìû ÷àñòèö ìàòåðèàëà íåóïðî÷íåííîé ìàòðèöû, ñâÿçûâà-

þùåé ÎÓÍÒ ïðè èõ õàîòè÷åñêîì ðàñïîëîæåíèè, ïðèìåì â êà÷åñòâå ñðåäíåé ñòàòèñòè÷åñ-
êîé ýòó ôîðìó øàðîâîé. Âçàèìîäåéñòâèå ëèíåéíî óïðóãîé èçîòðîïíîé øàðîâîé ÷àñòèöû è
îêðóæàþùåé ñðåäû îïèñûâàåò ñîîòíîøåíèå [9]

ê◦ = û◦ · · ê0, û◦ = (C◦ −C + C · ·W)−1 · ·C · ·W − I, (14)
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ãäå ê◦| òåíçîð, õàðàêòåðèçóþùèé îòêëîíåíèÿ äåôîðìàöèè â øàðîâîé ÷àñòèöå îò îäíîðîä-
íîãî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû, îïðåäåëÿåìîãî òåíçîðîì ê0,

W = 3
1− ν

1 + ν
V +

15

2

1− ν

4− 5ν
D, (15)

à ν =
1
2
− 3G

6K + 2G
| êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ñðåäû, îêðóæàþùåé øàðîâóþ ÷àñòèöó.

Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîé ÎÓÍÒ òèïîðàçìåðà α = 1, N , ñâîéñòâà êîòîðîé îïèñû-
âàåò òåíçîð C(α) êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè, ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëàìè (14) çàïèøåì

ê(α) = û(α) · · ê0, û(α) = (C(α) −C + C · ·W(α))−1 · ·C · ·W(α) − I, (16)

ãäå ê(α) | òåíçîð, îïðåäåëÿþùèé îòêëîíåíèå äåôîðìàöèè â ýòîé ÎÓÍÒ îò îäíîðîäíîãî
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû,W(α) | òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà, êîìïî-
íåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò èñêîìûõ õàðàêòåðèñòèê óïðî÷íåííîé ìàòðèöû è îò ôîðìû ÎÓÍÒ,
ïðèíàäëåæàùåé òèïîðàçìåðó ñ íîìåðîì α = 1, N .
Åñëè ôîðìó ÎÓÍÒ äëèíîé lα è äèàìåòðîì dα ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèòü ýëëèïñîèäîì

âðàùåíèÿ ñ îòíîøåíèåì ïîëóîñåé bα =
lα
dα
, òî òåíçîðW(α) áóäåò îáðàòíûì ïî îòíîøåíèþ ê

òåíçîðó Ýøåëáè [14] ñ êîìïîíåíòàìè, îïðåäåëåííûìè â ñèñòåìå êîîðäèíàòOξ1ξ2ξ3. Òåíçîðó
W(α) ñîîòâåòñòâóåò íåñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöàW (α) øåñòîãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè (èíäåêñ
α îïóùåí)

W11 = W22 =
N11N33 −N13N31

∆0

, W12 = W21 =
N13N31 −N12N33

∆0

,

W13 = W23 =
(N12 −N11)N13

∆0

, W31 = W32 =
(N12 −N11)N31

∆0

,

W33 =
(N11 + N12)(N11 −N12)

∆0

,

W44 = W55 =
2

Q(1 + b2
α)D13 + R(1−D1)

, W66 =
3

QD11 + 3RD1

,

ãäå∆0 = det(N0) = (N11 −N12)(N11N33 − 2N13N31 + N12N33)| îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû N0

òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè

N
(α)
11 = N

(α)
22 = QD

(α)
11 + RD

(α)
1 , N

(α)
12 = N

(α)
21 =

QD
(α)
11

3
−RD

(α)
1 , N

(α)
33 = QD

(α)
33 + RD

(α)
3 ,

N
(α)
13 = N

(α)
23 = QD

(α)
31 −RD

(α)
1 , N

(α)
31 = N

(α)
32 = QD

(α)
13 −RD

(α)
3 ,

Q =
3

2(1− ν)
, R =

1/2− ν

1− ν

è çàâèñÿùèå îò òèïîðàçìåðà ÎÓÍÒ ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû

D
(α)
1 =

bα

2

∞∫
0

du

(1 + u)2(b2
α + u)1/2

=
bα(bα

√
b2
α − 1− Arcch bα)

2
√

(b2
α − 1)3

, D
(α)
3 = 1/− 2D

(α)
1 ,

3D
(α)
13 =

D
(α)
1 −D

(α)
3

b2
α − 1

, D
(α)
31 = D

(α)
13 b2

α, 4D
(α)
11 = 1− 3D

(α)
13 , D

(α)
33 =

1

3
− 2D

(α)
13 .

Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöûW (α) ðàâíû íóëþ.
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Îñðåäíåíèå ïî îáúåìó êîìïîçèòà âîçìóùåíèé äåôîðìàöèè ïî âñåì ÷àñòèöàì ìàòåðèàëà
íåóïðî÷íåííîé ìàòðèöû è ÎÓÍÒ âñåõ òèïîðàçìåðîâ äîëæíî, ñîãëàñíî ìåòîäó ñàìîñîãëàñî-
âàíèÿ, ïðèâåñòè ê íóëåâîìó ðåçóëüòàòó, ò. å.

〈 ê◦〉C◦
V +

N∑
α=1

〈 ê(α)〉C(α)
V = O2,

ãäå O2 | òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè. Âñå òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà, âõî-
äÿùèå â ëåâûå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà è îïðåäåëåííûå ïåðâûìè ôîðìóëàìè (14) è (16), èìåþò
îäèí è òîò æå ìíîæèòåëü ê0, õàðàêòåðèçóþùèé ìàêðîñêîïè÷åñêè îäíîðîäíîå äåôîðìèðî-
âàííîå ñîñòîÿíèå ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ñòðóêòóðû óïðî÷íåííîéìàòðèöû. Ïîýòîìó ïðè
îñðåäíåíèè ýòîò ìíîæèòåëü ìîæíî îïóñòèòü è ïåðåéòè ê îñðåäíåíèþ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî
ðàíãà, îïðåäåëåííûõ âòîðûìè ôîðìóëàìè (14) è (16), ò. å.

〈û◦〉C◦
V +

N∑
α=1

〈û(α)〉C(α)
V = O4. (17)

Âî âòîðóþ ôîðìóëó (14) âõîäèò âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå èçîòðîïíûõ òåíçîðîâ C èW.
Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (2), (3) è (15) ïîëó÷èì

C · ·W◦ = 9K
1− ν

1 + ν
V + 15G

1− ν

4− 5ν
D.

Òîãäà, ïðîäîëæèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, âìåñòî âòîðîé ôîðìóëû (14) ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè ν îò
K è G çàïèøåì

û◦ =

(
3K + 4G

3K◦ + 4G
− 1

)
V +

(
5G(3K + 4G)

6G◦(K + 2G) + G(9K + 8G)
− 1

)
D.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ C è W(α) âî âòîðîé ôîðìóëå (15)
èñïîëüçóåì ñîîòâåòñòâóþùèåèììàòðèöûC èW (α) è âèòîãå ïîëó÷èììàòðèöóZ(α) = CW (α)

ñ ýëåìåíòàìè (áåç âåðõíåãî èíäåêñà α ó ýëåìåíòîâ ìàòðèö Z(α) èW (α))

Z11 = Z22 = C11W11 + C12(W12 + W31), Z12 = Z21 = C11W12 + C12(W11 + W31),

Z13 = Z23 = C11W13 + C12(W13 + W33), Z31 = Z32 = C11W31 + C12(W11 + W12),

Z33 = C11W33 + 2C12W13, Z44 = Z55 = C44W44, Z66 = C44W66,

ãäå äëÿ èçîòðîïíîé óïðî÷íåííîé ìàòðèöû C11 = K + 4G/3, C12 = K − 2G/3 è C44 =

= (C11−C12)/2 = G [19]. Òîãäà òåíçîðóC(α)−C+C · ·W(α) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü áëî÷íàÿ
ìàòðèöà Y (α) ñ ýëåìåíòàìè

Y
(α)
11 = Y

(α)
22 = C

(α)
11 − C11 + Z

(α)
11 , Y

(α)
12 = Y

(α)
21 = C

(α)
12 − C12 + Z

(α)
12 ,

Y
(α)
13 = Y

(α)
23 = C

(α)
13 − C12 + Z

(α)
13 , Y

(α)
31 = Y

(α)
32 = C

(α)
13 − C12 + Z

(α)
31 ,

Y
(α)
33 = C

(α)
33 − C11 + Z

(α)
33 , Y

(α)
44 = Y

(α)
55 = C

(α)
44 − C44 + Z

(α)
44 , Y

(α)
66 = C

(α)
66 − C66 + Z

(α)
66 .
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Ïîñëå îáðàùåíèÿ ìàòðèöû Y (α) ïîëó÷èì òàêæå áëî÷íóþ ìàòðèöó øåñòîãî ïîðÿäêà Q(α).
Òåïåðü âìåñòî ðàâåíñòâà (17) ìîæíî çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ìàòðè÷íîå ñîîòíîøåíèå

〈U◦〉C◦
V +

N∑
α=1

〈U (α)〉C(α)
V = O6, (18)

ãäå U (α) = Q(α)Z(α) − I6, O6 è I6 | íóëåâàÿ è åäèíè÷íàÿ ìàòðèöû øåñòîãî ïîðÿäêà.
Îïåðàöèè îñðåäíåíèÿ ìàòðèö â ðàâåíñòâå (18) óäîáíî ïðîâåñòè ïóòåì âû÷èñëåíèÿ îïðå-

äåëÿåìûõ ôîðìóëàìè âèäà (7) èíâàðèàíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì òåíçîðîâ. Â èòîãå ïîëó÷èì
äâà íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ îáúåìíûé
ìîäóëü K è ìîäóëü ñäâèãà G óïðî÷íåííîé ìàòðèöû. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè [16, 17] öåëåâîé ôóíê-
öèè â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ëåâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé.

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âëèÿíèå óäëèíåíèÿ ÎÓÍÒ, îïðåäåëÿåìîãî äëÿ òèïîðàçìåðà α =

= 1, N îòíîøåíèåì bα = lα/dα, îò êîòîðîãî çàâèñÿò çíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ,
îáîçíà÷åííûõ ëèòåðîéD ñ öèôðîâûìè íèæíèìè èíäåêñàìè. Íà ðèñ. 1 â ïîëóëîãàðèôìè÷å-
ñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ýòèõ ïàðàìåòðîâ (áåç âåðõíåãî èíäåêñà α) îò
bα. Èç ýòîãî ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî ïðè bα > 50 óêàçàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîæíî
ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè, ïðè÷åì ïðèíÿòü

D3 = D13 = 0, D31 =
1

6
, D11 =

1

4
, D33 =

1

3
, D1 =

1

2
.

Äèàìåòð ÎÓÍÒ èçìåíÿåòñÿ îò 0,3 äî 5 íì, à äëèíà ïðåâûøàåò äèàìåòð ïðèìåðíî íà òðè
ïîðÿäêà [18]. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñëåäóþùåé êîëè÷åñòâåííîé îöåíêå óïðóãèõ ñâîéñòâ
ìàòðèöû, óïðî÷íåííîé ÎÓÍÒ, ìîæíî ïðèíÿòü ïðèâåäåííûå âûøå ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ÎÓÍÒ èñïîëüçîâàíû

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îò óäëèíåíèÿ ÎÓÍÒ
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çíà÷åíèÿ ïðîäîëüíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè ãðàôåíà E = 1,2 ÒÏà è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà
ν = 0,412 [19].
Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà íåóïðî÷íåííîé ïîëèìåðíîé ìàòðèöû êîìïîçèòà âûáðàíî ñâÿçó-

þùåå íà îñíîâå ýïîêñèäíîé ñìîëû ñ ïðîäîëüíûì ìîäóëåì óïðóãîñòè E◦ = 3,50 ÃÏà è
êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν◦ = 0,36 [20]. Ýòèì çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþò îáúåìíûé ìîäóëü
óïðóãîñòè K◦ = 4,10 ÃÏà è ìîäóëü ñäâèãà G◦ = 1,23 ÃÏà.
Ðàññìîòðåíû òðè òèïîðàçìåðà ÎÓÍÒ (α = 1, 2, 3) êîíôèãóðàöèè Zigzag [21] ñ èí-

äåêñàìè õèðàëüíîñòè (10, 0), (20, 0) è (30, 0), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò äèàìåòðû òðóáîê
d1 = 0,783 íì, d1 = 1,566 íì è d1 = 2,349 íì, ðàññ÷èòàííûå äëÿ ïðèíÿòîé êîíôèãóðà-
öèè ÎÓÍÒ ïî ôîðìóëå [22] dα = (

√
3/π)d0m, ãäå d0 = 0,142 íì, à m | çíà÷åíèå ïåðâîãî

èíäåêñà õèðàëüíîñòè. Äëÿ êàæäîãî òèïîðàçìåðà ÎÓÍÒ ïî ñîîòíîøåíèÿì, ïðèâåäåííûì â
ðàáîòå [5], îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö óïðóãîñòè (â ÒÏà) è ïîäàòëèâîñòè (â
1/ÒÏà), ïðåäñòàâëåííûå ñîîòâåòñòâåííî â òàáë. 1 è 2.

Ò à á ë è ö à 1
α C11 C12 C13 C33 C44 C66

1 0,129 −0,0010 0,053 0,235 0,034 0,065

2 0,066 −0,0029 0,026 0,121 0,018 0,035

3 0,045 −0,0025 0,017 0,082 0,012 0,024

Ò à á ë è ö à 2
α S11 S12 S13 S33 S44 S66

1 8,645 0,950 −2,152 5,223 29,499 15,390

2 16,819 2,370 −4,126 10,015 56,567 28,898

3 24,999 3,783 −6,102 14,811 83,652 42,432

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ òèïîðàçìåðîâÎÓÍÒ èìååò ìåñòî ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ìîíîëèòíûìè òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûìè êðèñòàëëè÷åñêèìè ìàòåðèàëàìè [6]
èçìåíåíèå çíàêîâ ýëåìåíòîâ C12 è S12 ìàòðèö óïðóãîñòè è ïîäàòëèâîñòè ñîîòâåòñòâåííî.
Íà ðèñ. 2, 3 è 4 â ïîëóëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè îáúåì-

íîãîìîäóëÿ óïðóãîñòè èìîäóëÿ ñäâèãà óïðî÷íåííîéìàòðèöûîò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèèCα
V

ÎÓÍÒ êàæäîãî èç òðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ òèïîðàçìåðîâ. Íà êàæäîì èç ýòèõ ðèñóíêîâ êðèâûå
ñ òåìíûìè òî÷êàìè îïðåäåëÿþò ãàðàíòèðîâàííûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû îáëàñòè, â
êîòîðîé äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû çíà÷åíèÿ îáúåìíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè K óïðî÷íåííîé
ìàòðèöû, à êðèâûå ñ òåìíûìè êâàäðàòàìè îãðàíè÷èâàþò îáëàñòü ðàñïîëîæåíèÿ çíà÷åíèé
ìîäóëÿ ñäâèãà G òàêîé ìàòðèöû. Êðèâûå áåç ñèìâîëîâ ïîñòðîåíû ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ,
ïðîâåäåííûõ ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ. Âèäíî, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ýòè ðåçóëüòàòû íå
âûõîäÿò çà ïðåäåëû óêàçàííûõ îáëàñòåé.
Ñîãëàñíî ðàáîòå [3], óïðî÷íåíèå ïîëèìåðíîé ìàòðèöû óãëåðîäíûìè íàíîòðóáêàìè íå

óõóäøàåò åå òåõíîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïî-êðàéíåé ìåðå äî çíà÷åíèÿ ñóììàðíîé îáúåìíîé
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè îáúåìíîãî ìîäóëÿ
óïðóãîñòè è ìîäóëÿ ñäâèãà óïðî÷íåí-
íîé ìàòðèöû îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè
ÎÓÍÒ òèïîðàçìåðà α = 1

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè îáúåìíîãî ìîäóëÿ
óïðóãîñòè è ìîäóëÿ ñäâèãà óïðî÷íåí-
íîé ìàòðèöû îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè
ÎÓÍÒ òèïîðàçìåðà α = 2

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè îáúåìíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè è ìîäóëÿ
ñäâèãà óïðî÷íåííîéìàòðèöûîò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèèÎÓÍÒ
òèïîðàçìåðà α = 3

êîíöåíòðàöèè CV íàíîòðóáîê, íå ïðåâûøàþùåé 0,15. Â òàáë. 3 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
CV ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ îáúåìíîé óïðóãîñòèK è ìîäóëÿ ñäâèãàG, ðàññ÷èòàííûå ïî
ìåòîäó ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî óïðî÷íåíèå ïðîâåäåíî ñìåñüþ â ðàâíûõ äîëÿõ
òðåõ ðàññìîòðåííûõ òèïîðàçìåðîâ ÎÓÍÒ.

Ò à á ë è ö à 3
CV 0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

K, ÃÏà 4,10 4,27 4,56 5,00 5,64 6,56

G, ÃÏà 1,23 1,50 1,78 2,16 2,68 3,41

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëèìåðíîé ìàòðèöû, óïðî÷íåííîé
ÎÓÍÒ, ïðîâåäåííûõ ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ êàê äëÿ îòäåëüíûõ òèïîðàçìåðîâ ÎÓÍÒ, òàê
è äëÿ ñìåñè ýòèõ òèïîðàçìåðîâ, ñëåäóåò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè ÎÓÍÒ
ìîäóëü ñäâèãà óïðî÷íåííîé ìàòðèöû âîçðàñòàåò áîëåå èíòåíñèâíî ïî ñðàâíåíèþ ñ åå îáú-
åìíûì ìîäóëåì óïðóãîñòè. Ïîñêîëüêó èìåííî îò âåëè÷èíû ìîäóëÿ ñäâèãà ìàòðèöû çàâèñèò
âûïîëíåíèå åå âàæíîé ôóíêöèè îáåñïå÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìåõàíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó àðìèðóþùèìè ýëåìåíòàìè êîìïîçèòà, ìîæíî îæèäàòü óâåëè÷åíèÿ è ìåõàíè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèêè êîìïîçèòîâ ñ ïîëèìåðíûìè ìàòðèöàìè, óïðî÷íåííûìè ÎÓÍÒ.

Íàóêà è Îáðàçîâàíèå. ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà 165

http://technomag.edu.ru


Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå äâóñòîðîííèå îöåíêè óïðóãèõ ñâîéñòâ ïîëèìåðíîé ìàòðèöû êîìïîçèòà,
óïðî÷íåííîé õàîòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûìè òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûìè îäíîñëîéíûìè
óãëåðîäíûìè íàíîòðóáêàìè, äàþò âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü ãðàíèöû îæèäàåìûõ çíà÷åíèé
ìîäóëåé óïðóãîñòè òàêîé ìàòðèöû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âëèÿíèå ðåàëüíûõ çíà÷åíèé óäëèíåíèÿ
íàíîòðóáîê íà óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè óïðî÷íåííûõ ìàòðèö íåñóùåñòâåííî. Ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ óïðóãèõ ñâîéñòâ óïðî÷íåííîé ìàòðèöû ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ âûÿâèëè áîëåå
èíòåíñèâíîå óâåëè÷åíèå åå ìîäóëÿ ñäâèãà ïî ñðàâíåíèþ ñ îáúåìíûì ìîäóëåì óïðóãîñòè ïî
ìåðå âîçðàñòàíèÿ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè óïðî÷íÿþùèõ âûñîêîìîäóëüíûõ íàíîòðóáîê êàê
èõ îòäåëüíûõ òèïîðàçìåðîâ, òàê è ñìåñè ðàçëè÷íûõ òèïîðàçìåðîâ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà 1712 ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ¹ 2014/104Ìèíîáð-

íàóêè ÐÔ.
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The matrix of the composite material (composite), in addition to the performing basic functions
to provide a desirable form of the manufacturable structure and a mechanical interaction between
the reinforcing elements, bears a certain share of the external load that acts on the composite.
The nanostructure element-hardened matrix allows us to save its appropriate technological prop-
erties (low viscosity for good wetting of the reinforcing elements in the process of impregnation,
a capability to manufacture semi-finished products (prepregs), which are further used to make
products, a quality interconnection of the composite layers in molding process, low values of final
molding parameters (temperature, pressure), and high adhesive strength of matrix with reinforcing
elements) and improve its performance characteristics such as strength, rigidity, capability to form
a solid material, and heat resistance. For example, hardening the polymer matrix through randomly
oriented high-modulus carbon nanotubes, occupying 15% of the volume, may increase its elastic
characteristics by 80%.
It is difficult to analyse quantitatively an effect of the hardening composite matrix based on

nanostructure elements because of the considerable spread of the theoretical and experimental
data on the mechanical properties of such elements, including data on the elastic characteristics
of the carbon nanotubes, especially multilayered ones. The paper presents two-sided estimates
of the elastic properties of the polymer matrix reinforced with randomly oriented single-walled
carbon nanotubes (SWCNTs) the elastic characteristics of which can be calculated from the known
properties of graphene. These estimates are based on the dual variational formulation of the
elasticity problem in a heterogeneous solid, consisting of two alternative functionals (a Lagrangian
functional to beminimized and aCastigliano functional to bemaximized), which reach thematching
extremes at true distributions of displacements and stresses in such a body. In the area restricted
by these estimates there are the values of the elastic moduli of a hardened matrix obtained through
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the mathematical model of interaction between the separately disposed and transversely isotropic
SWCNTs and the surrounding isotropic linearly elastic medium.
Given in the paper ratio ratings make it possible to predict the elastic properties of the polymer

matrix of the composite in its hardening by the randomly oriented high-modulus SWCNTs.
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