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Â ðàáîòå èññëåäîâàíû ðîáàñòíûå ñâîéñòâà Ì-îöåíêè è îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïàðàìåòðà
àâòîðåãðåññèîííîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñî ñëó÷àéíûì êîýôôèöèåíòîì. Ì-îöåíêà âû÷è-
ñëÿëàñü íà îñíîâå ðî-ôóíêöèé Õüþáåðà è Õàìïåëÿ. Ðàññìàòðèâàëèñü àääèòèâíàÿ, çàìåùàþùàÿ è
èííîâàöèîííàÿìîäåëè îøèáîê íàáëþäåíèé. Â èííîâàöèîííîéìîäåëè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îáíî-
âëÿþùèé ïðîöåññ àâòîðåãðåññèîííîãî óðàâíåíèÿ èìååò çàãðÿçíåííîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
(ðàñïðåäåëåíèå Òüþêè). Ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èçó÷åíà îòíîñèòåëüíàÿ ýô-
ôåêòèâíîñòü Ì-îöåíêè ïî îòíîøåíèþ ê îöåíêå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â ÷àñòíîñòè ïîëó÷åíà
çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè îò ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ Òüþêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îöåíêà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ; Ì-îöåíêà; àâòîðåãðåññèÿ ñî ñëó÷àéíûì êîýô-
ôèöèåíòîì; ðàñïðåäåëåíèå Òüþêè

Ââåäåíèå

Îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðå-
ìåíåì è íåîïðåäåëåííîñòüþ ÿâëÿþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ. Íàèáîëåå
ðàñïðîñòðàíåííûìè ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ àâòîðåãðåññèè

Xt = a1Xt−1 + a2Xt−2 + . . . + apXt−p + εt, (1)

ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé äèñêðåòíûå àíàëîãè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñëó÷àéíûì
èñòî÷íèêîì. Â ìîäåëè (1) ñîñòîÿíèå ñèñòåìû Xt â ìîìåíò âðåìåíè t çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìû Xt−1, . . . , Xt−p â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè t − 1, . . . , t − p è îò ñëó÷àéíûõ
íåïîääàþùèõñÿ ó÷åòó ôàêòîðîâ, îïèñûâàåìûõ ïðîöåññîì εt, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ èííîâà-
öèîííûì èëè îáíîâëÿþùèì ïðîöåññîì.
Âàæíîé çàäà÷åé èçó÷åíèÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (1), ÿâëÿåòñÿ èõ èäåíòèôè-

êàöèÿ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â îöåíèâàíèè êîýôôèöèåíòîâ a1, . . . , ap ïî íàáëþäåíèÿìX1, . . . ,Xn

àâòîðåãðåññèîííîãî ïðîöåññà. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû a1, . . . , ap

íåñëó÷àéíû, ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçðàáîòàííàÿ òåîðèÿ èõ îöåíèâàíèÿ. Òàê,
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åñëè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè îáíîâëÿþùåãî ïðîöåññà εt èçâåñòíî, òî íàèëó÷øèì ìåòî-
äîì îöåíèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ [1], ñîâïàäàþùèé ñ ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, åñëè ïðîöåññ εt ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì (íîðìàëüíûì).
Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ñðåäè áîëüøèíñòâà íà-

áëþäåíèé Xt, õîðîøî îïèñûâàåìûõ êàêèì-ëèáî âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì, íàïðè-
ìåð, íîðìàëüíûì, âñòðå÷àåòñÿ íåáîëüøàÿ äîëÿ íåòèïè÷íûõ íàáëþäåíèé, íàçûâàåìûõ âû-
áðîñàìè. Îñíîâíûìè ïðè÷èíàìè âûáðîñîâ ÿâëÿþòñÿ íåáðåæíîñòü ïðè ñáîðå äàííûõ è
íåòî÷íîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Â ýòîì ñëó÷àå êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ òåðÿþò ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü, áîëåå òîãî îíè ìîãóò
âûäàâàòü àáñóðäíûå ðåçóëüòàòû [2].
Òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóþò îöåíêè, óñòîé÷èâûå ê âûáðîñàì, îíè íàçûâàþòñÿ ðîáàñòíûìè.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ðîáàñòíûìè îöåíêàìè êîýôôèöèåíòîâ a1, . . . , ap óðàâíå-
íèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ Ì-îöåíêè [3]. Èçâåñòíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðåäåëüíîãî ïðè
n → ∞ çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè Ì-îöåíîê è îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ [3], ýòè ïðåäåëû
íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè äèñïåðñèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà
âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå εt îòëè÷íî îò íîðìàëüíîãî, àñèìïòîòè÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ Ì-
îöåíîê îáû÷íî ìåíüøå äèñïåðñèè îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïîýòîìó Ì-îöåíêè, êàê
ïðàâèëî, ïðåäïî÷òèòåëüíåå îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Îïûò ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè (1) ïîêàçàë, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ êîýô-

ôèöèåíòû a1, . . . , ap ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ôëóêòóèðóþò ñëó÷àéíûì îáðàçîì âîêðóã ñâîèõ
ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïîä âîçäåéñòâèåì íåèçâåñòíûõ, íåó÷òåííûõ âíåøíèõ ôàêòîðîâ, òàê ÷òî
ðàçóìíî êîýôôèöèåíòû a1, . . . , ap ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Òàêèå ìîäåëè, íà-
çûâàþòñÿ ìîäåëÿìè àâòîðåãðåññèè ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè èëè RCA-ìîäåëÿìè
(ñîêðàùåííî îò random coefficient autoregressive) [4] è ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. RCA-ìîäåëè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ âî ìíî-
ãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè (ñì., íàïðèìåð [5, 6, 7, 8, 9] è áèáëèîãðàôèþ â íèõ). Â ýòîì
ñëó÷àå ïàðàìåòðàìè ìîäåëè, ïîäëåæàùèìè îöåíèâàíèþ, ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäà-
íèÿ E[a1], . . . , E[ap] êîýôôèöèåíòîâ a1, . . . , ap.
Ïðè îöåíêå ïàðàìåòðîâ RCA-ìîäåëåé ìîæíî ïðèìåíÿòü êàê ìåòîä íàèìåíüøèõ êâà-

äðàòîâ [4], òàê è ìåòîä ïîñòðîåíèÿ Ì-îöåíîê. Îäíàêî â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ àâòîðå-
ãðåññèîííûõ ìîäåëåé ñ íåñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè, âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè àñèìïòî-
òè÷åñêóþ äèñïåðñèþ Ì-îöåíîê â RCA-ìîäåëè ïîêà íå óäàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíèòü
Ì-îöåíêè ñ îöåíêîé íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïóòåì ñðàâíåíèÿ èõ àñèìïòîòè÷åñêèõ äèñïåðñèé
ïîêà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ èÌ-îöåíêè

ïàðàìåòðîâ RCA-ìîäåëè ïîñðåäñòâîì îöåíèâàíèÿ èõ äèñïåðñèé ìåòîäîì èìèòàöèîííîãî
êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàëàñü ìîäåëü ïåðâîãî ïîðÿäêà
(p = 1).
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1. Îöåíêà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïàðàìåòðà ïðîöåññà àâòîðåãðåññèè

Àâòîðåãðåññèîííûé ïðîöåññ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñî ñëó÷àéíûì êîýôôèöèåíòîì Xt îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

Xt = (a + ηt)Xt−1 + εt, t = 0, ±1, ±2, . . . , (2)

ãäå ηt è εt | ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; a| ïàðàìåòð àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëè (íåñëó÷àéíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ àâòîðåãðåññèîííîãî êîýôôèöèåíòà a + ηt).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (ηt, εt), t = 0, ±1, ±2, . . . , | ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñ íåçàâèñèìûìè êîîðäèíàòàìè, èìåþùèìè
íóëåâûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ E[ηt] = 0, E[εt] = 0 è êîíå÷íûå äèñïåðñèè D[ηt] = ω2,
D[εt] = σ2.
Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå âûïîëíåííûì óñëîâèå a2 + ω2 < 1, êîòîðîå, êàê ïîêàçàíî

â [4], ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðîãî ñòàöèîíàðíîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì E[X2

t ], êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåäñòà-
âëåíî â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ðÿäà

Xt =
∞∑
i=0

δiεt−i, (3)

ãäå

δ0 = 1, δi =
i−1∏
j=0

(a + ηi−j), i = 1, 2, . . . (4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a0 èñòèííîå çíà÷åíèå àâòîðåãðåññèîííîãî ïàðàìåòðà a â (2), à ÷åðåç
Fk | σ-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè {ηi, εi}, i ≤ k.
Îöåíêà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ãn ïàðàìåòðà a0 ïî íàáëþäåíèÿì X1, . . . , Xn óðàâíåíèÿ

(2) îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè

LLS(a) =
n∑

t=1

(Xt − aXt−1)
2

è ðàâíà

ãn =

n∑
t=2

XtXt−1

n∑
t=2

X2
t−1

. (5)

Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
√

n(ãn − a0)

àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà (ñòðåìèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðè n → ∞ ê íîðìàëüíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíå) ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé

(σ2E[X2
0 ] + ω2E[X4

0 ])

(E[X2
0 ])2

.
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2. Ì-îöåíêà ïàðàìåòðà ïðîöåññà àâòîðåãðåññèè

Îïðåäåëèì Ì-îöåíêó ân ïàðàìåòðà a0 êàê òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè

LM(a) =
n∑

t=1

ρ(Xt − aXt−1), (6)

ãäå ρ | íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè êëàññàìè òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿ-
þòñÿ (ñì. [2]) ρ-ôóíêöèÿ Õüþáåðà

ρH(x) =

 x2, |x| ≤ k;

2k|x| − k2, |x| > k,
(7)

è áèâåñ Òüþêè

ρT (x) =


1−

(
1−

(
x

k

)2)3

, |x| ≤ k;

1, |x| > k.

(8)

Ôóíêöèè ρH(x) è ρT (x) çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà k > 0, èçìåíåíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò ðåãóëè-
ðîâàòü óñòîé÷èâîñòü îöåíêè ê ñèëüíî âûäåëÿþùèìñÿ íàáëþäåíèÿì.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ρ(x) = x2 Ì-îöåíêà ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ(x) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, òî÷êà ìèíèìóìà

ôóíêöèè LM ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

L′M(a) =
n∑

t=1

ρ′(Xt − aXt−1)(−Xt−1) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî

Xt − aXt−1 = (Xt − a0Xt−1) + (a0 − a)Xt−1 = ηtXt−1 + εt − (a0 − a)Xt−1.

Ðàçëîæèì L′M(a) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç α̂n ðåøåíèå
îòíîñèòåëüíî a óðàâíåíèÿ

L′M(a0) + L′′M(a0)(a− a0) = 0,

÷òî ðàâíîñèëüíî ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ
n∑

t=1

ρ′(ηtXt−1 + εt)Xt−1 −
n∑

t=1

ρ′′(ηtXt−1 + εt)(a− a0)X
2
t−1 = 0.

Ðàññóæäàÿ òàê æå êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 èç [10], ïîëó÷èì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ρ

âûïóêëàÿ, òî
√

n(ân − α̂n) → 0 ïî âåðîÿòíîñòè ïðè n →∞, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî àñèìïòîòè-
÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíîê ân è α̂n ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå√

n(ân − a0) ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì

√
n(α̂n − a0) =

1√
n

n∑
t=1

ρ′(ηtXt−1 + εt)Xt−1

1
n

n∑
t=1

ρ′′(ηtXt−1 + εt)X2
t−1

.
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Ñîãëàñíî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë

1

n

n∑
t=1

ρ′′(ηtXt−1 + εt)X
2
t−1 → E[ρ′′(η1X0 + ε1)X

2
0 ], n →∞,

à ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå ïðè n →∞ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

1√
n

n∑
t=1

ρ′(ηtXt−1 + εt)Xt−1

àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé

E[(ρ′(η1X0 + ε1)X0)
2].

Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
√

n(α̂n − a0) (à ñòàëî áûòü, è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà√
n(ân − a0)) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñ-

ïåðñèåé
E[(ρ′(η1X0 + ε1)X0)

2]

(E[ρ′′(η1X0 + ε1)X2
0 ])2

.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ρ(x) = x2, ρ′(x) = 2x, ρ′′(x) = 2.
Ïîýòîìó

E[(ρ′(η1X0 + ε1)X0)
2]

(E[ρ′′(η1X0 + ε1)X2
0 ])2

=
ω2EX4

0 + σ2E[X2
0 ]

(E[X2
0 ])2

.

3. Ìîäåëè çàãðÿçíåíèÿ íàáëþäåíèé

Â òåîðèè âðåìåííûõ ðÿäîâ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû òðè ìîäåëè îøèáîê íàáëþäåíèé:
àääèòèâíàÿ, çàìåùàþùàÿ è èííîâàöèîííàÿ [3].
Â àääèòèâíîé ìîäåëè âìåñòî Xt íàáëþäàåòñÿ ïðîöåññ Yt âèäà

Yt = Xt + νtζt, (9)

ãäå νt | ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè è

P{νt = 1} = δ, P{νt = 0} = 1− δ, 0 < δ < 1. (10)

Äðóãèìè ñëîâàìè, íà íàáëþäåíèå Xt ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ âåðîÿòíîñòüþ δ íàêëàäûâàåòñÿ
âûáðîñ ζt, êîòîðûé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåçóëüòàò ñáîÿ íåêîòîðûõ óçëîâ èçìåðè-
òåëüíîãî óñòðîéñòâà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ζt | ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè çíà÷åíèÿìè,
îáùåé äëÿ âñåõ ζt ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fζ è êîíå÷íîé äèñïåðñèåé σ2

ζ = D[ζt].
Â çàìåùàþùåé ìîäåëè íàáëþäåíèÿ Yt èìåþò âèä

Yt = (1− νt)Xt + νtζt, (11)

ãäå νt è δ îïèñûâàþòñÿ (10), ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ δ âìåñòî Xt íàáëþäàåòñÿ ïðîöåññ ζt. Òàêèì
îáðàçîì, çàìåùàþùàÿ ìîäåëü èìèòèðóåò ïîëíûé îòêàç ñ âåðîÿòíîñòüþ δ èçìåðèòåëüíîé
àïïàðàòóðû.
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Îáû÷íî â ìîäåëÿõ (9){(11) ïðîöåññ ζt ãàóññîâñêèé ñ äèñïåðñèåé, çíà÷èòåëüíî áîëüøåé,
÷åì äèñïåðñèÿ íàáëþäàåìîãî âðåìåííîãî ðÿäà Xt. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå
ïðîöåññûXt, νt è ζt íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà è ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè â øèðîêîì ñìûñëå.
Îòìåòèì, ÷òî â ìîäåëÿõ (9){(11) âûáðîñ ζt â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t âëèÿåò
òîëüêî íà íàáëþäàåìûé ïðîöåññ â ýòîò æå ìîìåíò âðåìåíè è íå âëèÿåò íà âñå ïîñëåäóþùèå
íàáëþäåíèÿ.
Â èííîâàöèîííîé ìîäåëè âûáðîñ âîçäåéñòâóåò íà îáíîâëÿþùèé ïðîöåññ εt. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç f0 ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû εt â îòñóòñòâèå
âûáðîñîâ. Òîãäà ïðè íàëè÷èè âûáðîñîâ ñ íåáîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ δ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
εt ìåíÿþò ïëîòíîñòü ñ f0 íà íåêîòîðóþ äðóãóþ ïëîòíîñòü f1, ò.å. ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè fε ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû εt ïðè íàëè÷èè âûáðîñîâ èìååò âèä

fε(x) = (1− δ)f0(x) + δf1(x). (12)

Ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâëÿòü ñåáå èííîâàöèîííûé âûáðîñ êàê èìïóëüñ íà âõîäå äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû (2), à Xt | êàê ðåàêöèþ ñèñòåìû íà ýòîò èìïóëüñ. Çàìåòèì, ÷òî èííîâà-
öèîííûé âûáðîñ âîçäåéñòâóåò íå òîëüêî íà òåêóùåå íàáëþäåíèå, íî è íà âñå ïîñëåäóþùèå.
Òàêèì îáðàçîì, â èííîâàöèîííîé ìîäåëè Yt = Xt, ãäå Xt óäîâëåòâîðÿåò (2), â êîòîðîì
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè fε ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû εt èìååò âèä (12).
Âàæíûì ïðèìåðîì èííîâàöèîííîé ìîäåëè âûáðîñîâ ÿâëÿåòñÿ çàãðÿçí¸ííîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå [11], íàçûâàåìîãî òàêæå ðàñïðåäåëåíèåì Òüþêè, ïëîòíîñòü êîòîðîãî èìååò
âèä

fε(x) = (1− δ)
1√
2π

e−
x2

2 + δ
1√
2πτ

e−
x2

2τ2 , 0 ≤ δ ≤ 1. (13)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèå Òüþêè, èìèòèðóåò òè-
ïè÷íîå íà ïðàêòèêå çàãðÿçíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåíòðèðîâàííûõ íîðìàëüíûõ âåëè÷èí
ñ äèñïåðñèåé 1 íåáîëüøîé (0,01{0,15) äîëåé δ öåíòðèðîâàííûõ íîðìàëüíûõ âåëè÷èí ñ äèñ-
ïåðñèåé τ 2 > 1.

4. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü
Ì-îöåíêè ïî îòíîøåíèþ ê îöåíêå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Îäíèì èç ñòàíäàðòíûõ ñïîñîáîâ ñðàâíåíèÿ êà÷åñòâà äâóõ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ
îöåíîê ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå èõ àñèìïòîòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåëè÷èíà, ðàâíàÿ îáðàòíîìó îòíîøåíèþ èõ àñèìïòîòè÷åñêèõ äèñïåðñèé.
Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü Ì-îöåíêè îòíîñèòåëüíî
îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ åñòü

e =
(ω2E[X4

0 ] + σ2E[X2
0 ]) (E[ρ′′(η1X0 + ε1)X

2
0 ])2

(E[X2
0 ])2 E[(ρ′(η1X0 + ε1)X0)2]

. (14)

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç áîëüøåíàáëþäå-
íèé íóæíî âçÿòü äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíêà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äîñòèãëà òàêîé æå òî÷íîñòè,
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÷òî è Ì-îöåíêà. Åñëè e > 1, òî Ì-îöåíêà òî÷íåå, ÷åì îöåíêà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Åñëè
æå e < 1, òî, íàîáîðîò, îöåíêà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ òî÷íåå Ì-îöåíêè.

Ñëó÷àé ïîñòîÿííîãî êîýôôèöèåíòà àâòîðåãðåññèè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà àâòîðå-
ãðåññèîííûé êîýôôèöèåíò a+ηt â ìîäåëè (2) ÿâëÿåòñÿ íåñëó÷àéíûì, ò.å. êîãäà ηt ≡ 0, ω = 0,
ôîðìóëà (14) çàìåòíî óïðîùàåòñÿ:

e = σ2 (E[ρ′′(ε1)])
2

E[(ρ′(ε1))2]
=

∞∫
−∞

x2fε(x) dx

 ∞∫
−∞

ρ′′(x)fε(x) dx

2

∞∫
−∞

(ρ′(x))2fε(x) dx

(15)

è äëÿ ðàçëè÷íûõ ρ(x) è fε(x) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà àíàëèòè÷åñêè èëè ïðè ïîìîùè ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
Íàïðèìåð, åñëè εt èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Òüþêè (13), à ρ-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ρ-ôóíêöèåé

Õüþáåðà (7), òî

e =
4(1 + τ 2δ − δ)

(
(1− δ)Φ0(k) + δΦ0

(
k

τ

))2

k2 + 2(1− δ)(1− k2)Φ0(k) + 2δ(τ 2 − k2)Φ0

(
k

τ

)
+

k
√

2√
π

(
(δ − 1)e−

k2

2 − τδe−
k2

2τ2

) , (16)

ãäå

Φ0(x) =

x∫
0

1√
2π

e−
t2

2 dt

| ôóíêöèÿ Ëàïëàñà. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü e îò τ , δ è k äëÿ ρ-ôóíêöèÿ
Õàìïåëÿ (8).

Ñëó÷àé ñòîõàñòè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà àâòîðåãðåññèè. Åñëè ηt 6≡ 0, òî íàéòè ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xt, çíàÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí (ηt, εt) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ââèäó ñëîæíîé çàâèñèìîñòè (3){(4) ïðîöåññà
Xt îò (ηt, εt). Ñëåäîâàòåëüíî, íåëüçÿ íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ρ′′(η1X0 + ε1)X

2
0 è ρ′(η1X0 + ε1)X

2
0 è âûðàçèòü ïðàâóþ ÷àñòü (14) ÷åðåç èíòåãðàëû. Ïî-

ýòîìó äëÿ îöåíèâàíèÿ îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè Ì-îöåíêè ïî îòíîøåíèþ ê îöåíêå
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ èñïîëüçîâàëîñü êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå.
ÐåàëèçàöèèX1, . . . ,Xn äëèíû n = 500 ïðîöåññàXt ñòðîèëèñü ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå

(2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 = 0. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ηt ïðåäïîëàãàëèñü ãàóññîâñêèìè
ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì E[ηt] = 0 è äèñïåðñèåé D[ηt] = 0,01. Ïëîòíîñòü fε ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí εt çàäàâàëàñü âûðàæåíèåì (12). Ðåàëèçàöèè ηt è
εt ïîëó÷àëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì äàò÷èêà íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷è-
ñåë. Ìèíèìóì ôóíêöèè (6) ñ ρ-ôóíêöèåé Õüþáåðà (7) äëÿ âû÷èñëåíèÿ Ì-îöåíêè íàõîäèëñÿ
ìåòîäîì Íåëäåðà | Ìèäà. Îöåíêà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëå (5).
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Îïèñàííûé ýêñïåðèìåíò ïîâòîðÿëñÿ N = 20000 ðàç; ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ãn1, . . . , ãnN è ïîñëåäîâàòåëüíîñòèÌ-îöåíîê ân1, . . . , ânN âåëè÷èíîé

enN =

N∑
i=1

(ãni − a0)
2

N∑
i=1

(âni − a0)2

,

îöåíèâàëàñü îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü Ì-îöåíêè ïî îòíîøåíèþ ê îöåíêå íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ, ïîñêîëüêó enN ïðèN →∞ ñòðåìèòñÿ ê îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòèÌ-îöåíêè
ïî îòíîøåíèþ ê îöåíêå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà íàáëþäåíèé n.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1, 2.

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü enN îò δ ïðè ðàçëè÷íûõ τ

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü enN îò τ ïðè ðàçëè÷íûõ δ
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Íàðèñ. 1 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü enN îò δ ïðè ðàçëè÷íûõ τ , íà ðèñ. 2|çàâèñèìîñòü enN îò
τ ïðè ðàçëè÷íûõ δ. Ïîñòîÿííàÿ k ρ-ôóíêöèèÕüþáåðà âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ ðàâíÿëàñü 2, ïî-
ñêîëüêó îïûòíûì ïóòåì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè fε çàäàåòñÿ (13) è δ ∈ (0; 0,3), τ ∈ (1; 5),
òî âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ Ì-îöåíêè ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè k ∈ (1,5; 2,5).
Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî â îòñóòñòâèå çàãðÿçíåíèé îöåíêà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íåìíîãî

ýôôåêòèâíåå Ì-îöåíêè. Îäíàêî ñ ðîñòîì δ è τ îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü Ì-îöåíêè
ïî îòíîøåíèþ ê îöåíêå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ óâåëè÷èâàåòñÿ, ñòàíîâÿñü áîëüøå åäèíèöû.
Íàïðèìåð, åñëè δ = 0,01, òî Ì-îöåíêà ýôôåêòèâíåå îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ óæå
ïðè τ > 2.
Êðîìå òîãî, âûÿñíèëîñü, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò

äèñïåðñèè àâòîðåãðåññèîííîãî êîýôôèöèåíòà, åñëè åå èçìåíåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ñòàöèîíàðíîñòè a2 + ω2 < 1.
Èññëåäîâàíèÿ òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî â óñëîâèÿõ àääèòèâíîé è çàìåùàþùåé ìîäåëåé íà-

áëþäåíèÿ (9){(11) àâòîðåãðåññèîííîãî ïðîöåññà îáå îöåíêè áûñòðî òåðÿþò íå òîëüêî ñâîþ
ýôôåêòèâíîñòü, íî è ñîñòîÿòåëüíîñòü.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå èçó÷åíû ñâîéñòâà Ì-îöåíêè è îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïàðàìåòðà óðàâ-
íåíèÿ àâòîðåãðåññèè ñî ñëó÷àéíûì êîýôôèöèåíòîì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðàññïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòè îáíîâëÿþùåé àâòîðåãðåññèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòêëîíÿåòñÿ îò ãàóññîâ-
ñêîãî. Íàðóøåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè ãàóññîâîñòè çàêëþ÷àëèñü â òîì, ÷òî èñõîäíàÿ îáíî-
âëÿþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ âåëè÷èí <çàãðÿçíÿëàñü> ñëó÷àéíûì
îáðàçîì íåáîëüøîé äîëåé δ öåíòðèðîâàííûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ á�îëüøåé
äèñïåðñèåé τ 2 (τ > 1). Îêàçàëîñü, ÷òî â îòñóòñòâèè çàãðÿçíåíèé (δ = 0 èëè τ = 1) îöåíêà
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ëèøü íåçíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò Ì-îöåíêó (â 0,987 ðàç). Äðóãèìè
ñëîâàìè, â îòñóòñòâèå çàãðÿçíåíèé äëÿ äîñòèæåíèÿ îäèíàêîâîé òî÷íîñòè Ì-îöåíêå íóæíî
âñåãî ëèøü â 1/0,987 = 1,013 ðàç áîëüøå íàáëþäåíèé, ÷åì îöåíêå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì δ è τ Ì-îöåíêà ñòàíîâèòñÿ ýôôåêòèâíåå îöåíêè íàèìåíüøèõ êâà-
äðàòîâ. Íàïðèìåð, åñëè δ = 0,05, òî Ì-îöåíêà ýôôåêòèâíåå îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
ïðè τ > 1,53, à åñëè æå δ = 0,15, òî ïðè τ > 1,27. Ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà,
â ðåàëüíûõ äàííûõ îáû÷íî ïðèñóòñòâóåò äî 15% çàãðÿçíåíèé, òî ïðè îöåíèâàíèè ïàðà-
ìåòðà àâòîðåãðåññèè ñî ñëó÷àéíûì êîýôôèöèåíòîì Ì-îöåíêè ñëåäóåò ïðåäïî÷åñòü îöåíêå
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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We study the robust properties of the M-estimate and least square estimate of parameter of
autoregressive equation of the first order with a random coefficient. The autoregressive equations
with random coefficients are discrete analogues of stochastic differential equations, and estimation
of autoregressive parameters is important task for identification of dynamic systems described by
these equations.

The objective is to compare the least square estimate and M-estimate of the autoregressive
parameter. For simplicity, we consider the equation of the first order the update sequence of which
is a sequence of independent identically distributed random variables with zero mean and finite
variances. An auto-regression coefficient is a sequence of independent and identically distributed
normal random variables with constant expectation and finite variances. The parameter of the
autoregressive equation to be estimated is a mean value of the auto-regression coefficient of
equation. A solution of the autoregressive equation is assumed to be stationary in the broad sense.

We propose to use the Huber and Hampel co-functions to provide M-estimate and a Nelder -
Mead method to minimize the objective function for the M-estimation. We have considered the
additive, replacement and innovative models of observation errors. The innovative model assumes
that the updating process of the autoregressive equation has Tukey distribution.

Using a computer simulation with a large number of implementations of the autoregressive
process allowed us to calculate the sampling variances of M-estimation and least square estimate;
the relative efficiency of estimations was approximated by the inverse ratio of sampling variances.

A dependence of the relative effectiveness on the Tukey distribution parameters was defined.
The paper explores how the auto-regression coefficient, observation errors of the additive and
replacement models influence on the relative efficiency and also gives recommended practices of
M-estimate and least square estimate.
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