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В предлагаемой статье рассмотрены колебания трёх несжимаемых жидкостей с 

использованием метода конечных элементов, определены собственные частоты колебаний и 

построены формы колебаний поверхностей разделов жидкостей для двух тонов колебаний. 

Приведены зависимости частот колебаний от соотношений плотностей колеблющихся 

жидкостей и толщин слоев жидкостей и сравнение результатов численных расчетов с точными 

значениями, полученными аналитическими методами. 

Ключевые слова: колебания жидкостей, частота и форма колебаний, функционал, 

обобщенные координаты, матрицы жесткости и масс, локальные и глобальные координаты 

 

Введение 

В связи с развитием ракетной космической техники и общего машиностроения в по-

следнее время возрос интерес к исследованию динамики сложных жидкостей [1]. Одной 

из используемых моделей подобной жидкости может являться дискретно-

стратифицированная жидкость, представляющая собой совокупность слоёв несмешиваю-

щихся несжимаемых жидкостей. Колебаниям стратифицированных и несмешивающихся 

жидкостей посвящено достаточно большое количество работ см. например [2]-[17]. 

В предлагаемой статье приведена вариационная постановка задача о собственных 

колебаниях несмешивающихся жидкостей и численная реализация определения стацио-

нарных значений функционала, отвечающего вариационной задаче, методом конечных 

элементов. 

1. Постановка задачи 

Пусть замкнутый неподвижный сосуд полностью заполнен трёмя идеальными не-

сжимаемыми жидкостями, занимающимися в состоянии равновесия области 
1 2,  и 

3 . 

Мы предположим, что эти области расположены наподобие слоеного пирога, так что 
1
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контактирует (кроме стенки сосуда) только с 
2 по некоторой поверхности 

1 ; 
2 - c 

1 и с 

3  (по
2 ); каждая 

1 и 
2 контактируют с поверхностью сосуда. Обозначим через i  

плотность жидкости в 
i , и допустим что на систему действует однородное гравитацион-

ное поле с массовой плотностью потенциала gz . Вектор нормали n  на 
i направим из 

i

в 
1i . 

Рассмотрим задачу о колебаниях несжимаемых жидкостей в занимаемых объемах, 

ограниченных поверхностями iS . Будем считать движение каждой жидкости потенциаль-

ным с потенциалом скорости (x, y,z) i t

i e  ( 1,2,3)i  ( i -количество жидкостей),  -

искомая частота главных колебаний жидкостей. Потенциалы i  могут быть определены 

из решений следующих задач.  

 

Рис.1. Общий вид цилиндрического сосуда с жидкостями. 
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2. Вариационная постановка задача 

Покажем, что исходная задача (1)-(3) на собственные значения равносильна задаче 

об отыскании стационарных значений функционала  

 

 

1
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 (4) 

Где, 2k   - число поверхностей разделов. 

С этой целью помножим каждое уравнение (1) на i  и i , проинтегрируем по объе-

му i  для каждой жидкости, и используя теоремы Гаусса-Остроградского, и граничные 

условия, получим 

 

Приняв во внимание граничные условия (2) и (3), и сложив полученные результаты, 

приходим к выражению 
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Откуда и следует выражение (4). 

(

2

0r

g


   - собственное число,   -размерная частота колебаний.) 
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Как отмечено в книге [3], собственные значения и собственные функции задачи (1)-

(3) могут быть получены, если искать стационарные значения функционала (4), на множе-

стве всех функций, удовлетворяющих условиям 

 
1 1

1

( ) 0

i

k

i i i i i

i

d   

 

      (9) 

Для численной реализации полученного функционала воспользуемся методом ко-

нечных элементов. 

3. Разбиение конечных элементов 

Область решения i  разобьем, как это показано на рис.5, на ряд треугольных облас-

тей – конечных элементов (КЭ). Разбив область решения на ряд областей, мы получаем 

возможность переписать интегралы в виде суммы интегралов по отдельным областям, 

Треугольная форма КЭ не является, единственно возможной, но обладает по сравне-

нию с остальными рядом преимуществ: она позволяет достаточно плотно покрыть всю 

площадь решения (в отличие от прямоугольной) и в тоже время такая форма обеспечивает 

относительную простоту получения основных соотношений конечно-элементного анали-

за. 

 

Рис.2. Схема разбиения области решения КЭ 

Запишем выражения (8) в более компактном виде с использованием цилиндрической 

системы координат r, , z . 
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Решение задачи (10) будем искать в виде, 
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   (11) 

Используя формулы перехода от глобальных координат к локальным, значение по-

тенциала скоростей в любой точке КЭ можно вычислить как 

        
9

(1 9) (9 1)(9 9)
1 1 1

( , ) , ( , )
k k

ii ii i

i j j л л

i j i

x y u f x y U C X x y
 

  

    (12) 

Здесь 
i

ju  - значения обобщенных координат КЭ,  ,i

j л лf x y - функции формы в точке 

с локальными координатами  ,л лx y . 

а матрица  
(9 9)

X


 представлена форме 
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 С учетом (13) можно определить значения ijC для каждого конкретного КЭ 

Отметим, что от координат точки зависит только столбец  
(9 1)

( , )
i

X x y


, а от значений 

обобщенных координат только  
(1 9)

i
U


. 

Теперь можно записать каждый из элементов сумм в уравнении (10) с учетом соот-

ношений (12) и произвести некоторые операции над матрицами и интегрирование. Полу-

чаем выражения матриц жесткости и масс в виде 

    
   

   
   

 
2

2
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i Tii Ti
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K C X X rdrdz C

r r r z z


     
       

       
  (14) 

- матрица «жесткости» КЭ, а 

  
 

         
1 1( )

1 1

1

1
( ) ( )

КЭ

i Tii i i i T

КЭ i i i i

i iL

M C X X X X rdr C   
 

 

 



         (15) 

- матрица «массы» КЭ. 

Замечание: Вычисление матрицы ( )

КЭM     в формуле (15), очевидно, необходимо 

только для элементов, имеющих общую грань с поверхностями разделов 1 и 2 . 

Поставим полученные выражения матриц жесткости и масс (14) и (15) в уравнение 

(10), получим характеристическое уравнение в виде 
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( )

1 1 1 1
0

op op op opop op op op

Г

КЭ КЭN N N NN N N N
V K V V M V

    
     (16) 

Необходимые условия стационарности функционала (16) приводят к системе линей-

ных уравнений, относительной вектора ( )V  

     
  

( )

1
0

opop op op op

Г

КЭ КЭ NN N N N
K M V

 

       
 (17) 

Характеристическое уравнение системы (17) имеет вид 

     
( ) 0

op op op op

Г

КЭ КЭN N N N
K M

 
      (18) 

Решая уравнение (18) численным методом, получим спектр дискретных собственных 

значений mn  и соответственные им собственные векторы  
mn

V . 

Результаты численных методов приведены на рисунках (3 и 4). 

  

(а) (б) 

  

(в) (г) 

Рис.3. Зависимости собственных значений для 1   1n  (а,б) и для 2   2n  (в,г) от глубины 

верхней жидкости 3h  по фазе и противофазе при разных плотностях и 1 2h 1h   . 
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Рис.4. Зависимости собственных значений для 1   1n   (а,б) и для 2   2n   (в,г) от числа 

конечных элементов КЭN  по фазе и противофазе при 1 2 31, 0.7, 0.1      и 1 2 3h h 1h    . 

4. Определение формы колебаний 

Из полученного вектора обобщенных координат  
mn

V , зная номера обобщенных 

переменных, отвечающих конкретному КЭ, можно воспользовавшись формулой (12) оп-

ределить значение потенциала в любой точке КЭ, имея ране вычисленную матрицу 

 
(9 1)

C


 этого КЭ и вычислить вектор  
(9 1)

( , )X x y


 для заданной точки. Кроме того, про-

дифференцировав вектор  
(9 1)

( , )X x y


 получим значения производных потенциала в лю-

бой точке КЭ. Так как конечные элементы покрывают всю площадь задачи то и форма, 

таким образом, может быть определена в любой точке. 
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(а) (б) (в) (г) 

Рис.5. Формы колебаний для  1n  (а,б) и для  2n   (в,г) по фазе и противофазе. 

Заключение 

Полученные результаты показывают, что используемый метод конечных элементов 

позволяет достаточно точно определить собственные частоты и формы колебаний дис-

кретно-стратифицированных жидкостей и следовательно можно воспользоваться этим ме-

тодом для расчета колебаний жидкостей в баках другой формы. 
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Many publications, which consider a problem of small vibrations of an incompressible ide-

al fluid, completely filling the stationary cylindrical tank, have the long lists of references in the 

field concerned. This paper uses the finite element method to consider vibrations of three incom-

pressible fluids, defines natural frequencies of vibrations, and builds the vibration forms of the 

interface surface of fluids for the double-tone vibrations. It shows how the vibration frequency 

depends on the ratios of vibrating fluid density and thicknesses of fluid layers and compares the 

numerical calculation results with the analytically obtained exact values.  

The paper describes a variational formulation of the problem concerning the natural vibra-

tions of immiscible fluids and using the finite element method provides a numerical implementa-

tion to define the fixed values of the functional that meets the variational problem. The reliability 

of the numerical results obtained is proved by their approximation to the result of calculating 

frequencies derived from the solutions of the problem of natural vibrations of fluid in a cylindri-

cal vessel with a different fluid depth. To perform all numerical calculations was used the Matlab 

software. 
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