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Интегральные оценки успеваемости учащихся широко используются для принятия решений о 

зачислении, назначении стипендий и т.п. Интегральные оценки формируются путём 

агрегирования оценок по отдельным дисциплинам. В статье рассматривается вопрос выбора 

оператора агрегирования оценок по отдельным дисциплинам. Рассматриваются варианты 

применения в этой области различных операторов агрегирования. На основе анализа 

возможных вариантов применения различных операторов агрегирования обосновывается 

применение в этой прикладной области интеграла Шоке. Рассматривается выбор метода 

идентификации нечёткой меры для агрегирования оценок по отдельным дисциплинам и 

обосновывается применение метода на основе минимизации дисперсии нечёткой меры. 

Ключевые слова: оператор агрегирования, нечёткая мера, нечёткий интеграл Шоке, 

интегральная оценка успеваемости 

 

Введение 

Интегральные оценки успеваемости учащихся используются для принятия решений 

о зачислении претендентов на различные вакантные места, составления всевозможных 

рейтингов, при назначении размера стипендий и т.п. В связи с этим вопрос обоснованного 

и тщательного формирования интегральных оценок успеваемости представляется важ-

ным. В настоящее время этому вопросу посвящён ряд публикаций [1-4]. Во многом воз-

можности агрегирования оценок определяются выбором типа оператора агрегирования, с 

помощью которого будет осуществляться объединение или свертка локальных оценок в 

интегральные на основе формализованных экспертных предпочтений.  

В статье [2] основное внимание было уделено вопросу практической применимости 

аппарата нечётких мер и интегралов для формирования интегральных оценок успеваемо-

сти учащихся, вместе с тем, вопрос выбора оператора агрегирования не был в достаточной 

мере в ней рассмотрен. В настоящей статье рассматриваются возможные варианты такого 

выбора и приводятся обоснования в пользу выбора конкретного типа оператора агрегиро-

вания для рассматриваемой прикладной области.  
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1. Особенности прикладной области и свойства оператора 

Оценка успеваемости учащихся путём формирования интегральных оценок успевае-

мости имеет ряд характерных особенностей. Эти особенности можно выделить и описать 

формально в виде свойств операторов агрегирования применительно к тем операторам, 

которые используются для агрегирования оценок по отдельным предметам в единую ин-

тегральную оценку (средний балл). 

Обозначим ),...,( 1 HggAGG  оператор агрегирования оценок, где 
Hgg ,...,1

- оценки 

по отдельным предметам, H - число предметов, },...1{ HJ   - множество индексов, соот-

ветствующих отдельным предметам.  

Очевидно, что оператор агрегирования оценок должен обладать свойством неубыва-

ния. Другими словами, при увеличении оценки (оценок) по отдельной дисциплине (дис-

циплинам) результат агрегирования не должен убывать. Запишем это свойство с исполь-

зованием введённых обозначений: 

  Hgggg 111 ,..., ),...,(),...,( 11 HH ggAGGggAGG   (1) 

Ещё одним очевидным свойством оператора ),...,( 1 HggAGG  является свойство 

идемпотентности. Например, если учащийся является круглым отличником, то очевидно, 

что его интегральная оценка также должна быть "отлично", если же у учащегося по всем 

отдельным предметам стоят оценки "хорошо", то очевидно, что и интегральная оценка 

должна быть такой же. Формально это свойство выражается следующим образом: 

  Hggg ...21 11 ),...,( gggAGG H   (2) 

Характерной особенностью прикладной области формирования интегральных оце-

нок успеваемости является наличие зависимостей между оценками по отдельным предме-

там. Эти зависимости могут быть очевидными, «лежащими на поверхности». Например, в 

случае, если ученик на "отлично" знает алгебру, то вряд ли он будет иметь плохие оценки 

по геометрии, так как геометрия и алгебра являются смежными предметами, алгебраиче-

ские методы применяются и в геометрии, поэтому, как правило, между оценками по ал-

гебре и геометрии учеников присутствует положительная корреляция. 

С другой стороны, зависимости между оценками по отдельным предметам могут но-

сить неочевидный и неоднозначный характер. Например, по мнению отдельно взятого 

эксперта, если учащийся стремится стать программистом, то для него важнее на «отлич-

но» знать русский язык и, математику с информатикой, чем географию, биологию или ли-

тературу. Подобные рассуждения экспертов в теории полезности называют предпочти-

тельной зависимостью [5,6]. Формально предпочтительная зависимость критериев описы-

вается следующим образом.  

Реализация оценок g  представляет собой совокупность поставленных учащемуся 

оценок по отдельным предметам. Предположим, что предпочтения эксперта на множестве 

учеников (множестве реализаций оценок) А  известны и выражены отношением нестрого-

го порядка А . Обозначим Dg  реализацию оценок ig , где Di , обозначим DJ g  реали-
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зацию оценок 
ig , где DJi  . Подмножество оценок JD  называется предпочтитель-

но независимым от DJ   тогда и только тогда, когда для каждой пары реализаций оценок 

Dg , Dg  из )()( ,, DJDDJD 
 gggg   для некоторой реализации 

DJ g  следует 

)()( ,, DJDDJD 
 gggg   для всех реализаций DJ g , где   означает отношение предпочтения 

(нестрогого порядка) на А . В противном случае подмножество оценок JD  является 

предпочтительно зависимым от подмножества DJ  . Полный набор оценок J  называется 

взаимно предпочтительно независимым, если подмножество D предпочтительно незави-

симо от подмножества DJ   для каждого подмножества DJ   [6].  

Таким образом, оператор агрегирования оценок нужно выбирать так, чтобы с его 

помощью возможно было бы формализовать подобные экспертные предпочтения. 

Ещё одной особенностью рассматриваемой прикладной области является требование 

к объективности агрегирования, при выполнении которого оператор не должен вносить в 

результат дополнительного субъективизма, не связанного с субъективностью эксперта. 

Другими словами, результат в виде нестрогого порядка на множестве учеников (претен-

дентов на вакантное место) не должен зависеть от выбора того или иного конкретного ви-

да оператора, он должен зависеть только от экспертных предпочтений. В качестве приме-

ра такой особенности прикладной области можно привести ситуацию, при которой важ-

ность какого-либо отдельного предмета при формировании интегральной оценки завыше-

на относительно остальных предметов не в результате предпочтений эксперта, а в резуль-

тате применения того или иного метода построения оператора агрегирования.  

Авторы работы [7], посвящённой выбору и построению операторов агрегирования в 

области систем принятия решений для медицинской диагностики, выделяют среди прочих 

свойств операторов их неформализованные свойства, такие как эмпирическая пригод-

ность, адаптируемость и семантическая ясность.  

Оператор обладает свойством эмпирической пригодности для прикладной области, 

если его математические свойства соответствуют всем особенностям этой прикладной об-

ласти и могут формально представлять эти особенности.  

Адаптируемость означает, что настройкой параметров оператора возможно адапти-

ровать его в соответствии с экспертными предпочтениями.  

Свойство семантической ясности предполагает ясную для эксперта и для всех заин-

тересованных лиц интерпретацию результата агрегирования и изменений этого результата 

в зависимости от изменения оценок по отдельным предметам. 

Очевидно, что описанные выше свойства операторов особенно важны в тех при-

кладных областях, для которых характерно использование операторов агрегирования в 

целях формализации знаний эксперта. Одной из таких прикладных областей является 

формирование интегральных оценок успеваемости учащихся. 
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2. Выбор оператора агрегирования для формирования интегральных 

оценок  

В качестве операторов агрегирования часто применяются операторы минимума и 

максимума. В частности, в области формирования интегральных оценок учащихся приме-

нение таких операторов может быть следующим. Например, студенту назначается стипен-

дия, если минимальная оценка в семестре - "хорошо", в противном случае стипендия не 

выплачивается. Такое правило на естественном языке означает, что к множеству оценок в 

семестре применяется оператор взятия минимума, и если полученная в результате инте-

гральная оценка оказывается меньше, чем "хорошо", то стипендия не выплачивается. 

В рассматриваемой прикладной области применяются также операторы с компенса-

ционными свойствами, такие как среднее арифметическое, взвешенное среднее арифме-

тическое. В настоящее время известно большое число форм операторов агрегирования, 

например, OWA операторы Ягера, интегралы Шоке и Сугено, а также другие, менее рас-

пространённые [8].  

Рассмотрим различные операторы агрегирования, исходя из перечисленных выше 

свойств, обусловленных соответствующими особенностями рассматриваемой прикладной 

области.  

Чаще всего на практике в качестве оператора агрегирования оценок применяют про-

стое среднее арифметическое: 
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Этот оператор обладает свойствами (1) и (2), но не отражает различия в значимости 

отдельных предметов и не может отразить экспертные предпочтения о предпочтительной 

зависимости отдельных оценок. 

Другим возможным оператором для агрегирования оценок, также обладающим 

свойствами (1) и (2), является взвешенное среднее арифметическое: 
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где hw  - весовые коэффициенты, определяющие субъективный вес отдельных оценок, 





H

h

hw
1

1
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Ни один аддитивный оператор агрегирования не в состоянии отразить предпочти-

тельную зависимость, выраженную экспертом [5]. Поэтому простое среднее арифметиче-

ское (3) и средневзвешенный оператор (4) не подходят для формирования интегральных 

оценок успеваемости. 

В качестве альтернативы рассмотренным операторам применимы OWA (Ordered 

Weighted Averaging) операторы Ягера. С их помощью возможно отразить предпочтитель-

ную зависимость оценок [8]. Пример использования такого оператора в области формаль-

ной оценки риска инвестирования в малое инновационное предприятие представлен в ста-
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тье [9]. Для реализации такого применения необходимо формализовать предоставленную 

экспертом информацию о допустимой форме компромисса между значениями по разным 

отдельным показателям инвестиционной привлекательности с помощью нечёткого кван-

тификатора. Недостатком подобного подхода к формированию интегральных оценок ус-

певаемости учащихся является отсутствие возможности явно отразить при построении 

оператора знания эксперта о корреляции между оценками по отдельным предметам. 

Обобщением операторов минимума, максимума, взвешенного среднего арифметиче-

ского и OWA операторов Ягера является интеграл Шоке по нечёткой мере. Другими сло-

вами, при соответствующей настройке параметров интеграла Шоке возможно получить 

приведённые выше операторы. Достоинством интеграла Шоке является возможность его 

применения для представления не только важности отдельных оценок, но и взаимозави-

симостей этих оценок, в частности, описанной выше предпочтительной зависимости и 

корреляции. В последнее время расширяется применение интеграла Шоке для решения 

практических задач в различных областях [2,3,10-12].  

Интеграл Шоке обладает свойством эмпирической пригодности в области формиро-

вания интегральных оценок успеваемости учащихся, поскольку для него выполняются 

свойства неубывания (1) и идемпотентности (2), и он пригоден для формального пред-

ставления знаний эксперта о корреляции и предпочтительной зависимости оценок.  

Этот оператор агрегирования обладает свойством адаптируемости, поскольку нечёт-

кую меру можно задать таким образом, что она будет отражать мнение эксперта об агре-

гировании. В этом смысле нечёткая мера аналогична весовым коэффициентам hw  
взве-

шенного среднего арифметического с тем отличием, что с помощью неё представляются 

не только веса отдельных оценок, но и веса подмножеств оценок. Для дальнейших рассу-

ждений введём необходимые обозначения и определения. 

Обозначим нечёткую меру как функцию множества : 2 [0,1]J  , где 2J - множест-

во всех подмножеств полного набора оценок по отдельным предметам J . Эта функция 

отражает степень «важности» не только оценки по отдельному предмету, но и каждого из 

подмножеств этих оценок и удовлетворяет условиям:  

1) ( ) 0, ( ) 1J    ; 

2) , : ( ) ( )D B J D B D B      . 

Первое условие определяет значения меры на пустом множестве и на множестве 

всех оценок по отдельным предметам. Второе условие ограничивает класс нечётких мер 

теми мерами, для которых выполняется свойство монотонности. Нечёткая мера не обяза-

тельно должна обладать свойством аддитивности, или 

( ) ( ) ( ) , ;D B D B где D B J D B        . Величина ( )D  представляет собой 

субъективную значимость подмножества оценок D . 

Использование интеграла Шоке в качестве оператора агрегирования предполагает 

обязательное проведение подготовительного этапа, на котором идентифицируется нечёт-
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кая мера на основе экспертных предпочтений. Этот этап относительно сложен ввиду не-

обходимости получения величин ( )D  для всех подмножеств оценок D . Грабиш для уп-

рощения реализации этого подготовительного этапа предложил использовать нечёткие 

меры  - го порядка, для которых зависимости между более чем   критериями не рас-

сматриваются. Наиболее часто на практике применяется 2-аддитивная нечёткая мера. Не-

смотря на относительную простоту, она позволяет моделировать предпочтительную зави-

симость между критериями [13]. Здесь следует отметить, что в случае, если экспертные 

предпочтения будут содержать зависимости между более чем двумя критериями, порядок 

нечёткой меры можно увеличить, что позволит в полном объёме формализовать знания 

эксперта. 

В случае 2-го порядка интеграл Шоке имеет вид [14]: 

   
 


Ji Jji

jiiH ggjiijgiggС
},{

1 ),min()()()()(),...,( 

 

(5) 

Величина и знак взаимодействия двух критериев i  и j  выражается индексом взаи-

модействия [14]: 

 JjijiijijI  },{),()()()( 

 

(6) 

Индекс Шепли критерия i  выражает относительный вес этого критерия среди дру-

гих критериев [14]: 

   Jijiijii
iJj
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(7) 

Выполнение свойства семантической ясности интеграла Шоке не так очевидно, при 

работе с ним у экспертов часто возникают трудности. Эти трудности связаны с тем, что 

многие практические специалисты не имеют ясного представления об интеграле Шоке и 

его параметрах. Преодолеть эти трудности представляется возможным с помощью той или 

иной визуализации применяемого аппарата, дающей эксперту его интуитивное видение. В 

частности, существует графическая интерпретация интеграла Шоке второго порядка [15]. 

Она представляет собой ограниченную область в прямоугольных координатах, где по оси 

абсцисс откладываются величины индексов Шепли критериев (7), а по оси ординат - зна-

чения индексов взаимодействия (6). Недостаток графической интерпретации заключается 

в невозможности визуализации с её помощью более двух критериев. В статье [16] рас-

смотрены возможные пути преодоления указанных трудностей. В частности, при работе с 

экспертом возможно применение визуализации интеграла Шоке на основе сопоставления 

ему физического объекта. 

Для формализации экспертных знаний об агрегировании оценок по отдельным 

предметам также возможно применение интеграла Сугено. Однако, этот интеграл приме-

няется для агрегирования, при котором на результат влияет порядок расположения значе-

ний отдельных оценок (порядковые шкалы) относительно друг друга, в то время, как при-

менение интеграла Шоке предполагает влияние значений каждой из отдельных оценок на 

результат агрегирования [6], для интеграла Сугено не предложены средства визуализации. 

Кроме того, работа с интегралом Сугено осложняется тем, что для него не разработано 
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применимое на практике "представление взаимодействия" и соответствующее программ-

ное обеспечение, подобно тому, как это сделано для интеграла Шоке [17]. 

Таким образом, интеграл Шоке по нечёткой мере в сравнении с другими оператора-

ми агрегирования наиболее соответствует особенностям рассматриваемой прикладной об-

ласти формирования интегральных оценок успеваемости учащихся и пригоден к практи-

ческому применению.  

3. Выбор метода идентификации нечёткой меры  

Использование интеграла Шоке в качестве оператора агрегирования предполагает 

идентификацию нечёткой меры на основе экспертных предпочтений. Нечёткая мера не 

определяется одними лишь предпочтениями эксперта, а зависит также от самого метода 

идентификации, с использованием которого она была получена. На сегодняшний день из-

вестны различные методы идентификации нечётких мер [17], например, метод наимень-

ших квадратов, максимального разделения, наименьшей дисперсии и т.д. Выбор того или 

иного метода идентификации определяется исходя из особенностей прикладной области и 

целей самой идентификации. 

Рассмотрим наиболее распространённые методы идентификации нечёткой меры 

применительно к интегралу Шоке, используемому для формирования интегральных оце-

нок учащихся. 

Исторически первым методом идентификации нечётких мер стал метод наименьших 

квадратов [17]. Этот метод отличается простотой, а также тем, что в качестве входных 

данных применяются желаемые значения интеграла Шоке на известных значениях оценок 

по отдельным предметам, другие виды экспертных предпочтений не учитываются. Целе-

вая функция метода имеет вид: 

 



A

LS uCF
g

gg
2
)()()(   

Здесь )(gu - желаемые значения интеграла Шоке для реализаций Ag  из обучаю-

щей выборки. Метод минимизирует среднее квадратичное расстояние между значениями 

интеграла Шоке от реализаций на обучающей выборке 
AC gg)}({   и желаемыми значе-

ниями интеграла Шоке Au gg)}({ , заданными экспертом.  

Результат идентификации меры с помощью этого метода может не быть уникаль-

ным, что является недостатком применительно к агрегированию оценок по отдельным 

предметам для формирования интегральной оценки. При возникновении ситуации, когда 

решение не уникально, возникнет неоднозначность в трактовках значимости оценок по 

отдельным предметам и по группам предметов. Кроме того, этот метод не позволяет экс-

перту напрямую формализовать его знания о корреляции оценок и о различиях в значимо-

сти оценок по отдельным предметам. Сделать это можно только косвенно, с помощью за-

дания желаемых значений интеграла Шоке на обучающей выборке. Вместе с тем, к досто-
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инствам рассмотренного метода можно отнести то, что он относительно прост в реализа-

ции. 

Метод максимального разделения для идентификации нечёткой меры [18] заключа-

ется в максимизации целевой функции вида  )(MSF  
при следующих ограничениях:  
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Здесь JG  , k - порядок нечёткой меры  , 





GD

DG
DDa )()1()(   - функция Мё-

биуса по  , CH - порог безразличия, задаваемый экспертом как минимальная значимая 

разность между результатами агрегирования двух реализаций оценок из обучающей вы-

борки.  

Для реализации этого метода идентификации от эксперта требуется установить не-

строгий порядок А  на множестве реализаций.  

В качестве входной информации для этого метода идентификации пригодны пред-

почтения эксперта на множестве отдельных предметов J , на множестве реализаций оце-

нок А  и на множестве индексов взаимодействия [18], сформулированные в виде нестро-

гих порядков на соответствующих множествах, что выгодно отличает его от метода наи-

меньших квадратов, так как при этом эксперт может в явном виде формализовать знания 

об относительной значимости и о корреляции оценок. Основной недостаток рассмотрен-

ного метода состоит в том, что его целью является максимизация разности между реали-

зациями на обучающей выборке А , что не удаётся обосновать исходя из особенностей 

прикладной области. Следствием такой максимизации может быть необоснованно завы-

шенные (заниженные) индексы Шепли для отдельных оценок, что противоречит мнению 

эксперта. К недостаткам рассмотренного метода следует отнести также то, что решение в 

виде нечёткой меры не обязательно уникально. Достоинством этого метода является его 

относительная простота.  

В основу метода идентификации нечёткой меры путём минимизации её дисперсии 

[19] положен принцип максимальной энтропии. В соответствии с этим принципом, в слу-

чае, если имеются частичные сведения о возможных реализациях случайной величины, то 

необходимо выбирать такое её вероятностное распределение, которое максимизирует не-

определённость недостающих данных [20]. Иначе говоря, необходимо найти такое рас-

пределение, которое будет согласовано с доступными данными, а к недоступной инфор-

мации необходимо относиться по возможности непредвзято. При работе с экспертом 

принцип максимизации энтропии означает, что среди распределений, совместимых с мне-
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нием эксперта, нужно выбирать распределение с максимальной энтропией. В [19] описано 

применение этого принципа в рамках метода идентификации нечётких мер. Этот метод 

основан на минимизации дисперсии нечёткой меры:  
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Минимизация дисперсии нечёткой меры эквивалентна максимизации её энтропии 

[21]:  
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По этой причине метод идентификации на основе минимизации дисперсии иногда 

упоминают как метод максимизации энтропии. Дисперсию )(MVF  минимизируют при 

следующих ограничениях: 
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В качестве входных данных для метода минимизации дисперсии применимы те же 

экспертные предпочтения, что и для метода на основе принципа максимального разделе-

ния. Поэтому с применением этого метода у эксперта есть возможность формализовать 

предпочтения о различиях в субъективной значимости, корреляции некоторых оценок, а 

также предпочтительной зависимости оценок. Кроме того, идентифицированная посред-

ством метода минимизации дисперсии нечёткая мера всегда уникальна, либо не существу-

ет, если экспертные предпочтения противоречивы. Полученная мера не будет, в отличие 

от метода максимального разделения, вносить субъективность в результат агрегирования. 

К недостаткам метода следует отнести относительную сложность его реализации, что, 

впрочем, не критично, учитывая уровень развития современных вычислительных средств. 

Таким образом, метод идентификации на основе минимизации дисперсии нечёткой 

меры наиболее пригоден для применения в области формирования интегральных оценок 

успеваемости на основе агрегирования оценок с помощью интеграла Шоке. 
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Выводы 

В статье рассмотрен вопрос обоснованного выбора того или иного типа оператора 

агрегирования в области формирования интегральных оценок успеваемости учащихся на 

основе оценок по отдельным предметам. Анализ возможного применения различных опе-

раторов показал, что наиболее подходящим в этой области является применение интегра-

ла Шоке по нечёткой мере, поскольку этот тип оператора агрегирования соответствует 

всем рассмотренным особенностям прикладной области. Этим особенностям соответст-

вуют ряд формальных математических, а также неформализованных свойств интеграла 

Шоке. Вместе с тем, остаются некоторые нерешённые проблемы, связанные с методами 

работы с экспертом при построении интегралов Шоке.  

В статье также рассмотрен вопрос выбора подходящего метода идентификации не-

чёткой меры для интеграла Шоке в области формирования интегральных оценок успевае-

мости учащихся. В обоснование выбора метода на основе минимизации дисперсии нечёт-

кой меры приведены достоинства и недостатки альтернативных методов. 

Выбор и построение подходящих операторов агрегирования для формализации экс-

пертных знаний в различных областях связан не только с особенностями прикладной об-

ласти, но и с особенностями предпочтений эксперта, которые могут быть представлены 

различными способами. 
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The work concerns the problem of selecting an operator of the grade-based rating aggrega-

tion in a variety of subjects to develop the integral score of students’ academic achievements 

based on expert knowledge. The goal is to justify the choice of an aggregation operator and 

methods of its construction. The possibilities of aggregation of the grade-based rating are mostly 

defined by selection of the type of an aggregation operator, which aggregates the individual dis-

ciplines ratings using the formalized expert preferences.  

The paper discusses application options of different aggregation operators in this field, in 

particular, the arithmetic mean, the weighted arithmetic mean, the Yager's OWA operator. An 

analysis of the possible use of different operators has shown that the most appropriate in this 

field is to use the fuzzy measure Choquet integral because this type of aggregation operator 

complies with all the considered features of the application area. A number of formal mathemati-

cal and non-formalized properties of the Choquet integral correspond to these properties. The 

paper also considers the choice of an appropriate identification method of the fuzzy measure to 

use the Choquet integral in development of the integral score of students’ academic achieve-

ments. It justifies the choice of the identification method based on variance minimization of the 

fuzzy measure. Other identification methods have properties that militate against their applica-

tion in the area under consideration. 
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