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В работе рассматриваются динамические характеристики пространственного движения ротора 

с автобалансиром пассивного типа. Задача рассматривается с учетом того, что массы 

автобалансира и дисбаланса могут быть сопоставимы с массой ротора. Показано, что установка 

на ротор автобалансира немалой массы приводит к качественным изменениям его массо-

инерционных свойств. Составной ротор приобретает свойство инерционной анизотропии. В 

результате этого могут существовать дополнительные критические частоты вращения и зоны 

неустойчивости движения. Кроме того, в случае многомассового автобалансира, параметры 

системы имеют интервальный характер. Получены безразмерные уравнения движения системы 

с минимально необходимым количеством безразмерных параметров. 

Ключевые слова: ротор, инерционные характеристики, автобалансир, уравнения движения, 

анизотропия, динамика, устойчивость 

 

Введение 

Автобалансирующие устройства (АБУ) пассивного типа находят применение для 

снижения уровня вибрации в роторных машинах (РМ). При определенных условиях они 

автоматически уравновешивают ротор, устраняя силы от дисбалансов и снижая вибрацию 

машины в процессе ее работы. Подобные устройства относятся к существенно нелиней-

ным многомассовым механическим системам (МС) с нетривиальными свойствами, что 

вызывает трудности их исследования. 

Исследование динамики МС неразрывно связано с этапами составления физической 

модели и вывода уравнений движения. Именно на этих этапах формулируются базовые 

положения и допущения, от которых в дальнейшем зависит эффективность исследования 

и область применимости его результатов. В то же время анализ существующих исследо-

ваний данного направления (см. [1-11] и др.) показывает, что традиционно они в явной 

или неявной форме основаны на допущении о том, что компенсирующие грузы (КГ) авто-

балансиров, а также дисбаланс ротора, являются малыми величинами. Использование это-
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го допущения вызвано высокой сложностью уравнений движения системы, особенно в 

случае пространственного движения ротора с АБУ. В результате этого модель движения 

не отражает качественных изменений динамических свойств ротора после установки на 

него АБУ с КГ немалой массы. Такой подход может оказаться некорректным при уравно-

вешивании РМ с большими дисбалансами, таких как центрифуги, экстракторы, сепарато-

ры и т.п. 

Необходимость учета конечной массы КГ автобалансира и дисбаланса ротора впер-

вые показана в работе [12]. Однако задача здесь рассматривалась в упрощенной квазиста-

тической постановке. В работе [13] получены уточненные дифференциальные уравнения 

пространственного движения ротора с автобалансиром, масса которого сопоставима с 

массой ротора. Показано, что установка автобалансира на ротор приводит к изменению 

массы и моментов инерции ротора, что изменяет динамику ротора. Проведенный анализ 

литературных источников показал, что задачи об уравновешении ротора пассивными АБУ 

при пространственном движении ротора решены приближенно и требуют более глубокого 

анализа с учетом конечной массы КГ. 

Целью данной работы является анализ влияния массы автобалансира на массо-

инерционные свойства ротора, совершающего пространственное движение; вывод безраз-

мерных уравнений движения системы и анализ характерных диапазонов значений безраз-

мерных параметров. Данная работа является продолжением работы [13] и ориентирована 

на дальнейшее исследование динамики и устойчивости механической системы. 

1. Физическая модель механической системы 

Рассматриваемая МС РМ состоит из двух связанных между собой подсистем – под-

системы ротора и подсистемы АБУ (рис. 1). В процессе движения МС подсистемы ротора 

и АБУ взаимодействуют друг с другом через точку A крепления автобалансира. 

Диск ротора насажен на жесткий вал, который установлен на двух упруго-вязких 

изотропных опорах. Ротор имеет возможность совершать пространственное движение (см. 

рис.2а). Скорость вращения ротора постоянна. Смещениями ротора вдоль своей оси вра-

щения пренебрегаем. Ротор полагаем осесимметричным с центром масс в точке G на оси 

его вращения. В некоторой плоскости z=zA расположен статический дисбаланс s, который 

моделируется точечной дисбалансной массой (ДМ) m0, находящейся на расстоянии R0 от 

продольной оси ротора. 

Кроме того, выделим на оси вращения точку С – общий центр масс системы «ротор-

АБУ» при основном режиме движения МС (идеальная автобалансировка).  

Автобалансир прикреплен к ротору в точке А (плоскость z=zA). АБУ состоит из набо-

ра КГ, которые моделируются материальными точками. Каждый КГ массой mj имеет сво-

боду движения относительно ротора по круговой траектории радиуса Rj с центром в точке 

A на оси  вращения ротора в плоскости перпендикулярной к этой оси в данной точке. 

Компенсирующие грузы совершают сложное пространственное движение (см. рис.2б).  
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Рис. 1. Ротор на упруго-вязких опорах с автобалансиром 

 

Рис. 2. Кинематика пространственного движения ротора (а) и компенсирующих грузов автобаласира (б)  

hL, hR – коэффициенты вязкого демпфирования левой и правой опор, кгс
-1

; l= lcL+lcR – расстояние между 

опорами ротора, м; 

 

Полагаем, что все КГ АБУ одинаковы, т.е. mj=m, Rj=R, j=1,...,n. Движение одного КГ 

не препятствует движению других КГ. 

Для всех точечных масс вводится единая нумерация: j=1,...,n – для КГ АБУ; j=0 – для 

ДМ. 

Физические и геометрические параметры МС: 

 – угловая скорость вращения ротора, рад/с;  

Mr – масса ротора, кг;  

Cr, Ar – полярный и экваториальный моменты инерции ротора относительно соб-

ственных осей, кгм
2
;  

xc, yc, xA, yA – текущие координаты точек C и A на оси ротора в неподвижной сис-

теме координат Oxyz, м;  

, β – текущие угловые отклонения оси вращения ротора; 

cL, cR – коэффициенты жесткости левой и правой опор, Н/м;  

http://technomag.bmstu.ru/


Наука и образование. МГТУ им. Н.Э. Баумана 269 

lcL, lcR – расстояния от общего точки С до левой и правой опор (при консольном 

расположении ротора величина lcR отрицательна), м; 

m0, R0 – неуравновешенная масса (ДМ) ротора и радиус её расположения;  

00  t  – абсолютная угловая координата ДМ; при этом  0=0; 

n, m, R – количество КГ в АБУ, масса каждого из них и радиус их расположения;  

jjj t   , j=1,...,n – абсолютная текущая угловая координата j-го КГ; 

j=const, j=1,...,n – средняя постоянная угловая координата j-го КГ относительно 

ротора в плоскости автобалансира; 

j, j=1,...,n – текущая угловая координата j-го КГ относительно j в плоскости ав-

тобалансира; 

hA – коэффициент вязкого сопротивления движению КГ относительно АБУ, кгс
-1

;  

zA, zG – расстояния от общего центра масс МС (точка С) до точки А крепления ав-

тобалансира и до центра масс ротора G соответственно (с учетом знака), которые связаны 

соотношением   00  AGr znmmzM . 

Массы КГ m и массу дисбаланса m0 полагаем немалыми величинами, которые могут 

быть сопоставимы с массой ротора Mr. Подчеркнем, что именно это обстоятельство отли-

чает данную модель от существующих. 

Обобщенные координаты (ОК) МС: xc, yc, , β, s, s , где s, s – проекции текущего 

суммарного дисбаланса, образуемого всеми КГ АБУ и ДМ, на собственные оси ротора. 

Данный набор ОК МС достаточен для изучения динамики системы и не зависит от коли-

чества n грузов в АБУ, см. [2, 3, 13]. 

Полное описание физической модели и кинематики пространственного движения 

ротора и компенсирующих грузов АБУ приведено в работе [13]. 

Изучаются малые колебания ОК МС, совершаемые при основном (автобалансирую-

щем) движении системы, когда КГ АБУ занимают такие средние положения j, при кото-

рых они компенсируют имеющийся дисбаланс. 

2. Уравнения движения механической системы 

2.1. Уравнения движения в неподвижных координатах 

В работе [13] была получена следующая система дифференциальных уравнений 

движения рассматриваемой МС: 
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 (1) 
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. (2) 

где 

RLyx cccc  ; 22
cRRcLL lclccc   ; cRRcLLxy lclccc   ; 

RLyx hhhh  ; 22
cRRcLL lhlhhh   ; cRRcLLxy lhlhhh   ; 

nmmMmMM rrs   0 ;   2
0

2
AGrrs znmmzMAA  ; 


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2 nmRRmCRmCC r

n

j

jjr  


 ; 
jj t  ;  AcA zxx ;  AcA zyy ; (3) 





n

j

jjju Rms
0

cos ; 



n

j

jjjv Rms
0

sin ; 

 


 
n

j

jjjjRms
0

cos ;  


 
n

j

jjjjRms
0

sin ;   dtd
.

. 

Уравнения (1) описывают поперечные и угловые колебания ротора в неподвижной 

системе координат. Уравнения (2) описывают движение АБУ. 

В дальнейшем будем использовать матричную форму записи уравнений, которая 

наиболее удобна для последующего анализа. Систему уравнений движения (1), (2) тогда 

можно записать в виде (все матрицы имеют размер (2,2)): 
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  


 









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

n

j jjjj

jjjj
D

1 coscoscossin

sincossinsin
; 

m

h
h A
s  ; 

     szc ,,   – векторы ОК МС; 

 CJ ,  JG  – суммарный тензор инерции и суммарная матрица гироскопичности составно-

го ротора, т.е. всей МС «ротор-ДМ-АБУ» в неподвижной системе координат; 

 D  – суммарная геометрическая матрица, характеризующая расположение всех КГ в 

АБУ (без ДМ). 
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Сделаем несколько замечаний к приведенной системе уравнений. 

Можно показать, что после некоторых преобразований тензор инерции  CJ  и гиро-

скопическая матрица  JG  могут быть представлены следующим образом: 

 

       AB
AsC JEAJ  ;        c

AB
AcrJ EJECG  2 , (7) 

где 
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2

2

2
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 – суммарный тензор инерции всех КГ АБУ 

и ДМ (в неподвижной системе координат). 

Суммарные ОК АБУ входят в систему (4), (5) в двух вариантах –  s  и  ws , которые 

взаимосвязаны друг с другом через переменную матрицу поворота  T : 

 

 

 

 
 
 

    ,;
sin

cos

sin

cos

;
sin

cos

sin

cos

10

0

00

10

0

00

sTsmRRm
s

s
s

mRRm
s

s
s

w

n

j jj

jj

n

j j

j

v

u

w




















































































 (8) 

где 

  













tt

tt
T

cossin

sincos
. 

Кроме того, обратим внимание, что переменные матрицы    tJ AB
A  и   tD , входя-

щие в уравнения движения и периодически зависящие от времени t, могут быть разложе-

ны на постоянные и переменные множители следующим образом: 

 

          1 TITJ AB
A

AB
A ;      1

2

1 

  TdnD , (9) 

где 

   
















n

j jjj

jjj

jj
AB
A RmI

0
2

2

2

coscossin

cossinsin
; 

  
























 





cs

sc
n

j jjj

jjj

DD

DD

n
d

1

1

coscossin

cossinsin2

1
2

2

; 





n

j

jc
n

D
1

2cos
1

; 



n

j

js
n

D
1

2sin
1

. 

Постоянные матрицы и связаны между собой соотношением: 

         dnmRdRmI ABA
2

0
2
00

2

1

2

1
, (10) 

где 
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  













00

00

0
1

1

cs

sc

DD

DD
d ; 00 2cos cD ; 00 2sin sD . 

Здесь  d  и  0d  – относительные геометрические матрицы, характеризующие рас-

положение КГ и ДМ относительно ротора. Отметим, что параметр 0 в матрице  0d  мо-

жет быть выбран произвольно. В дальнейшем будем полагать, что 0=0. 

Учитывая сделанные замечания, подставляем (7)-(10) в систему (4), (5). 

Таким образом, система уравнений движения МС в неподвижных координатах после 

преобразований приводится к виду: 

 
               

                     ;0

;0









wcAccyccyJC

wcycycxcxcs

sEzzEczEhcEhGJ

sEcEhzczhzM




 (11) 

               ,0
2

1 1




  cAcs EzzTdnmshs  (12) 

где 

              11 
 TITEATITJ AB

AsCC ;        AB
AsC IEAI  ;  

           c
AB
AcrJ ETITECG

1
2


 ;             ssEsTs cw

22   . 

2.2. Уравнения движения во вращающихся координатах 

Представленная выше система уравнений движения МС неавтономная, т.е. содержит 

переменные коэффициенты, периодически зависящие от времени t. В системе (11), (12) 

периодические коэффициенты выделены в отдельную матрицу   tT . Остальные коэффи-

циенты и матрицы в них постоянны. Неавтономность дифференциальных уравнений су-

щественно затрудняет их анализ. 

Получим автономные уравнения движения МС. Для этого перейдем к новой системе 

координат, вращающейся с угловой скоростью . Выполним замену переменных и перей-

дем к новым обобщенным координатам МС: 

 

     wTzc  ;      T ;     sTsw  , (13) 

где 

 













c

c
w ,  












 ,  














s

s
s  – векторы ОК МС во вращающейся системе координат. 

Для удобства приведем некоторые свойства матрицы поворота  T , а также матрицы 

 cE , которые входят в уравнения движения (11), (12): 

 
              

        .1;1;;

;;;

12

2






TEEEEE

TEETTTETT

cccc

ccc


 (14) 

Далее подставляем (13) в систему (11), (12) с учетом (14). Затем матричные уравне-

ния слева умножаем на матрицу   1T , в результате чего все переменные коэффициенты 

сокращаются. При этом учитываем также, что все матрицы в системе (11), (12), за исклю-

чением   AB
AI ,  d  и  0d , перестановочны (коммутативны) с матрицей  T . 
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Система уравнений движения МС во вращающихся координатах после указанных 

преобразований имеет вид: 

 

 
                      

                          ;02

;02

2

2









ssEsEzwKwEhKHI

ssEsKEhwKwHwM

ccAwcyC

cwcywws




 (15) 

                        ,022
2

1 22 







   ccAcs EEzwwEwdnmshs  (16) 

где 

     csxw EMEhH  2 ;         cxsxw EhEMcK  2 ; 

      crs ECAEhH   2 ;            c
AB
Ars EhIECAcK   22 ; 

     cyyw EcEhK   . 

Из полученных уравнений вытекает, что устойчивость системы зависит от следую-

щих 19-ти физических параметров: 

 ; Ms ; As ; Cr ; zA ; hx ; h ; hy ; cx ; c ; cy – параметры ротора; 

m0 ; R0 ; n ; m ; R ; Dc ; Ds ; h – параметры дисбаланса и автобалансира. 

2.3. Преобразование геометрических матриц 

В уравнения угловых колебаний ротора в (15) входит матрица тензора инерции  CI , 

которая в свою очередь зависит от геометрических матриц  d  и  0d . Последняя, кроме 

того, в отдельности входит в уравнения движения КГ АБУ (16). Все эти матрицы имеют 

одинаковую структуру. Можно показать, что каждая из этих трех матриц может быть пре-

образована к диагональному виду, который наиболее удобен для анализа. 

Рассмотрим геометрическую матрицу  d , которая характеризуют расположение 

грузов АБУ относительно ротора при автобалансирующем движении МС и зависит от 

двух параметров: Dc , Ds (см. формулы (9)). Подвергнем её преобразованию подобия вида 

 

          1  TdTdA , (17) 

где 

  













cs

sc

DD

DD
d

1

1
;      














cossin

sincos
T ; 

  T  – постоянная матрица поворота на постоянный угол . 

Выполнив матричное произведение, получаем 

  













2sin2cos12cos2sin

2cos2sin2sin2cos1

scsc

scsc

A
DDDD

DDDD
d . 

Выберем постоянный угол поворота  таким, чтобы внедиагональные элементы 

новой матрицы были равны нулю, т.е. 

 
2222

2cos;2sin

sc

c

sc

s

DD

D

DD

D





 . (18) 
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Подставив (18) в (17) получаем, что после преобразования подобия матрица  d  

примет диагональный вид 

   













A

A

A
D

D
d

10

01
, (19) 

где 





n

j

jscA
n

DDD
1

*22 2cos
1

; 02sin
1

1

* 


n

j

j
n

;  jj
* ; 10  AD . 

Таким образом, показано, что независимо от расположения КГ АБУ существует пре-

образование поворота (17), которое приводит матрицу  d  к более простому диагональ-

ному виду  Ad  (19), зависящему только от одного параметра DA.  

Рассмотрим далее геометрическую матрицу  0d  (см. формулы (10)), которая вхо-

дит в суммарный тензор инерции ротора  CI  и характеризует расположение ДМ относи-

тельно ротора. Приведенное выше преобразование подобия (17), (18) преобразует  0d  в 

виду: 

          















 *
0

*
0

*
0

*
01

00
1

1

cs

sc

A
DD

DD
TdTd , (20) 

где 

  













00

00

0
1

1

cs

sc

DD

DD
d ; 12cos 00 cD ; 02sin 00 sD ;  2cos*

0cD ;  2sin*
0sD . 

Напомним, что угол 0 начального положения ДМ ротора в момент времени t=0 вы-

ше был принят равным нулю.  

В общем случае матрица  0d  определяется выражением (20). Однако в типичном 

частном случае симметричного расположения КГ в АБУ имеют место равенства: DA= Dc ; 

Ds =0 ; =0 и матрица  0Ad  принимает простой вид: 

   









10

00
20Ad . (21) 

В дальнейшем анализе динамики рассматриваемой МС будем предполагать случай 

симметричного расположения КГ в АБУ. Учет несимметричности расположения КГ каче-

ственно не изменяет динамические свойства МС, однако приводит к усложнению уравне-

ний движения. Кроме того, в наиболее распространенном случае двухмассового АБУ гру-

зы всегда расположены симметрично относительно линии дисбаланса. 

Далее рассмотрим уравнения движения МС (15), (16). Выполним замену переменных 

следующего вида: 

                  sTsTwTw  111 ;;  (22) 

 

и умножим слева матричные уравнения на матрицу    1T . При этом учитываем (18)-

(20). 
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Обратим внимание на то, что матрица преобразования   T  коммутативна (пере-

становочна) со всеми матрицами, входящими в уравнения движения, за исключением мат-

риц  d ,  0d  и потому вид большинства матричных коэффициентов этих уравнений не 

изменяется, поскольку матрицы   T  и    1T  взаимно сокращаются. В результате 

указанное преобразование (22) не изменяет вида уравнений движения МС за исключени-

ем: 

- геометрической матрицы  d , которая преобразовывается из двухпараметрическо-

го вида (9) в однопараметрический вид  Ad  (19); 

- геометрической матрицы  0d , которая преобразовывается из вида (10) в вид  0Ad  

(21). 

Таким образом, в дальнейшем будем полагать, что преобразованные уравнения дви-

жения полностью совпадают с системой уравнений (15), (16), в которой, однако, матрицы 

 d  и  0d  заменены матрицами  Ad  и  0Ad . Последние определяются выражениями 

(19) и (21). То же относится и к уравнениям движения (11), (12) в неподвижных координа-

тах.  

В итоге получена система уравнений движения МС с меньшим количеством пара-

метров. Отметим также, что аналогичное преобразование выполнено в работе [14], однако 

для более простой МС. 

2.4. Автобалансирующее движение ротора с АБУ 

Уравнения движения МС (15), (16) (или (11), (12)) допускают автобалансирующее 

движение, при котором все ОК МС (суммарный дисбаланс КГ АБУ и ДМ, поперечные и 

угловые отклонения ротора) тождественно равны нулю: 

КГ АБУ:  njt jjjjj ,..,1;0~;~  ; 

ОК АБУ:            0~;0~;0~;0~   ww ssssssss ;  (23) 

ОК ротора:      0~;0~;0
~

 wwcccc ;  

В дальнейшем мы будем интересоваться, прежде всего, автобалансирующим (основ-

ным) движением механической системы. 

При идеальной автобалансировке геометрическое расположение КГ в АБУ (посто-

янные углы j) зависит от параметров дисбаланса и автобалансира. При этом имеют место 

следующие равенства, вытекающие из выражений для  ss ,  в (3) с учетом (23): 

 0sin;cos
1

00

1

 


n

j

j

n

j

j
E

n

mR

Rm
, (24) 

где 
00Rm

nmR
E   – ёмкость автобалансира. 

Отсюда необходимое требование к параметрам автобалансира: 1E . 

В случае двумассового автобалансира (n=2) параметры дисбаланса и АБУ однознач-

но определяют геометрию расположения двух КГ (симметричного относительно линии 
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дисбаланса) и массо-инерционные характеристики АБУ и всей системы. Можно показать, 

что в этом случае справедливы следующие выражения (см. ф.( 23), (24), (9), (19)): 

 

.02sin
2

1
;1

2
2cos

2

1
;1

2

;
10

01
;

1
1sinsin;

1
coscos;

2

1
2

2

1
2

22

2212112


















 j

js

j

jccscA

A

A

A

D
E

D
E

DDDD

D

D
d

E
αα

E
αααα

 (25) 

В случае многомассового автобалансира (n3) существует множество возможных 

положений грузов j, при которых удовлетворяются автобалансирующие равенства (24). 

Поэтому геометрические параметры DA, Dc, Ds, матрица  Ad  и зависящие от неё матрицы 

 cI ,   AB
AI ,  K  определены неоднозначно и могут принимать значения в некоторых ин-

тервалах.  

Таким образом, в случае многомассового автобалансира система имеет однопара-

метрическое семейство основных движений. Одно движение семейства отличается от дру-

гого движения семейства значением параметра DA., который характеризует расположение 

КГ в АБУ. Максимально возможный диапазон значений этого параметра DA  [0; 1]. Од-

нако в работе [15] показано, что в зависимости от n и E действительный диапазон возмож-

ных значений геометрического параметра DA может быть заметно более узким, т.е. 

10 maxmin  AAA DDD . 

Отметим также, что при ёмкости автобалансира Е=1 параметр DA принимает одно-

значное значение DA=1 независимо от n. Кроме того, при ёмкости АБУ в интервале 

21  E  диапазон возможных значений параметра DA весьма узкий, но его расположе-

ние при этом чувствительно к параметру E. 

3. Массо-инерционные характеристики ротора с АБУ 

В результате установки автобалансира на ротор образуется механическая система 

«ротор – ДМ – КГ АБУ», которую будем также называть составной ротор. При этом мас-

совые и инерционные параметры составного ротора в общем случае отличаются от пара-

метров исходного ротора. Полученные выше уравнения движения (15), (16) или (11), (12) 

учитывают влияние массы автобалансира на параметры составного ротора.  

Инерционность составного ротора при его поперечных колебаниях определяется 

суммарной массой: 

nmmMM rs  0 . 

Инерционность составного ротора при его угловых колебаниях определяется его 

суммарным тензором инерции  CI  (относительно собственных осей ротора) и суммарным 

полярным моментом инерции C: 

       AB
As

C

C

C IEA
A

A
I 










2

1

0

0
; 

22
00 nmRRmCC r  , (26) 
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где 

  2
0

2
AGrrs znmmzMAA  ;  

 AmsC DAAIA
c

  1
2

1
1 ;  AmmsC DAAAIA

c
  1

2

1
02 ; 

      AmAm

A

AAB
A dAdA

A

A
I

2

1

2

1

0

0
00

2

1









 ; 

   Am
AB

A DAIA
c

  1
2

1
1 ;    Amm

AB
A DAAIA

c
  1

2

1
02 ; 2

000 RmAm  ; 
2nmRAm  ;  

  









10

00
20Ad ;   














A

A

A
D

D
d

10

01
; 10  AD ; 

GA

r

r
A z

nmmM

M
z




0

; GA

r

G z
nmmM

nmm
z






0

0 ; 

2,1CA  – суммарные моменты инерции составного ротора относительно собственных попе-

речных осей; 

2,1AA  – суммарные моменты инерции ДМ и АБУ относительно собственных осей; 

GAGA zzz   – расстояние от центра масс ротора G до точки А крепления автобалансира. 

Выражения (26) выписаны с учетом преобразования поворота в п.2.3. См. также вы-

ражения (9), (10), (19), (21). 

Как видим, суммарный тензор инерции составного ротора  CI  складывается из тен-

зоров инерции ротора  EAs  и ДМ с КГ АБУ   AB
AI . Суммарный полярный момент инер-

ции составного ротора C складывается из полярных моментов инерции ротора, ДМ и КГ 

АБУ. Для удобства и наглядности выражения для массовых и инерционных параметров 

механической системы «ротор – ДМ – КГ АБУ» представлены в табл. 1. 

Из приведенных выражений следует, что компенсирующие грузы АБУ количествен-

но увеличивают значения массы Ms и всех моментов инерции составного ротора в матрице 

 CI . Однако важно отметить, что при этом происходит и качественное изменение массо-

инерционных свойств МС.  

Составной ротор приобретает следующие два качественно новых свойства, которые 

изменяют его динамическое поведение. 

1. Составной ротор становится инерционно анизотропным из-за того, что значения 

моментов инерции относительно собственных поперечных осей AC1 и AC2 увеличиваются 

неодинаково после установки автобалансира. Это приводит к заметному усложнению ди-

намических свойств МС (см., например, [16-18]). В частности, могут появляться дополни-

тельные критические скорости вращения и зоны неустойчивости движения.  
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Таблица 1. Массо-инерционные параметры МС «Ротор - ДМ - АБУ» 

Ротор ДМ КГ АБУ 

Массы: 

Mr 

m0 m=mj , j=1,…,n 

nmmmm
n

j

j 


 0

0

 

nmmMM rs  0  

Статические моменты: 

0 m0 R0 mR=mj Rj , j=1,…,n 

Моменты инерции относительно осей, 

жестко связанных с ротором: 

Полный тензор инерции рото-

ра относительно ГЦОИ: 

  ;

00

00

00



















r

r

r

rot

C

A

A

I  

Тензор инерции угловых ко-

лебаний ротора относительно 

ГЦОИ: 

  .
0

0










r

r

r
A

A
I  

 0
2
00

2

1
AdRm , 

где геометрическая матрица ДМ: 

  









10

00
20Ad , ф.(21). 

 AdnmR2

2

1
, 

где суммарная геометри-ческая 

матрица всех КГ АБУ: 

  













A

A

A
D

D
d

10

01
; 

22
scA DDD  ; 





n

j

jc
n

D
1

2cos
1

; 





n

j

js
n

D
1

2sin
1

, ф.(19). 

      AA
AB
A dnmRdRmI 2

0
2
00

2

1

2

1
 , ф.(10), (26) 

          A
AB
AsC EAEAIEAI   ; 

22
00 nmRRmCC r  , 

где 
22

AGrrs zmzMAA  ; 
22

00
2

1

2

1
nmRRmAA s  , ф.(7), (26), (27). 

Моменты инерции относительно  

поворотно-подвижных (но невращающихся) осей uv: 

   rr IJ               1 tTItTJ AB
A

AB
A , ф.(9). 

             AB
Ascc JEAtTItTJ 

1
 ф.(7), (11). 

Инерционная анизотропия составного ротора с АБУ: 

  AmmCC DAAAAA
2

1

2

1

2

1
012  , ф.(27). 
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С учетом указанного, суммарный тензор инерции и другие инерционные матрицы и 

параметры, входящие в уравнения движения (15), удобно представить в форме с выделе-

нием изотропной и анизотропной составляющих: 

 
           

                 ,;2

;
0

0
;

0

0

22

.

2

1)(
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1
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EhEAECAcKECAEhH
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A
IEAEA
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A
I


























 (27) 

где 

AAAC  1 ;   AAAC  2 ;  AAA cpAA  .1 ;  AAA cpAA  .2 ; 

  mmsCC AAAAAA
2

1

2

1

2

1
021  ;    mmAAcpA AAAAA

2

1

2

1

2

1
021.  ; 

  AmmCC DAAAAA
2

1

2

1

2

1
012  ;     










10

01
AE . 

A , 
cpAA .

 – средние суммарные моменты инерции составного ротора в целом и КГ 

АБУ и ДМ, соответственно, которые характеризуют изотропную составляющую; 

A – инерционная анизотропия составного ротора. 

Отметим, что здесь учитывались соотношения: rs CACA   22 ; 

cpAsr AACAC .  , которые входят в матрицы  H  и  K . 

Формальным источником анизотропии в уравнениях движения МС являются гео-

метрические матрицы  Ad  и  0Ad , диагональные элементы которых неодинаковы. По 

этой причине в уравнениях движения (11) в неподвижных осях тензор инерции непосто-

янный и периодическим образом изменяется во времени. 

2. Ещё одно нетривиальное свойство, которое приобретает МС в результате установ-

ки автобалансира, заключается в неоднозначности величин моментов инерции AC1, AC2 со-

ставного ротора в случае применения многомассового автобалансира (n>2). Причиной та-

кой особенности является неоднозначность расположения грузов АБУ в автобалансирую-

щем режиме движения МС, что характеризуется геометрическим параметром DA. Таким 

образом, при заданных параметрах МС инерционная анизотропия ротора с АБУ является 

интервальной величиной, поскольку параметр DA может принимать произвольное значе-

ние от 0 до 1 (в многомассовых АБУ).  

Отметим также, что если принять традиционное допущение о малости масс m и m0 

по сравнению с массой ротора, то в первом приближении общая масса системы становит-

ся равной массе ротора ( rs MM  ), суммарный тензор инерции составного ротора не от-

личается от тензора инерции ротора (      rrrC AAdiagII , ;    0AB

AI ; rs AA  ; A0), а 

общий центр масс системы С совпадает с центром масс ротора G ( 0Gz ; GAA zz  ). При 

этом уравнения движения составного ротора (15) принимают известный вид (см., напри-

мер, [1, 2, 7, 11]). 

С другой стороны, учет массы автобалансира не изменяет традиционного вида урав-

нений движения АБУ (16). 
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4. Безразмерные уравнения движения механической системы 

В данном разделе осуществляется переход к безразмерным уравнениям движения 

МС, удобным для дальнейшего анализа динамики движения. При этом выделяется мини-

мально необходимое количество безразмерных параметров, определяющих области ус-

тойчивости МС, что расширяет возможности последующего анализа. Кроме того, исполь-

зование безразмерных уравнений и параметров позволяет выделять наиболее общие свой-

ства всего рассматриваемого класса роторных машин. 

Введем безразмерное время : 

 
 
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d

fd

d
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dt
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0
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0
0000 ω
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ω

τ
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  (28) 

и безразмерные переменные  w ,   ,  s : 
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  (29) 

где 0, lw, l, ls – масштабные коэффициенты, которые будут выбраны позже. 

Подставляем (28), (29) в уравнения движения МС (15), (16). Далее разделим первое 

матричное уравнение системы на 
ws lM 2

0 , второе уравнение – на  lA 2
0  и третье уравне-

ние – на 
sl

2

0 . Тогда уравнения движения примут вид: 
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Очевидным является введение следующих безразмерных параметров и безразмер-

ных матриц (см. (15), (16) с учетом (26), (27)): 
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
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2
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


A

A
A
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.
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


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A
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        cxxw
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A
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A
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. 

Здесь параметры, характеризующие поперечные колебания ротора, отнесены к сум-

марной массе МС Ms, а параметры, характеризующие угловые колебания, отнесены к 

среднему суммарному моменту инерции составного ротора A . Тогда, с учетом введен-

ных безразмерных величин, уравнения движения МС принимают вид: 
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 (30) 
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 (31) 

Выбором неопределенных масштабных коэффициентов 0, lw, l, ls уменьшим коли-

чество безразмерных параметров. 

Выберем масштабный коэффициент 0 равным «сепаратной» (парциальной) «не-

демпфированной» собственной частоте поперечных колебаний ротора. При таком выборе 

0 в матрице жесткости  wK  безразмерный коэффициент 2

xp  равен единице: 
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x
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


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x
x
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c
p . (32) 

Потребуем также, чтобы были равны между собой модули коэффициентов при «пе-

рекрестных» слагаемых в первом и втором матричных уравнениях в (30), а именно 
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
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2
0
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. 
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Эти равенства выполняются при следующем выборе масштабных коэффициентов: 
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l

l s

w

. При этом соответствующие коэффициенты в (30) становятся равными: 
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С учетом последнего вводим безразмерные коэффициенты и матрицу взаимного 

(«перекрестного») влияния поперечных и угловых колебаний ротора: 
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1
. 

Потребуем также, чтобы коэффициент при  s  в первом уравнении в (30) был равен 

единице, т.е. 1
ws

s

lM
l . Для этого выбираем масштабные коэффициенты: sws Mll  . 

С учетом выбранных выше соотношений 




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l
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w

 и s

w

s M
l

l
 , находим третье со-

отношение масштабных коэффициентов:   AMll ss . 

Отсюда коэффициент при  s  во втором матричном уравнении в (30) равен 
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
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Введем следующий безразмерный параметр: 
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l
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
  или 




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M
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При этом можно показать, что аналогичный коэффициент при    в уравнениях 

движения АБУ (31) может быть представлен в виде 

s

w
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A
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l
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l
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
. 

С учетом последнего и выбранных выше соотношений уравнения движения АБУ 

(31) принимают вид: 
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Введем, наконец, последний безразмерный коэффициент – безразмерную массу КГ 

АБУ: 
sM

mn
m  . 
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Таким образом, в итоге проделанных преобразований получаем систему безразмер-

ных уравнений движения МС во вращающихся координатах в виде: 
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где безразмерные матрицы: 
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и безразмерные параметры: 
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


A

A
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C

C

2,1

2,1 1 ; 



A

M
zz s
AA ; 

sM

mn
m  ; 10  AD . 

Здесь все матрицы имеют размерность (2,2). Размерные параметры Ms, A, A, As, 0 

см. формулы (3), (26), (27), (32), а также в табл. 1. 

Безразмерные обобщенные координаты МС  w ,   ,  s , входящие в уравнения 

движения (33), (34), определяются выражениями (29), где масштабные коэффициенты lw, 

l, ls выбраны следующим образом: 
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При этом один из масштабных коэффициентов lw, l, ls может быть выбран произ-

вольно, например, можно принять lw=R0. Отметим, кроме того, что множитель 

ss MA , входящий в выражения для безразмерных параметров системы, имеет фи-

зический смысл радиуса инерции составного ротора. 

Безразмерные уравнения движения МС в неподвижных координатах могут быть по-

лучены из (11), (12) путем замены времени (28) и замены ОК МС, аналогичной (29), с уче-

том преобразования (22) в п. 2.3: 
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Здесь безразмерные параметры и масштабные коэффициенты см. в (36) и (37). 

Безразмерные текущие координаты точки A крепления автобалансира к ротору в не-

подвижных и во вращающихся координатах (см. (3), (6), (13), (29)): 
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 (40) 

Приведем также расчетные формулы для безразмерных коэффициентов жесткости и 

демпфирования. В случае если у ротора две одинаковые изотропные опоры (c=cL=cR; 
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h=hL=hR), то из (3) имеем: 
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где c, h – коэффициенты жесткости и демпфирования каждой из опор; 

lcL, lcR – расстояния от центра масс C составного ротора до левой и правой опор, ко-

торые считаются положительными при расположении диска между опорами (см. рис.1); 

при lcR >0 – межопорный ротор, а при lcR <0 – консольный ротор; 

cRcL lll   – расстояние между опорами ротора. 

Безразмерные коэффициенты жесткости и демпфирования могут быть вычислены по 

формулам, полученным из (41) с учетом (36): 
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где 

sssscLL MAllll  ;; . 

Здесь введены безразмерные (относительные) параметры: 

Ll  – относительное расстояние от центра масс составного ротора до левой опоры; 

при 10  Ll  – межопорный ротор, при 0,5Ll  – симметрично расположенный ротор, а 

при 1Ll  – консольный ротор; 

s  – относительный радиус инерции ротора; например, в случае тонкого диска ра-

диуса Rr ( 225,0 rrr RMA  ) и при межопорном расстоянии равном l=0,5Rr параметр равен 

s =1 (при отсутствии ДМ и АБУ). 

В качестве иллюстрации на рисунках 3-6 приведены графики изменения безразмер-

ных массо-инерционных параметров ротора, рассчитанные по формулам (26), (27), (36), 

см. также табл.1. Графики построены при следующих базовых значениях параметров МС: 

Ar=0,413 кгм
2
; Cr=0,289 кгм2; Mr=57,83 кг; nm=4 кг; R=0,2 м; DA=0,5; m0=2 кг; R0=0,2 м; 

zGA=0,1 м. При этом безразмерные параметры МС принимают значения: E=2; m =0,063; 

mA =0,272; A =0,136; C =0,901; rrr ACC  =0,7. Графики на рисунках 3-5 построены пу-

тем варьирования безразмерной массы КГ в диапазоне m =0...0,2 при постоянной ёмкости 

АБУ E=2. 

Как видно из графиков, компенсирующие грузы АБУ могут создавать заметный до-

полнительный момент инерции 
mA , даже при незначительной массе m . Это приводит к 

тому, что значения суммарных моментов инерции относительно собственных поперечных 

осей AC1 и AC2 становятся различными (рис.3) и составной ротор приобретает свойство 
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инерционной анизотропии, которое характеризуется параметром A  (рис.4). Семейство 

графиков на рис.4 иллюстрирует интервальный характер изменения инерционных свойств 

составного ротора с многомассовым АБУ в зависимости от геометрического параметра 

DA. Наибольшая степень анизотропии A  имеет место при значении параметра DA=1. Без-

размерный параметр   ACC  увеличивается (рис.5). Это свидетельствует о том, что 

массы КГ АБУ и ДМ увеличивают полярный момент инерции составного ротора в боль-

шей степени, чем экваториальные моменты инерции. В результате этого составной ротор 

становится «более коротким» по своим динамическим свойствам в угловых движениях. 

Для наглядности на рис.6 показан годограф величины  CA  – суммарного момента 

инерции составного ротора относительно поперечной оси . Инерционная анизотропия 

составного ротора ( 21 CC AA  ) проявляется в том, что годограф имеет форму эллипса, а не 

окружности как для изотропного ротора. 

 

Рис. 3. Зависимости момента инерции КГ АБУ 
mA  и суммарных моментов инерции составного ротора 

2,1CA  от массы КГ m  

 

Рис. 4. Зависимость степени инерционной анизотропии составного ротора с АБУ A  от массы КГ m  
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Рис. 5. Зависимость относительного полярного момента инерции составного ротора с АБУ   ACC  от 

массы КГ m  

 

Рис. 6. Годограф величины суммарного момента инерции составного ротора  CA  

5. Независимые безразмерные параметры системы 

Полученные безразмерные уравнения движения МС содержат минимальное число 

параметров. Из (33), (34) вытекает, что устойчивость автобалансировки и динамические 

свойства рассматриваемой МС определяется 13-ю независимыми безразмерными пара-

метрами (вместо 19-ти физических параметров в исходных уравнениях (15), (16)), а имен-

но: 

; C ; Az ; 
xh ; 

h ; yh ; 
p ; 

yc  – параметры ротора; 

m ; 
sh ; DA; 

0mA ; 
mA  – параметры дисбаланса и автобалансира. 

Выполним оценку порядков малости безразмерных параметров МС. 

Основной особенностью является то, что безразмерную массу m  компенсирующих 

грузов автобалансира, а также дисбалансную массу 0m , полагаем немалой (конечной) ве-

личиной нулевого порядка малости 
0
=1. Именно это обстоятельство является основным 
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отличием данной работы от существующих подходов, которые основаны на предположе-

нии о малости m . Полученные выше уравнения МС учитывают тот факт, что массы КГ 

(m) и ДМ (m0) могут быть сопоставимы с массой ротора. 

Безразмерные моменты инерции 
mA  и 

0mA  пропорциональны массам грузов автоба-

лансира и ДМ соответственно. Поэтому эти параметры, а также суммарный тензор инер-

ции КГ АБУ и ДМ   AB
AI , являются немалыми (конечными) величинами нулевого порядка 

малости 
0
=1. 

Параметр   ACC  характеризует тип гироскопического составного ротора: при 

C <1 – длинный ротор, C =1 – сферический ротор, C >1 – короткий ротор. Обратим 

внимание, что значение параметра C  зависит не только от самого ротора, но и от момен-

тов инерции КГ и ДМ. Поэтому при немалых значениях m  и 0m  составной ротор стано-

вится «более коротким» (см. рис. 5). Параметр C  будем полагать немалой (конечной) ве-

личиной нулевого порядка малости 
0
=1. 

Параметр DA характеризует положение грузов в автобалансире и в общем случае 

может принимать значения в пределах от 0 до 1. При n=2 параметр DA принимает вполне 

конкретное значение в зависимости от имеющегося дисбаланса или ёмкости АБУ (см. 

(25)). В случае многомассового автобалансира (n3) параметр DA имеет некоторый интер-

вал возможных значений, который лежит внутри диапазона DA[0, 1]. В результате этого 

ряд динамических параметров МС (тензор инерции, критические скорости составного ро-

тора, границы устойчивости, амплитуды вынужденных колебаний) приобретают интер-

вальный характер. В этом случае имеется однопараметрическое семейство основных дви-

жений МС.  

Отметим, также, что крайние возможные значения параметра DA являются особыми 

частными случаями. Случай DA=1 является критическим, поскольку уравнения движения 

АБУ (34) или (16) имеют, по крайней мере, один нулевой корень. Случай DA=0 также яв-

ляется особым, поскольку при этом степень инерционной анизотропии ротора минималь-

на (см. (35), (36)) и упрощается анализ уравнений движения АБУ (34). 

Анализ показывает, что безразмерные параметры Az ; 
xh ; 

h ; yh ; 
p ; 

yc ; 
sh  в об-

щем случае роторной машины с АБУ имеют нулевой порядок малости. 

Безразмерная угловая скорость  вращения ротора может изменяться в широких 

пределах. Не ограничивая общности, будем полагать, что параметр  может принимать 

значения от 0 до + в зависимости от назначения, конструкции и режима работы ротор-

ной машины, т.е. (0, +). 

Таким образом, в общем случае все безразмерные параметры МС будем полагать 

немалыми (конечными) величинами нулевого порядка малости, т.е. 

 

m ; 
0mA ; 

mA ; C ; DA[0, 1]; Az ; 
xh ; 

h ; yh ; 
p ; 

yc ; 
sh ; (0, +) ~ 

0
=1 . 
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Заключение 

1. Выполненный анализ МС с учетом влияния массы компенсирующих грузов АБУ 

показал, что установка автобалансира на ротор, совершающий пространственное движе-

ние, приводит к количественному и качественному изменению его массо-инерионных ха-

рактеристик. А именно, составной ротор с АБУ приобретает два качественно новых свой-

ства: 

1.1. Ротор, будучи изначально изотропным, после установки на него АБУ, становит-

ся инерционно анизотропным, т.е. суммарные массовые моменты инерции составного ро-

тора относительно двух собственных поперечных осей не равны друг другу. Добавление к 

ротору точечных масс компенсирующих грузов АБУ и ДМ увеличивает все компоненты 

тензора инерции механической системы, но неодинаково, что и приводит к инерционной 

анизотропии. Установлено, что даже незначительные массы m  КГ АБУ могут приводить 

к заметной степени анизотропии A . Кроме того, составной ротора становится «более ко-

ротким» (отношение моментов инерции увеличивается). Как следствие, происходит изме-

нение динамических свойств составного ротора, прежде всего в его угловых колебаниях, – 

появление дополнительных («расщепление») критических частот вращения и дополни-

тельных зон неустойчивости движения. Поэтому, в частности, даже при идеальной авто-

балансировке, когда КГ АБУ находятся точно в автобалансирующих положениях и непод-

вижны относительно ротора, могут существовать зоны неустойчивости движения МС (в 

случае, когда составной ротор является длинным или сферическим). 

1.2. Ряд инерционных параметров МС ( 2,1CA , A ) приобретает интервальный харак-

тер в случае установки многомассового АБУ (n>2), т.е. их величины определены не одно-

значно, а могут принимать множество значений из некоторого диапазона. Причиной такой 

особенности является неоднозначность расположения грузов АБУ в автобалансирующем 

режиме движения МС, что характеризуется геометрическим параметром DA, который в 

общем случае может принимать значения от 0 до 1. Механическая система допускает од-

нопараметрическое семейство движений в зависимости от параметра DA. Поэтому степень 

инерционной анизотропии, критические частоты вращения и границы зон устойчивости 

движения МС также являются интервальными величинами. 

2. Получена система безразмерных уравнений движения МС «ротор – ДМ – КГ 

АБУ». При этом выделено минимально необходимое количество безразмерных парамет-

ров, определяющих динамику и области устойчивости МС. Установлено, что динамиче-

ские свойства рассматриваемой МС определяется 13-ю независимыми безразмерными па-

раметрами, вместо 19-ти физических параметров в исходных размерных уравнениях. Ис-

пользование безразмерных уравнений и параметров расширяет возможности последующе-

го анализа и позволяет выделять наиболее общие свойства всего рассматриваемого класса 

роторных машин с АБУ. 

3. Установленные в работе особенности влияния конечной (немалой) массы автоба-

лансира необходимо учитывать при анализе динамики роторов с АБУ, совершающих про-

странственное движение, поскольку в результате учета данного фактора имеют место не 

только количественные, но и качественные изменения. Дальнейшие исследования будут 
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связаны с анализом спектра критических скоростей вращения и границ устойчивости ав-

тобалансировки составного ротора с АБУ. 

Автор работы выражает глубокую благодарность доктору технических наук Фили-

монихину Г.Б. за помощь и сотрудничество при подготовке данной статьи. 
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Modern rotary machines use auto-balancing devices of passive type to provide automatic 

balancing of rotors and reduce vibration.  Most available researches on the rotor auto-balancing 

dynamics and stability are based on the assumption that the compensating bodies of the auto-

balancer, as well as the rotor imbalance, are infinitesimal values. The literature review has shown 

that the problems concerning the automatic balancing of rotor with its three-dimensional motion 

are solved approximately and require an in-depth analysis taking into consideration the final 

mass of the compensating bodies. 

The paper analyses the effect of an auto-balancer mass on the mass-inertial properties of 

the three-dimensional rotor motion. It gives the autonomous equations of the system motion. The 

work shows that attaching the point masses of compensating auto-balancer bodies and imbalance 

to the rotor causes an increase, however non-identical, in all components of the total inertia ten-

sor of the mechanical system. This leads to a qualitative change in mass-inertial characteristics of 

the system.  

The composite rotor becomes an inertia anisotropic body in which the inertia moments 

about the two transverse own axes are not equal to each other. The rotor anisotropy results in 

complicated dynamic behavior of the gyroscopic rotor. In this case, the additional critical rotor 

speeds and the zones of instability of motion may occur. 

It is shown that in the case of using multi-body auto-balancer the inertial parameters of the 

rotor system grow into the interval values, i.e. their values are not uniquely determined and may 

be equal to a variety values from a certain range. Thus, the degree of inertial anisotropy and oth-

er auto-balancing parameters are the interval values as well in this case.  

The system of dimensionless equations of rotary machine motion, which contains the min-

imum required number of dimensionless parameters, has been obtained. The specific ranges of 

the dimensionless parameter values have been analyzed. Using the dimensionless equations and 

http://technomag.bmstu.ru/en/
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parameters extends the capabilities for further analysis and allows us to define the most general 

properties of an entire class of the auto-balancer rotary machines under consideration. 
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