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Ïðåäëàãàþòñÿ ìîäåëè ðàçâèòèÿ èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ
âèäîâ ñòâîëîâûõ êëåòîê ÷åëîâåêà: íîðìàëüíûõ êëåòîê, àíîìàëüíûõ êëåòîê äâóõ òèïîâ Ïîïóëÿöè-
îííàÿ ñèñòåìà ðàçâèâàåòñÿ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in vitro). Â ïðîöåññå äåëåíèÿ íîðìàëüíûå
êëåòêè â ðåçóëüòàòå ìóòàöèé ìîãóò ñòàòü àíîìàëüíûìè êëåòêàìè îäíîãî èç äâóõ òèïîâ, äàëåå â
ðåçóëüòàòå ïîâòîðíûõ ìóòàöèé àíîìàëüíûå êëåòêè ëþáîãî òèïà ìîãóò ñòàòü ïðàêòè÷åñêè "áåñ-
ñìåðòíûìè". Ïîñòðîåíû ìîäåëè ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû: ïðè îòñóòñòâèè
îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñû è â óñëîâèÿõ êîíêóðåíöèè çà ðåñóðñû. Êîíêóðåíöèè çà ðåñóðñû â ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè ó÷èòûâàåòñÿ çàäàíèåì çàâèñèìîñòåé ñêîðîñòåé äåëåíèÿ êëåòîê îò êîëè÷åñòâà
êëåòîê â ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûå è ýêñïîíåíöèàëüíûå çà-
âèñèìîñòè. Ìîäåëè ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ïðîöåññû îáðàçîâàíèÿ ïîïóëÿöèé àíîìàëüíûõ è
"áåññìåðòíûõ" êëåòîê èç ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê, à òàêæå ïðîöåññû ñîâìåñòíîãî ðàçâèòèÿ
ýòèõ ïîïóëÿöèé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü; ñòâîëîâûå êëåòêè; ïîïóëÿöèîííàÿ äèíàìèêà

Ââåäåíèå

Áîëüøîé èíòåðåñ ê ñòâîëîâûì êëåòêàì, ïðîÿâèâøèéñÿ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ, ñâÿçàí ñ
òàêèìè îñîáåííîñòÿìè ýòèõ êëåòîê, êàê âîçìîæíîñòü äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî ðàçìíîæåíèÿ
êóëüòóðû êëåòîê â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in vitro), à òàêæå âîçìîæíîñòü ñàìîîáíîâëåíèÿ
è äèôôåðåíöèðîâêè (âîçìîæíîñòü äàâàòü íà÷àëî ñïåöèàëèçèðîâàííûì êëåòêàì) [1, 2].
Àêòèâíî ïðîâîäÿòñÿ ýêñïåðèìåíòû ñî ñòâîëîâûìè êëåòêàìè â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in

vitro) ñ öåëüþ èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿ ëå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ çàáîëåâàíèé, à òàêæå îöåíêè äåéñòâèÿ
ðàçëè÷íûõ ëåêàðñòâåííûõ ñðåäñòâ [3]. Îäíàêî â ïðîöåññå êóëüòèâèðîâàíèÿ â ïîïóëÿöèè
ñòâîëîâûõ êëåòîê ìîãóò ïîÿâèòüñÿ êëåòêè ñ ãåíîìíûìè ìóòàöèÿìè (àíîìàëüíûå êëåòêè),
êîòîðûå ìîãóò îáëàäàòü ñåëåêòèâíûì ïðåèìóùåñòâîì ïî ñðàâíåíèþ ñ íîðìàëüíûìè êëåò-
êàìè è âïîñëåäñòâèè ïåðåðîäèòüñÿ â ðàêîâûå êëåòêè [4, 5, 6, 7]. Òðàíñïëàíòàöèÿ òàêîãî
ìàòåðèàëà îïàñíà äëÿ ïàöèåíòà.
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Âðàáîòàõ [8, 9, 10, 11, 12] áûëèïðåäëîæåíûìîäåëè äèíàìèêè êëåòî÷íûõïîïóëÿöèîííûõ
ñèñòåì, îïèñûâàþùèå ïðîöåññ ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè ñòâîëîâûõ êëåòîê, êóëüòèâèðóåìîé in
vitro è ñîäåðæàùåé äâà òèïà êëåòîê. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëñÿ òîëüêî îäèí âèä ìóòàöèé,
ïðè êîòîðîì íîðìàëüíûå êëåòêè ïðåâðàùàëèñü â àíîìàëüíûå (àíåóïëîèäíûå).
Â ðàáîòå [13] àâòîðàìè áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ïîïóëÿöèîííîé ñè-

ñòåìû, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ òèïîâ êëåòîê è ÿâëÿþùóþñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì
ìîäåëåé, ïðåäëîæåííûõ â [8, 9, 10, 11, 12]. Óêàçàííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò íå òîëüêî äèíàìèêó
ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê, êóëüòèâèðóåìûõ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ,
íî òàêæå ïðåäóñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèñõîäÿùèõ
ìóòàöèé, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ âîçíèêàþò àíîìàëüíûå êëåòêè ñ êëåòêè ñ ïðàêòè÷åñêè íå-
îãðàíè÷åííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ æèçíè (<ïî÷òè áåññìåðòíûå> êëåòêè). Òàêèå êëåòêè
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàêîâûå.
Èçâåñòíî, ÷òî â ïðîöåññå êóëüòèâèðîâàíèÿ in vitro ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íå òîëüêî àíåóïëîèä-

íûå êëåòêè (êëåòêè ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì õðîìîñîì), íî è êëåòêè ñ äðóãèìè ãåíîìíûìè
ìóòàöèÿìè, íàïðèìåð ïîëèïëîèäíûå êëåòêè [14]. Ïîÿâëåíèå ðàêîâûõ êëåòîê âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì íåñêîëüêèõ ìóòàöèé, ïðîèñõîäÿùèõ ðàñòÿíóòî âî âðåìåíè â
îïðåäåëåííîì èëè ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå [15]. Ïîýòîìó ìîäåëè, âêëþ÷àþùèå âîçìîæíîñòü
íåñêîëüêèõ ïàðàëëåëüíûõ ìóòàöèé ðàçíîãî âèäà, ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ.
Â äàííîé ðàáîòå, ÿâëÿþùåéñÿ åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì ðàáîòû [13], ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü

äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé ñ äâóìÿ ìóòàöèÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè
â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Â ìîäåëè òàêæå ó÷èòûâàåòñÿ êîíêóðåíöèÿ çà ðåñóðñû. Ïðè ìî-
äåëèðîâàíèè ïðîöåññà âîçíèêíîâåíèÿ ïîïóëÿöèè <ïðàêòè÷åñêè áåññìåðòíûõ> êëåòîê ïðè-
íèìàëñÿ âî âíèìàíèå ôàêò, ÷òî àíåóïëîèäíûå è ïîëèïëîèäíûå êëåòêè, êàê ïðàâèëî, èìåþò
âðåìÿ æèçíè, ìåíüøåå âðåìåíèæèçíè íîðìàëüíûõ êëåòîê [16], à êëåòêè ïîïóëÿöèè <ïðàêòè-
÷åñêè áåññìåðòíûõ> èìåþò âðåìÿ æèçíè, çíà÷èòåëüíî áîëüøåå âðåìåíè æèçíè íîðìàëüíûõ
êëåòîê, è áîëåå àêòèâíî äåëÿòñÿ, íî èçíà÷àëüíî äîëÿ <ïðàêòè÷åñêè áåññìåðòíûõ> êëåòîê
î÷åíü ìàëà.
Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðåäëîæåíà ìîäåëü äèíà-

ìèêè êîíêóðèðóþùèõ êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìóòàöèÿìè ñ ïîñòî-
ÿííûìè ïàðàìåòðàìè ìèòîçà, âî âòîðîì ðàçäåëå ïðîàíàëèçèðîâàíî ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé
ñèñòåìû, â òðåòüåì ðàçäåëå ïðåäëîæåíà ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåñóðñîâ.

1. Ìîäåëü äèíàìèêè êîíêóðèðóþùèõ êëåòî÷íûõ
ïîïóëÿöèé ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìóòàöèÿìè

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç êëåòîê
÷åòûðåõ òèïîâ: íîðìàëüíûõ (çäîðîâûõ) êëåòîê, àíîìàëüíûõ êëåòîê äâóõ òèïîâ è <ïðàêòè-
÷åñêè áåññìåðòíûõ> êëåòîê. Èçíà÷àëüíî ïîïóëÿöèîííàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé
ïîïóëÿöèè | ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ ñòâîëîâûõ êëåòîê. Â ïðîöåññå äåëåíèÿ íîðìàëüíûå

Íàóêà è Îáðàçîâàíèå. ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà 560

http://technomag.bmstu.ru


êëåòêè ìîãóò ëèáî îñòàâàòüñÿ â ñâîåé ïîïóëÿöèè, ëèáî <ïåðåéòè> â ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ
êëåòîê ïåðâîãî (àíåóïëîèäíûõ) èëè âòîðîãî (ïîëèïëîèäíûõ) òèïîâ. Äàëåå íåêîòîðûå àíî-
ìàëüíûå êëåòêè ëþáîãî òèïà â ïðîöåññå äåëåíèÿ ìîãóò ïåðåéòè â ïîïóëÿöèþ <ïðàêòè÷åñêè
áåññìåðòíûõ> êëåòîê.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xi ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè τ , ãäå èíäåêñ

i = 0, 1, 2, 3 îòíîñèòñÿ ê i-é ïîïóëÿöèè, çäåñü çíà÷åíèå i = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîïóëÿöèè
íîðìàëüíûõ êëåòîê, i = 1|ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê ïîñëå ìóòàöèè ïåðâîãî òèïà, i =

2| ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ ïîñëå ìóòàöèè âòîðîãî òèïà è i = 3| ïîïóëÿöèè ïðàêòè÷åñêè
áåññìåðòíûõ (ïîñëå äâóõ ìóòàöèé) êëåòîê.
Ïóñòü τi | ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü êëåòî÷íîãî öèêëà i-é ïîïóëÿöèè. Ñ÷èòàåì, ÷òî

âñå τi óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì τ0 ≥ τ1 ≥ τ3, τ0 ≥ τ2 ≥ τ3. Îïèðàÿñü íà ðàáîòû
[8, 9, 10, 11, 12, 13], ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Mi | äîëÿ êëåòîê i-é ïîïóëÿöèè, ðàçäåëèâøèõñÿ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè
τi, 0 ≤ Mi ≤ 1, i = 0, 1, 2, 3;

Ai | äîëÿ êëåòîê i-é ïîïóëÿöèè, ïîãèáàþùèõ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τi,
0 < Ai < 1, i = 0, 1, 2, 3;

γij | äîëÿ êëåòîê i-é ïîïóëÿöèè â ðàññìàòðèâàåìîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå, ïåðåõîäÿ-
ùèõ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τi â ïðîöåññå äåëåíèÿ â êëåòêè j-é ïîïóëÿöèè,
0 < γij < 1, i = 0, 1, 2, j = 1, 2, 3, íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðû γij ìîãóò ïðèíèìàòü ïðè
(i, j) ∈ {(0, 1), (0, 2), (1, 3), (2, 3)}.
Çà âðåìÿ êëåòî÷íîãî öèêëà êëåòêè ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû ìîãóò âûæèòü è íå ðàç-

äåëèòüñÿ èëè âûæèòü è ðàçäåëèòüñÿ, ïðè ýòîì â ïðîöåññå äåëåíèÿ êëåòêè èç ïîïóëÿöèé
íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê (i = 0, 1, 2) ìîãóò îñòàòüñÿ â ñâîåé ïîïóëÿöèè èëè ïå-
ðåéòè â äðóãóþ. Óêàçàííûå ïðîöåññû ìîæíî îïèñàòü, çàäàâ äîëè êëåòîê, çàäåéñòâîâàííûõ
â ðàçëè÷íûõ ïðîöåññàõ:

Pi = (1− Ai)(1−Mi)| äîëè êëåòîê i-é ïîïóëÿöèè, êîòîðûå âûæèëè è íå ðàçäåëèëèñü
íà èíòåðâàëå τi, i = 0, 1, 2, 3;

Pn = 2(1−A0)M0(1− (γ01 + γ02))| äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê (i = 0), êîòîðûå âûæèëè,
ðàçäåëèëèñü è îñòàëèñü â ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê íà èíòåðâàëå τ0;

Pij = 2(1 − Ai)Miγij | äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê èëè àíîìàëüíûõ êëåòîê ëþáîãî òèïà
(i = 1, 2), êîòîðûå âûæèëè, ðàçäåëèëèñü è <ïåðåøëè> â j-þ ïîïóëÿöèþ êëåòîê, íà èíòåðâàëå
τi, ãäå (i, j) ∈ {(0, 1), (0, 2), (1, 3), (2, 3)};

Pai = 2(1− Ai)Mi(1− γi3)| äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê i-é ïîïóëÿöèè, êîòîðûå âûæèëè,
ðàçäåëèëèñü è îñòàëèñü â i-é ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê íà èíòåðâàëå τi, i = 1, 2;

Pc = 2(1−A3)M3|äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê òðåòüåé ïîïóëÿöèè (i = 3), êîòîðûå âûæèëè
è ðàçäåëèëèñü íà èíòåðâàëå τ3.

Çà âðåìÿ ñðåäíåãî êëåòî÷íîãî öèêëà τi êàæäàÿ i-ÿ ïîïóëÿöèÿ êëåòîê óìåíüøèòñÿ íà êî-
ëè÷åñòâî êëåòîê, ðàâíîå Qapi = AiXi, i = 0, 1, 2, 3, êîòîðûå ïîãèáëè â ðåçóëüòàòå àïîïòîçà.
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Òàêæå ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ (i = 0) è àíîìàëüíûõ êëåòîê ëþáîãî òèïà (i = 1 èëè i = 2)
óìåíüøàòñÿ íà êîëè÷åñòâî êëåòîê, êîòîðûå âûæèëè, ðàçäåëèëèñü è <ïåðåøëè> â äðóãóþ
ïîïóëÿöèþ, ðàâíîå Qij = 1

2
PijXi, (i, j) ∈ {(0, 1), (0, 2), (1, 3), (2, 3)}.

Îñòàâøèåñÿ â êàæäîé i-é ïîïóëÿöèè êëåòêè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû: êëåòêè,
êîòîðûå íå ïîãèáëè è íå ðàçäåëèëèñü çà ïåðèîä τi, â êîëè÷åñòâå Qi = PiXi, i = 0, 1, 2, 3, è
êëåòêè, êîòîðûå íå ïîãèáëè è ðàçäåëèëèñü íà ïàðó êëåòîê <ñâîåé> ïîïóëÿöèè, â êîëè÷åñòâå:

Qn =
1
2
PnX0 äëÿ ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê (i = 0);

Qai =
1
2
PaiXi, i = 1, 2, äëÿ ïîïóëÿöèé àíîìàëüíûõ êëåòîê (i = 1, 2);

Qc =
1
2
PcX3 äëÿ êëåòîê òðåòüåé ïîïóëÿöèè (i=3).

Êðîìå òîãî, â ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê (i = 1, 2) è ïðàêòè÷åñêè áåññìåðòíûõ êëåòîê
(i = 3) äîáàâëÿþòñÿ êëåòêè, ïîÿâèâøèåñÿ ïðè äåëåíèè íîðìàëüíûõ (i = 0) è àíîìàëüíûõ
êëåòîê (i = 1, 2) ñîîòâåòñòâåííî. Çà ïåðèîä τi êîëè÷åñòâî òàêèõ êëåòîê ñîñòàâèëî 2Qij . Äëÿ
ó÷åòà ðàçíîòåìïîâîñòè ïðîöåññîâ äåëåíèÿ â ïîïóëÿöèÿõ ââåäåì ïîïðàâêó τj

τi
, i = 1, 2, 3,

è ïîëîæèì Qmij = 2Qij
τj

τi
, i = 1, 2, 3, (i, j) ∈ {(0, 1), (0, 2), (1, 3), (2, 3)}. Òàêèì îáðàçîì,

ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé â òå÷åíèè âðåìåíè τ0 çà ñ÷åò
îïèñàííûõ âûøå ïðîöåññîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíà:

1) äëÿ ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê

Vn =
1

τ0

(−Qap0 − (Q01 + Q02) + Qn); (1)

2) äëÿ ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê ïåðâîãî (i = 1) è âòîðîãî (i = 2) òèïîâ

Vai =
1

τi

(−Qapi −Qi3 + Qai + Qm0i); (2)

3) äëÿ ïîïóëÿöèè ïðàêòè÷åñêè áåññìåðòíûõ êëåòîê

Vc =
1

τ3

(−Qap3 + Qci + (Qm23 + Qm13)). (3)

Ââåäåì íîâûå íîðìèðîâàííûå ïåðåìåííûå:

xi(τ) =
Xi(τ)

X0

, i = 0, 1, 2, 3; t =
τ

τ0

, (4)

ãäå X0 | ÷èñëî ïîñàæåííûõ íîðìàëüíûõ êëåòîê â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, t| áåçðàç-
ìåðíîå âðåìÿ. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (1){(4) çàïèøåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, çàäàþùèõ èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòè êëåòîê â ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå â ñëåäóþùåì
âèäå: 

dx0

dt
= a0x0,

dx1

dt
= µ1a1x1 + b1x0,

dx2

dt
= µ2a2x2 + b2x0,

dx3

dt
= µ3a3x3 + µ1b3x1 + µ2c3x2,

(5)
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ãäå ïàðàìåòðûµi =
τ0

τi
, i = 1, 2, 3, õàðàêòåðèçóþò ðàçëè÷íóþïðîäîëæèòåëüíîñòü êëåòî÷íûõ

öèêëîâ, à êîýôôèöèåíòû a0, a1, a2, a3, b1, b2, b3, c3 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíè-
ÿìè:

a0 = (1− A0)M0(1− 2(γ01 + γ02))− A0, a1 = (1− A1)M1(1− 2γ13)− A1,

a2 = (1− A2)M2(1− 2γ23)− A2, a3 = (1− A3)M3 − A3,

b1 = 2(1− A0)M0γ01, b2 = 2(1− A0)M0γ02,

b3 = 2(1− A1)M1γ13, c3 = 2(1− A2)M2γ23.

(6)

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ÷åòûðåõ ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî îïèñàòü ðàçâèòèå êëåòî÷íîé ïîïó-
ëÿöèîííîé ñèñòåìû íà ðàííèõ ýòàïàõ êóëüòèâèðîâàíèÿ ñòâîëîâûõ êëåòîê â ìîíîñëîå ïðè
íåáîëüøîé ïëîòíîñòè ïîñåâà.

2. Àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû

×èñëåííîñòè íîðìàëüíûõ êëåòîê (i = 0), àíîìàëüíûõ êëåòîê ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà (i =

1, 2) è ïðàêòè÷åñêè áåññìåðòíûõ êëåòîê (i = 3) â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû
íå ìîãóò ñòàòü îòðèöàòåëüíûìè, ÷òî íàêëàäûâàåò åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå
ìîäåëè. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (5) ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé, áóäåì èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû
ïðè t ≥ 0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

K+ =
{
(x0, x1, x2, x3) ∈ R4: xi ≥ 0, i = 0, 1, 2, 3

}
.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó, ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå [13], ìîæíî ïîêàçàòü ïîëîæèòåëüíóþ èí-
âàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà K+. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû (5), íà÷èíàþùèåñÿ â
ìíîæåñòâåK+, íå âûõîäÿò èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïðè âîçðàñòàíèè t, ò.å. ÷èñëåííîñòè âñåõ ïîïó-
ëÿöèé îñòàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû îñíîâàíî
íà àíàëèçå ïîâåäåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöàõ ìíîæåñòâàK+. Âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû
ìîæåò áûòü íàïðàâëåíî ëèáî âíóòðü ìíîæåñòâà K+, ëèáî ïî êàñàòåëüíîé ê åãî ãðàíèöàì.
Â ìàòðè÷íîì âèäå ñèñòåìà (5) èìååò âèä

ẋ0

ẋ1

ẋ2

ẋ3

 =


a0 0 0 0

b1 µ1a1 0 0

b2 0 µ2a2 0

0 µ1b3 µ2c3 µ3a3




x0

x1

x2

x3

. (7)

Ñèñòåìà (7) áóäåò ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè äàííîé ìàòðèöû. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà (7) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïî-
êîÿ O(0, 0, 0, 0).

Íàóêà è Îáðàçîâàíèå. ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà 563

http://technomag.bmstu.ru


Òàê êàê ìàòðèöà ñèñòåìû (7) íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ, åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû äèà-
ãîíàëüíûì ýëåìåíòàì:

λ0 = a0 = (1−A0)M0(1− 2(γ01 + γ02))−A0, λ1 = µ1a1 = µ1((1−A1)M1(1− 2γ13)−A1),

λ2 = µ2a2 = µ2((1− A2)M2(1− 2γ23)− A2), λ3 = µ3a3 = µ3((1− A3)M3 − A3),

ãäå a0, a1, a2, a3 îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (6).
×èñëåííîñòü âñåé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû áóäåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü, åñëè ïî-

ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâî, ïðè ýòîì ÷èñëåííîñòè îòäåëüíûõ ïîïóëÿöèé ìîãóò êàê
âîçðàñòàòü, òàê è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Åñëè ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî (âåùåñòâåííûå ÷àñòè âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ìàòðèöû ìåíüøå íóëÿ), òî ÷èñëåííîñòè âñåõ ïîïóëÿöèé áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì
t, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãèáåëè âñåé êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèè. Óñëîâèÿ λi < 0 ìîæíî çàïèñàòü êàê
îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìèòîçàMi, i = 0, 1, 2, 3. Ìîæíî
âèäåòü, ÷òî íåðàâåíñòâà λi < 0, i = 0, 1, 2, 3, ýêâèâàëåíòíû íåðàâåíñòâàì

M0 <
A0

(1− 2(γ01 + γ02))(1− A0)
; (8)

M1 <
A1

(1− 2γ13)(1− A1)
; (9)

M2 <
A2

(1− 2γ23)(1− A2)
; (10)

M3 <
A3

(1− A3)
(11)

ñîîòâåòñòâåííî.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àè, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïî-

ñêîëüêó ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå ìèòîç è àïîïòîç, ëåæàò â èíòåðâàëå (0, 1), òî ýòè ñëó÷àè
ñîîòâåòñòâóåò âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâ 1− 2(γ01 + γ02) 6= 0, 1− 2γ13 6= 0 è 1− 2γ23 6= 0.
Óòâåðæäåíèå 1. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (7) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïîêîÿ O(0, 0, 0, 0);

äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ýòîé òî÷êè ÿâëÿþòñÿ:

1) ïðè γ01 + γ02 >
1
2
, γ13 >

1
2
, γ23 >

1
2
| íåðàâåíñòâî (11);

2) ïðè γ01 + γ02 >
1
2
, γ13 <

1
2
, γ23 <

1
2
| óñëîâèÿ (9), (10) è (11);

3) ïðè γ01 + γ02 <
1
2
, γ13 >

1
2
, γ23 >

1
2
| óñëîâèÿ (8), (11);

4) ïðè γ01 + γ02 <
1
2
, γ13 <

1
2
, γ23 <

1
2
| óñëîâèÿ (8), (9), (10) è (11);

5) ïðè γ01 + γ02 >
1
2
, γ13 <

1
2
, γ23 >

1
2
| óñëîâèÿ (9) è (11);

6) ïðè γ01 + γ02 >
1
2
, γ13 >

1
2
, γ23 <

1
2
| óñëîâèÿ (10) è (11);

7) ïðè γ01 + γ02 <
1
2
, γ13 >

1
2
, γ23 <

1
2
| óñëîâèÿ (8), (10) è (11);

8) ïðè γ01 + γ02 <
1
2
, γ13 <

1
2
, γ23 >

1
2
| óñëîâèÿ (8), (9) è (11).
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Åñëè â êàêîì-ëèáî ñëó÷àå âìåñòî îäíîãî èç óêàçàííûõ íåðàâåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâî-
ïîëîæíîå ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, òî òî÷êà ïîêîÿ O(0, 0, 0, 0) íåóñòîé÷èâà.
Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè:

A0 = 0.3; A1 = 0.9; A2 = 0.9; A3 = 0.01;

M0 = 0.98; M1 = 0.75; M2 = 0.65; M3 = 0.97;

γ01 = 0.06; γ02 = 0.02; γ13 = 0.00000005; γ23 = 0.00000005;

µ1 = µ2 = µ3 = 1.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé îò âðåìåíè, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 1, 2,
äåìîíñòðèðóþò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò âñåõ ïîïóëÿöèé. Îòìåòèì, ÷òî íà íà÷àëüíîì ýòàïå
êîëè÷åñòâî <ïðàêòè÷åñêè áåññìåðòíûõ> êëåòîê ìàëî, îäíàêî ÿâíî âèäíà òåíäåíöèÿ áûñòðîãî
ðîñòà èõ ÷èñëåííîñòè.

3. Ó÷åò îãðàíè÷åííîñòè ðåñóðñîâ

Ñòâîëîâûå êëåòêè äëÿ èññëåäîâàíèé èëè ïåðåñàäêè ïàöèåíòó ìîæíî ïîëó÷èòü â íåáîëü-
øèõ êîëè÷åñòâàõ ëèáî îò ñàìîãî ïàöèåíòà, ëèáî îò äîíîðà, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîãî
êîëè÷åñòâà ìàòåðèàëà êëåòêè âûðàùèâàþò â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in vitro), íàèáîëåå ýêî-
íîìè÷íûé ñïîñîá | êóëüòèâèðîâàíèå ñòâîëîâûõ êëåòîê â ìîíîñëîå â ÷àøêàõ Ïåòðè èëè â
êóëüòóðàëüíûõ ôëàêîíàõ [17]. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè êóëüòèâèðîâàíèè êëåòîê in vitro íàáëþäà-
åòñÿ ýôôåêò <êîíòàêòíîãî òîðìîæåíèÿ>, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåäëåíèè ñêîðîñòè ðîñòà
êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèè â ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ êîíòàêòà ìåæäó êëåòêàìè [18].

Ðèñ. 1. Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ (1) è àíîìàëüíûõ êëåòîê
ïåðâîãî (2) è âòîðîãî (3) òèïîâ. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü
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Ðèñ. 2. Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé <ïðàêòè÷åñêè áåññìåðòíûõ> êëåòîê.
Ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Äëÿ ó÷åòà êîíòàêòíîãî òîðìîæåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (5){(6) çàäàäèì ôóíêöèî-
íàëüíóþ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ ìèòîçàM0,M1,M2 èM3 îò îáùåãî êîëè÷åñòâà êëåòîê
â ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå. Ñëó÷àþ ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ ìèòîçà Mi, i = 0, 1, 2, 3,
áóäåò îòâå÷àòü ñèòóàöèÿ, êîãäà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé äîñòàòî÷íî ìàëû è êîíêóðåíöèÿ çà
ðåñóðñû íå ïðîÿâëÿåòñÿ. Ó÷åò êîíêóðåíöèè çà ðåñóðñû ìîæíî ìîäåëèðîâàòü òàêèì âûáîðîì
ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòèMi(x0, x1, x2, x3), i = 0, 1, 2, 3, ÷òîáû ýòè ôóíêöèè óáûâàëè ñ
ðîñòîì x0, x1, x2 è x3 (ïî îòäåëüíîñòè) è ñòðåìèëèñü ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè
çíà÷åíèé xi, i = 0, 1, 2, 3. Ñëåäóÿ ðàáîòå [13], ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèè

Li = Li(x0, x1, x2, x3) = αi − βi0x0 − βi1x1 − βi2x2 − βi3x3. (12)

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ôóíêöèèMi, i = 0, 1, 2, 3, â âèäå

Mi = max(0, min(1, Li)).

Â ðåçóëüòàòå ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû èìååò ïîëèíîìèàëüíûé âèä.
Ïàðàìåòðû αi è βij , âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâ (12), èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:
αi | äîëÿ êëåòîê â i-é ïîïóëÿöèè êëåòîê, ðàçäåëèâøèõñÿ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå

äëèòåëüíîñòè ïðè îòñóòñòâèè âíóòðèïîïóëÿöèîííîé è ìåæïîïóëÿöèîííîé êîíêóðåíöèè,
0 ≤ αi ≤ 1, i = 0, 1, 2, 3;

βij | óìåíüøåíèå äîëè äåëÿùèõñÿ êëåòîê íà âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τi êàê
çà ñ÷åò âíóòðè ïîïóëÿöèîííîé (j = i), òàê è çà ñ÷åò ìåæïîïóëÿöèîííîé (j 6= i) êîíêóðåíöèè.
Â ñèëó óêàçàííîé èíòåðïðåòàöèè ïðèìåì βij ≥ 0, i, j = 0, 1, 2, 3.
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Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ìîäåëè (ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé
ôóíêöèåé ìèòîçà) ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè:

A0 = 0.1; A1 = 0.8; A2 = 0.8; A3 = 0.01;

α0 = 0.98; α1 = 0.80; α2 = 0.65; α3 = 0.97;

β00 = 0.02; β01 = 0.05; β02 = 0.05; β03 = 0.05;

β10 = 0.05; β11 = 0.07; β12 = 0.05; β13 = 0.07;

β20 = 0.06; β21 = 0.06; β22 = 0.06; β23 = 0.08;

β30 = 0.02; β31 = 0.02; β32 = 0.02; β33 = 0.01;

γ01 = 0.065; γ02 = 0.040; γ13 = 0.5 · 10−7; γ23 = 0.5 · 10−7;

µ1 = 1; µ2 = 1; µ3 = 1.

Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé îò âðåìåíè, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 3{6, íà
äîñòàòî÷íî áîëüøîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè äåìîíñòðèðóþò ñòðåìëåíèå ÷èñëåííîñòåé ïåðâûõ
òðåõ ïîïóëÿöèé ê ïî÷òè ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì. Òàêîé ñöåíàðèé ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèîííîé
ñèñòåìû íàïîìèíàåò îäèí èç áëàãîïðèÿòíûõ ñöåíàðèåâ ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû
èõ äâóõ òèïîâ êëåòîê [12], êîãäà ñèñòåìà ïðèõîäèò â óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, â
êîòîðîì ïðåîáëàäàþò íîðìàëüíûå êëåòêè. Îäíàêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì âðåìåíè êóëüòè-
âèðîâàíèÿ ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû íà÷èíàþò îêàçûâàòü
<ïðàêòè÷åñêè áåññìåðòíûå> êëåòêè. Ýòà ïîïóëÿöèÿ ñòàíîâèòñÿ äîìèíèðóþùåé è ïðèâîäèò
ê ãèáåëè îñòàëüíûå òðè ïîïóëÿöèè.
Îòìåòèì, ÷òî íåäîñòàòêîì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé çàâè-

ñèìîñòè ìèòîçà îò êîëè÷åñòâà êëåòîê ðàçíîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðàçáèâàòü ìíî-
æåñòâîK+ íà 16 ïîäìíîæåñòâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ôóíêöèè ìèòîçà îïðåäåëÿþòñÿ îñîáûì

Ðèñ. 3. Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ (1) è àíîìàëüíûõ
êëåòîê ïåðâîãî (2) è âòîðîãî (3) òèïîâ. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü
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Ðèñ. 4. Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé <ïðàêòè÷åñêè
áåññìåðòíûõ> êëåòîê. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé àíîìàëüíûõ êëåòîê ïåðâîãî (1) è âòîðîãî
(2) òèïîâ îò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ êëåòîê. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü

îáðàçîì. Ýòîãî íåäîñòàòêà ëèøåíû, íàïðèìåð, ìîäåëè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòüþ
ìèòîçà îò êîëè÷åñòâà êëåòîê ðàçíîãî òèïà.

4. Ìîäåëü ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ìèòîçà

Îïèðàÿñü íà ðàáîòó [13], âîçüìåì ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè êîýôôèöè-
åíòîâ ìèòîçàM0,M1,M2 èM3 îò êîëè÷åñòâà êëåòîê ðàçíîãî òèïà â ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå:

Mi = Mi(x0, x1, x2, x3) = αie
L̃i , (13)
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé îò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé <ïðàêòè÷åñêè
áåññìåðòíûõ> êëåòîê îò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ êëåòîê. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü

ãäå

L̃i = L̃i(x0, x1, x2, x3) = −βi0

αi

x0 −
βi1

αi

x1 −
βi2

αi

x2 −
βi3

αi

x3, i = 0, 1, 2, 3. (14)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ôóíêöèè L̃i âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèè Li (12)
è αie

L̃i ñîâïàäàëè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè âáëèçè òî÷êè O, ò.å. ïðè ìàëûõ ÷èñëåííîñòÿõ
âñåõ ÷åòûðåõ ïîïóëÿöèé.

Ôóíêöèè Mi = Mi(x0, x1, x2, x3) ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, óáûâàþùèìè ñ ðîñòîì
êàæäîé ïåðåìåííîé è ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ ïðè xi → +∞, i = 0, 1, 2, 3. Âáëèçè îñîáîé
òî÷êè ïîêîÿ O(0, 0, 0, 0) ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü è êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ìîäåëü ñ îäíèìè è
òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè αi è βij ñîâïàäàþò ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ, è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ
îäíîâðåìåííî óñòîé÷èâûìè èëè íåóñòîé÷èâûìè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.

Àíàëîãè÷íî [13], ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìîäåëè (5), (6), (13, (14) ìíîæåñòâî K+ (ïåð-
âûé îðòàíò) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíûì, ò.å. òðàåêòîðèè óêàçàííûõ ìîäåëåé íå
âûõîäÿò çà ïðåäåëû äàííîãî ìíîæåñòâà, à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ìîäåëè êîìïàêòà (øàðà)
x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ R2, òàêîãî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå {x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ R2}⋂

K+ ÿâëÿ-
åòñÿ êîìïàêòíûì ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì äàííîé ñèñòåìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ
íàõîäÿùàÿñÿ âíå ýòîãî øàðà òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðèäåò âíóòðü äàííîãî
ìíîæåñòâà, ò.å. ðåøåíèå ñèñòåìû íå óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü.

Íà÷àëî êîîðäèíàò | òî÷êà O(0, 0, 0, 0)| ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ ñèñòåìû (5), (6), (13),
(14) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòåðèåâ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè ýòîé òî÷êè âûïèøåì ìàòðèöó ßêîáè â ýòîé òî÷êå. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ
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ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè ñèñòåìû (5), (6), (13), (14) â òî÷êå O(0, 0, 0, 0) èìååò âèä
J11 0 0 0

J21 J22 0 0

J31 0 J33 0

0 J42 J43 J44

 , (15)

ãäå

J11 = α0(1− A0)(1− 2(γ01 + γ02))− A0, J33 = µ2(α2(1− A2)(1− 2γ23)− A2),

J21 = 2α0(1− A0)γ01, J42 = 2µ1α1(1− A1)γ13,

J22 = µ1(α1(1− A1)(1− 2γ13)− A1), J43 = 2µ2α2(1− A2)γ23,

J31 = 2α0(1− A0)γ02, J44 = µ3(α3(1− A3)− A3).

Çäåñü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé M0, M1, M2 è M3 âçÿòû â òî÷êå O(0, 0, 0, 0). Èç ïîëó÷åííûõ
ñîîòíîøåíèé ëåãêî ïîëó÷èòü êðèòåðèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òî÷êè O(0, 0, 0, 0)

â ìîäåëè.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ÷èñëåííîñòè âñåõ

ïîïóëÿöèé ñ ðîñòîì t áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãèáåëè âñåé êëåòî÷íîé
ïîïóëÿöèè. Èç óñëîâèé Jii < 0 âûòåêàþò îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà çíà÷åíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ αi, i = 0, 1, 2, 3.
Ìîæíî âèäåòü, ÷òî íåðàâåíñòâà Jii < 0, i = 1, 2, 3, 4, ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì

α0 <
A0

(1− 2(γ01 + γ02))(1− A0)
, (16)

α1 <
A1

(1− 2γ13)(1− A1)
, (17)

α2 <
A2

(1− 2γ23)(1− A2)
, (18)

α3 <
A3

(1− A3)
(19)

ñîîòâåòñòâåííî.
Êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àè, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå

÷èñëà ìàòðèöû ßêîáè (15) îòëè÷íû îò íóëÿ.
Óòâåðæäåíèå 2. Â ýêñïîíåíöèàëüíîé ìîäåëè (5), (6), (13), (14) òî÷êà ïîêîÿO(0, 0, 0, 0)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïðè γ01 + γ02 >
1
2
, γ13 >

1
2
, γ23 > 1

2
| íåðàâåíñòâî (19);

2) ïðè γ01 + γ02 >
1
2
, γ13 <

1
2
, γ23 < 1

2
| óñëîâèÿ (17), (18) è (19);

3) ïðè γ01 + γ02 <
1
2
, γ13 >

1
2
, γ23 >

1
2
| óñëîâèÿ (16), (19);

4) ïðè γ01 + γ02 <
1
2
, γ13 <

1
2
, γ23 <

1
2
| óñëîâèÿ (16), (17), (18) è (19);
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5) ïðè γ01 + γ02 >
1
2
, γ13 <

1
2
, γ23 >

1
2
| óñëîâèÿ (17) è (19);

6) ïðè γ01 + γ02 >
1
2
, γ13 >

1
2
, γ23 <

1
2
| óñëîâèÿ (18) è (19);

7) ïðè γ01 + γ02 <
1
2
, γ13 >

1
2
, γ23 <

1
2
| óñëîâèÿ (16), (18) è (19);

8) ïðè γ01 + γ02 <
1
2
, γ13 <

1
2
, γ23 >

1
2
| óñëîâèÿ (16), (17) è (19).

Åñëè â êàêîì-ëèáî ñëó÷àå âìåñòî îäíîãî èç óêàçàííûõ íåðàâåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâî-
ïîëîæíîå ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, òî òî÷êà ïîêîÿ O(0, 0, 0, 0) íåóñòîé÷èâà.
Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ìîäåëè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ìèòîçà

ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè:

A0 = 0.1; A1 = 0.8; A2 = 0.8; A3 = 0.01;

α0 = 0.98; α1 = 0.80; α2 = 0.65; α3 = 0.97;

β00 = 0.02; β01 = 0.05; β02 = 0.05; β03 = 0.05;

β10 = 0.05; β11 = 0.07; β12 = 0.05; β13 = 0.07;

β20 = 0.06; β21 = 0.06; β22 = 0.06; β23 = 0.08;

β30 = 0.02; β31 = 0.02; β32 = 0.02; β33 = 0.01;

γ01 = 0.065; γ02 = 0.040; γ13 = 0.5 · 10−7; γ23 = 0.5 · 10−7;

µ1 = 1; µ2 = 1; µ3 = 1.

Óêàçàííûå ïàðàìåòðû ñîâïàäàþò ñ ïàðàìåòðàìè, âûáðàííûìè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåìû
ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé ìèòîçà.
Êàê è â ñëó÷àå êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé ìèòîçà, ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ÷èñëåííî-

ñòåé ïîïóëÿöèé îò âðåìåíè, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 7{10, íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ïðîìåæóòêå

Ðèñ. 7. Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ (1) è àíîìàëüíûõ
êëåòîê ïåðâîãî (2) è âòîðîãî (3) òèïîâ. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü
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Ðèñ. 8. Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé <ïðàêòè÷åñêè
áåññìåðòíûõ> êëåòîê. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü

Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé àíîìàëüíûõ êëåòîê ïåðâîãî (1) è âòîðîãî
(2) òèïîâ îò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ êëåòîê. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü

âðåìåíè äåìîíñòðèðóþò ñòðåìëåíèå ÷èñëåííîñòåé ïåðâûõ òðåõ ïîïóëÿöèé ê ïî÷òè ïîñòîÿí-
íûì çíà÷åíèÿì. Îäíàêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì âðåìåíè êóëüòèâèðîâàíèÿ ñóùåñòâåííîå
âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû íà÷èíàþò îêàçûâàòü <ïðàêòè÷åñêè áåññìåðò-
íûå> êëåòêè. Ýòà ïîïóëÿöèÿ ñòàíîâèòñÿ äîìèíèðóþùåé è ïðèâîäèò ê ãèáåëè îñòàëüíûå òðè
ïîïóëÿöèè.

Îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ
ôóíêöèé ìèòîçà, çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî ïðîöåññû îêàçûâàþòñÿ áîëåå ðàñòÿíóòûìè ïî
âðåìåíè, õîòÿ êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ïðîöåññîâ ñîõðàíÿåòñÿ ïðåæíèì.
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Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé <ïðàêòè÷åñêè áåññìåðòíûõ> êëåòîê
îò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ êëåòîê. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííàÿ íîâàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû, âêëþ÷àþùåé ÷åòûðå
âçàèìîäåéñòâóþùèõ êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèè è ó÷èòûâàþùåé êîíêóðåíöèþ çà ðåñóðñû, ïî-
çâîëÿåò ëó÷øå ïîíÿòü ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè <ïðàêòè÷åñêè áåñ-
ñìåðòíûõ> êëåòîê.
Õîòÿ â íà÷àëå ìîäåëèðîâàíèÿ êîëè÷åñòâî òàêèõ êëåòîê ïðèíèìàëîñü ðàâíûì íóëþ, ïðè

íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïåðåõîä èç ïîïóëÿöèé àíåóïëîèäíûõ êëå-
òîê â ïîïóëÿöèþ <ïðàêòè÷åñêè áåññìåðòíûõ> êëåòîê, ýòà ïîïóëÿöèÿ ñ íåèçáåæíîñòüþ âîç-
íèêàåò è çàòåì, êàê ïðàâèëî, ïîäàâëÿåò ðàçâèòèå îñòàëüíûõ ïîïóëÿöèé, ïîñêîëüêó ýòè êëåòêè
èìåþò âðåìÿ æèçíè, çíà÷èòåëüíî áîëüøåå âðåìåíè æèçíè íîðìàëüíûõ êëåòîê, è áîëåå àê-
òèâíî äåëÿòñÿ.
Òàêîå ïîâåäåíèå ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû ïðè êóëüòèâèðîâàíèè in vitro îáóñëîâëåíî îò-

ñóòñòâèåì êàêèõ-ëèáî âîçäåéñòâèé, óãíåòàþùèõ ðàçâèòèå <ïðàêòè÷åñêè áåññìåðòíûõ> êëå-
òîê ïðè óñëîâèè, ÷òî êîíêóðåíöèþ çà ðåñóðñû îíè <âûèãðûâàþò>.
Èñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé ìèòîçà îêàçàëîñü áîëåå óäîá-

íûì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè è ïðèâîäèò ê òåì
æå êà÷åñòâåííûì ðåçóëüòàòàì. Ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé
ìèòîçà (âîçìîæíîñòü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ àíàëèòè÷åñêè íàõîäèòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
ñèñòåìû) íèâåëèðóþòñÿ ñëîæíîñòüþ ó÷åòà èçìåíåíèé ïðàâîé ÷àñòè ìîäåëè â ðàçëè÷íûõ
òî÷êàõ.
Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîå âðåìÿ áåçîïàñíîãî

êóëüòèâèðîâàíèÿ ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû ñòâîëîâûõ êëåòîê in vitro. Ïðåâûøåíèå ýòîãî
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âðåìåíè ìîæåò ïðèâåñòè ê ïðåîáëàäàíèþ â ïîïóëÿöèè <ïðàêòè÷åñêè áåññìåðòíûõ êëåòîê>,
÷òî îçíà÷àåò ôàêòè÷åñêè íåâîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî ìàòåðèàëà â êëåòî÷íîé
òðàíñïëàíòîëîãèè.
Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íûõ ïðîåêòîâ

¹ 13-07-00720 è ¹ 15-07-05489.
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Research of Cell Population Dynamics
with Two Arbitrary Mutations
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1Bauman Moscow State Technical University, Russia
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The article proposes population system models for an isolated population system consisting
of the human stem cells of four types: normal cells, abnormal cells of two types (for example,
aneuploidic and polyuploidic) and practically \immortal" (cancer) cells. The population system
develops in vitro. When dividing, the normal cells, as a result of mutations, may become abnormal
cells of one of the two types; subsequently, as a result of further mutations, abnormal cells of
either type may become practically \immortal". Transformation of abnormal cells of one type
into abnormal cell of the other type is assumed to be impossible. Two models of cell population
dynamics have been developed: with no resource limits and in a competitive resource environment.
By specifying the dependences of the cell division rates on the number of cells in the population
the mathematical model takes into consideration a competition in limited resources. The article
discusses piece-wise linear and exponential dependencies. The models allow us to study the
processes of forming abnormal and \immortal" cell populations, as well as the processes of their
parallel development. Analysis of model trajectories shows that the trajectories starting in the first
octant stay within it. This is in compliance with biological interpretation of the models. The paper
presents results of numerical modeling.
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