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ñ ìíîãèìè ïîòîêàìè êîìàíä è îäíèì ïîòîêîì äàííûõ
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ÂÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà âåäåòñÿ ïðîåêò ïî ðàçðàáîòêå ïðèíöèïîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âû÷èñëè-
òåëüíîé ñèñòåìû ñ ïðèíöèïèàëüíî íîâîé àðõèòåêòóðîé. Ðàçðàáîòàí äåéñòâóþùèé îáðàçåö ñè-
ñòåìû, ïîçâîëèâøèé îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííûõ àïïàðàòíûõ è ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ, à òàêæå àíàëèç ïðèíöèïîâ ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ íîâîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîäû î åå ýôôåêòèâíîñòè
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, ñâÿçàííîé ñ îáðàáîòêîé ìíîæåñòâ. Íîâàÿ àðõè-
òåêòóðà îñíîâàíà íà ïðÿìîé àïïàðàòíîé ïîääåðæêå îïåðàöèé äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, ÷òî âûðà-
æàåòñÿ â ïðèìåíåíèè ñïåöèàëüíûõ ñðåäñòâ îáðàáîòêè ìíîæåñòâ è ñòðóêòóð äàííûõ. Â ðàìêàõ
ïðîåêòà ðàçðàáîòàíî ñïåöèàëüíîå óñòðîéñòâî | Ïðîöåññîð îáðàáîòêè ñòðóêòóð (ÑÏ), êîòîðîå
ïîâûøàåò ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ òàêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñè-
ñòåìû. Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ ïðèâåäåíû áàçîâûå ïðèíöèïû îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî
ïðîöåññà â ÌÊÎÄ ñèñòåìå, ïðåäñòàâëåíà ñòðóêòóðà è îñîáåííîñòè ðàáîòû Ïðîöåññîðà îáðà-
áîòêè ñòðóêòóð, ïîêàçàíû îáùèå ïðèíöèïû ðåøåíèÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè íà ãðàôàõ.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà àëãîðèòìà ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ïîêðûâàþùåãî äåðåâà:
àëãîðèòìû Êðóñêàëà è Ïðèìà. Èññëåäóþòñÿ âàðèàíòû ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ äëÿ äâóõ ðåæèìîâ
ðàáîòû ÑÏ: ðåæèìà ñîïðîöåññîðà è ðåæèìà ÌÊÎÄ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî
ñðàâíåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ÌÊÎÄ ñèñòåìû â ðåæèìå ñîïðîöåññîðà ñ óíèâåðñàëüíûìè ÝÂÌ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàô; ìíîãî ïîòîêîâ êîìàíä è îäèí ïîòîê äàííûõ; ïðîöåññîð îáðàáîòêè
ñòðóêòóð; ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî; àëãîðèòì Êðóñêàëà; àëãîðèòì Ïðèìà

Ââåäåíèå

Îáðàáîòêà ìíîæåñòâ äèñêðåòíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé áîëüøîãî êîëè÷åñòâà àëãî-
ðèòìîâ îïòèìèçàöèè, âêëþ÷àÿ àëãîðèòìû íà ãðàôàõ è ñåòÿõ. Ìíîæåñòâà ïðèíÿòî ïðåäñòà-
âëÿòü â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ â âèäå âåêòîðíûõ ñòðóêòóð äàííûõ (âåêòîðîâ, ìàòðèö) èëè
â âèäå ñïèñêîâûõ ñòðóêòóð äàííûõ (ñïèñêîâ, äåðåâüåâ). Ðàçðàáîòàíûè àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ
íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ñòðóêòóð äàííûõ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæ-
íîñòü àëãîðèòìîâ [1, 2]. Îäíàêî, ïðè ðåàëèçàöèè òàêèõ ñòðóêòóð íà óíèâåðñàëüíûõ ÝÂÌ
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îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ïðîãðàìì ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïèñêîâûõ ñòðóê-
òóð îêàçûâàåòñÿ âûøå îæèäàåìîé (äëÿ ðÿäà îïåðàöèé ñïèñêîâûå ñòðóêòóðû îáðàáàòûâà-
þòñÿ â íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ðàç ìåäëåííåå, ÷åì âåêòîðíûå). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñóùåñòâåííûìè
êîíñòðóêòèâíûìè îñîáåííîñòÿìè ñîâðåìåííûõ ìèêðîïðîöåññîðîâ, òàêèõ êàê: êîíâåéåðíàÿ
îðãàíèçàöèÿ ìèêðîïðîöåññîðîâ, âèðòóàëèçàöèÿ ïàìÿòè, ðàññëîåíèå ïàìÿòè [3, 4, 5]. Â íàñòî-
ÿùèé ìîìåíò àêòèâíî âåäåòñÿ ïîèñê íîâûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí
è ñèñòåì, îáëàäàþùèõ áîëåå âûñîêèì áûñòðîäåéñòâèåì [6, 7, 8, 9, 10]. ïðè ñîõðàíåíèè èõ
óíèâåðñàëüíîñòè.
Ïðèíöèïû ðàáîòû âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû ÌÊÎÄ îñíîâàíû íà ðàçäåëåíèè ïîòîêîâ

êîìàíä îáðàáîòêè ñòðóêòóð äàííûõ íà äâà ïîòîêà: îáðàáîòêè ñòðóêòóðíîé ñîñòàâëÿþùåé ñ
ïîìîùüþïðîöåññîðà îáðàáîòêè ñòðóêòóð; àðèôìåòèêî-ëîãè÷åñêîé îáðàáîòêè ñêàëÿðíûõ âå-
ëè÷èí öåíòðàëüíûì ïðîöåññîðîì. Îáà óñòðîéñòâà èìåþò íåçàâèñèìóþ ïàìÿòü äëÿ õðàíåíèÿ
êîìàíä è äàííûõ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ ïî êðàéíåé
ìåðå äâóõ ïîòîêîâ êîìàíä [11, 12, 13].
Â àëãîðèòìàõ îïòèìèçàöèè, äàííûå â êîòîðûõïðåäñòàâëåíûâ âèäåìíîæåñòâ äèñêðåòíûõ

âåëè÷èí, òðåáóåòñÿ âûïîëíÿòü ðÿä áàçîâûõ îïåðàöèé, òàêèõ êàê: êâàíòîðû îáùíîñòè, êâàí-
òîðû ñóùåñòâîâàíèÿ, îïåðàöèè âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà è ðÿä äðóãèõ.
Íà îñíîâå òàêèõ îïåðàöèé ñôîðìèðîâàí íàáîð êîìàíä ïðîöåññîðà îáðàáîòêè ñòðóêòóð (ÑÏ).
ÑÏ ðåàëèçóåò â ñèñòåìå ÌÊÎÄ íàáîð ôóíêöèé, ïîçâîëÿþùèé áåç ó÷àñòèÿ ïðîãðàììèñòà
îñóùåñòâëÿòü õðàíåíèå è îáðàáîòêó ñòðóêòóð äàííûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâà àëãî-
ðèòìà [14].

• Ðåàëèçàöèÿ îïåðàöèé íàä ñòðóêòóðàìè äàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ êëþ÷àìè. Êëþ÷
ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ñòðóêòóðíîé ÷àñòè èíôîðìàöèè è ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü äàííûå. Â
äàííîì èññëåäîâàíèè èñïîëüçîâàí âàðèàíò ÑÏ ñ ðàçìåðîì êëþ÷à 32 áèò è àíàëîãè÷íûì ïî-
ëåì äàííûõ. Ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ êîìàíä ïåðåäàþòñÿ â ÖÏ äëÿ ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè
âû÷èñëèòåëüíûì àëãîðèòìîì.
• Óïðàâëåíèå ïàìÿòüþ ïðè õðàíåíèè èíôîðìàöèè ñòðóêòóð äàííûõ. Â óíèâåðñàëü-

íûõ ÝÂÌ âûäåëåíèå ïàìÿòè îòíîñèòñÿ ê ôóíêöèÿì îïåðàöèîííîé ñèñòåìû è ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç âàæíåéøèõ çàäà÷. Ìåíåäæåðû ïàìÿòè îïåðàöèîííûõ ñèñòåì, â ñâîþ î÷åðåäü, ñòðîÿòñÿ
íà îñíîâå ñòðóêòóð äàííûõ: êðàñíî-÷¸ðíûõ äåðåâüåâ, î÷åðåäåé è ïð. Â ÌÊÎÄ-ñèñòåìå
âûäåëåíèå è îñâîáîæäåíèå ïàìÿòè, èñïîëüçóåìîé ïðè õðàíåíèè ñòðóêòóð äàííûõ, âûïîëíÿ-
þòñÿ àïïàðàòíî ïðè ïîìîùè ÑÏ. Ïîìèìî ýòîãî, ÑÏ îáåñïå÷èâàåò õðàíåíèå îäíîâðåìåííî
íåñêîëüêèõ ñòðóêòóð äàííûõ â ñâîåé ëîêàëüíîé ïàìÿòè, ÷òî ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü òàêèå
îïåðàöèè, êàê îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è äîïîëíåíèå.
•Èñïîëíåíèå óïðàâëÿþùèõ ïðîãðàìì îáðàáîòêè ñòðóêòóð äàííûõ. ÑÏ âûïîë-

íÿåò êîä, õðàíèìûé â ëîêàëüíîé ïàìÿòè êîìàíä â âèäå ïðîãðàìì, êîòîðûå ñîñòàâëåíû
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåçóëüòàòû èõ èñïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâîâàëè õîäó âû÷èñëèòåëüíîãî
ïðîöåññà â ÖÏ.
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• Ñèíõðîíèçàöèÿ ñ âû÷èñëèòåëüíûì ïðîöåññîì â ÖÏ. ÑÏ ôóíêöèîíèðóåò ïîä óïðà-
âëåíèåì ñîáñòâåííîé ïðîãðàììû, âûáèðàåìîé èì èç ëîêàëüíîé ïàìÿòè êîìàíä. Ïðè âû-
ïîëíåíèè âåòâëåíèé â ïðîãðàììå ÖÏ òðåáóåòñÿ îáåñïå÷åíèå ñèíõðîíèçàöèè êîäà â îáîèõ
âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ: ÑÏ è ÖÏ. Ýòà ñèíõðîíèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâå ïåðåäà÷è
ñïåöèàëüíûõ êîìàíä ïåðåõîäà, ðåàëèçóþùèõ ìåõàíèçì ñëîæíûõ ñîáûòèé.

1. Îáçîð ïðåäûäóùèõ ðàáîò

Â [13] îïðåäåëåíû êëþ÷åâûå ïîíÿòèÿ â îáëàñòè îáðàáîòêè ñòðóêòóð äàííûõ, ÿâëÿþùèõñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì ìíîæåñòâ â ïàìÿòè ÝÂÌ, îñíîâàííûå íà òðóäàõ [1, 2]. Ïîêàçàíî, ÷òî
îáðàáîòêà äâóõ âèäîâ èíôîðìàöèè (äàííûõ è èõ ñòðóêòóðíûõ îòíîøåíèé) ìîæåò âåñòèñü
íåçàâèñèìî, ÷òî è èñïîëüçîâàíî â ñèñòåìå, àïïàðàòíî ðåàëèçóþùåé îáðàáîòêó ñòðóêòóð
äàííûõ è ìíîæåñòâ.
Â [12] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ è îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ

ÝÂÌ ñ àïïàðàòíîé ïîääåðæêîé îïåðàöèÿ íàä ñòðóêòóðàìè äàííûõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëî-
æåííàÿ àðõèòåêòóðà îòíîñèòñÿ ê êëàññó ÝÂÌ ñ ìíîãèìè ïîòîêàìè êîìàíä è îäíèì ïîòîêîì
äàííûõ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé âàðèàíòîâ ðåàëèçàöèè
ïðîöåññîðà îáðàáîòêè ñòðóêòóð. Â ðàáîòå [15] ïðèâîäÿòñÿ ïðèíöèïû îðãàíèçàöèè âû÷èñëè-
òåëüíûõ ñèñòåì ÌÊÎÄ, ïðåäëîæåíà ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ óñòðîéñòâ ñèñòåìû, îáåñïå÷èâà-
þùàÿ ïàðàëëåëüíîå âûïîëíåíèå ïîòîêîâ êîìàíä. Íà ïðèìåðå àëãîðèòìà Äåéêñòðû ïîèñêà
êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà ãðàôå ïîÿñíÿþòñÿ îñîáåííîñòè ðàçðàáîòêè ïðîãðàìì îïòèìèçàöèè è
õîä âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà â ñèñòåìå ÌÊÎÄ.
Â ðàáîòå [14] îïèñàíû îñíîâíûå ìåõàíèçìû äîñòóïà ê äàííûì, ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû

ýêñïåðèìåíòîâ èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðîöåññîðà îáðàáîòêè ñòðóêòóð ïðè âûïîë-
íåíèè îñíîâíûõ îïåðàöèé. Ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ àïïàðàòíîé ñëîæíîñòè ðåàëè-
çàöèè ïðîöåññîðà îáðàáîòêè ñòðóêòóð ñ àïïàðàòíîé ñëîæíîñòüþ óíèâåðñàëüíûõ ìèêðîïðî-
öåññîðîâ, âûïîëíÿþùèõ àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ. Â [16] ïðèâåäåíû ôîðìàòû êîìàíä ïðîöåñ-
ñîðà îáðàáîòêè ñòðóêòóð, ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìîâ ïðè ðåàëèçàöèè
â ÌÊÎÄ-ñèñòåìå, ïðåäëîæåí âàðèàíò àëãîðèòìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî
ïîòîêà íà ãðàôå äëÿ ÌÊÎÄ-ìîäåëè âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû, ïðåäëîæåíû âàðèàíòû ìîäè-
ôèêàöèè àðõèòåêòóðû ÌÊÎÄ-ñèñòåìû, âåäóùèå ê ïîâûøåíèþ åå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Â
[17] ðàññìîòðåíà ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ Áåëëìàíà | Ôîðäà è Ëè ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè
â ãðàôå, ïîëó÷åíà âåðñèÿ àëãîðèòìîâ ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè â ðåæèìå ñîïðîöåññîðà, à
òàêæå ïàðàëëåëüíàÿ âåðñèÿ â ðåæèìå ÌÊÎÄ.

2. Àëãîðèòìû ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà

Ïóñòü äàí ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G(V, E), ãäå V |ìíîæåñòâî âåðøèí, E |
ìíîæåñòâî ðåáåð. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà (u, v) îïðåäåëåí åãî âåñ w(u, v). Çàäà÷à ñîñòîèò â
íàõîæäåíèè ñâÿçíîãî àöèêëè÷åñêîãî ïîäãðàôà T ⊂ G, ñîäåðæàùåãî âñå âåðøèíû èñõîäíîãî
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ãðàôà G, ïðè÷åì âåñ åãî ðåáåð ìèíèìàëåí. Ïîäãðàô T íå ñîäåðæèò öèêëîâ è îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ñâÿçíîñòè, â ñâÿçè ñ ÷åìîííàçûâàåòñÿìèíèìàëüíûìîñòîâíûìäåðåâîì (minimum
spanning tree).
Àëãîðèòìû Êðóñêàëà è Ïðèìà îòíîñÿòñÿ ê êàòåãîðèè ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûõ (èëè òàê

íàçûâàåìûõ <æàäíûõ>), ò.å. íà êàæäîì øàãå ïðîèçâîäÿò âûáîð íàèëó÷øåãî âàðèàíòà, ÷òî,
îäíàêî, ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ îïòèìàëüíîãî êîíå÷íîãî ðåøåíèÿ. Àëãîðèòìû ìîãóò ïðè-
ìåíÿòüñÿ â çàäà÷àõ ïëàíèðîâàíèÿ â ãåîèíôîðìàöèîííûõ ñèñòåìàõ, ýíåðãåòèêå, òåëåêîììó-
íèêàöèÿõ, ïðè ïîñòðîåíèè ñåòåé ïåðåäà÷è äàííûõ, ïðîåêòèðîâàíèå ðàäèî è ýëåêòðîííîé
àïïàðàòóðû è ïðî÷èõ îáëàñòÿõ, òðåáóþùèõ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ðåñóð-
ñîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîêðûòèÿ âñåõ ðàñïðåäåëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå îáúåêòîâ [1, 2].

3. Àëãîðèòì Êðóñêàëà

Àëãîðèòì Êðóñêàëà âûïîëíÿåò ïîèñê ïîäìíîæåñòâà ðåáåð ãðàôà, êîòîðûå îáðàçóþò äå-
ðåâî íà âñåõ åãî âåðøèíàõ. Ïðè ýòîì ñóììàðíûé âåñ âñåõ ðåáåð ìèíèìàëåí ñðåäè âîçìîæíûõ
âàðèàíòîâ. Åñëè ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òî àëãîðèòì íàõîäèò ëåñ ìèíèìàëüíûõ ïîêðû-
âàþùèõ äåðåâüåâ.
Àëãîðèòì îñíîâàí íà îáúåäèíåíèè ïîääåðåâüåâ, åñëè èõ ñâÿçûâàåò ðåáðî ñ ìèíèìàëüíûì

âåñîì. Ðàññìîòðèì èäåþ àëãîðèòìà Êðóñêàëà (ðèñ. 1).
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êàæäàÿ âåðøèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíîå ïîääåðåâî

â ëåñó îñòîâíûõ äåðåâüåâ.

1. Ìíîæåñòâî E ñîäåðæèò âñå ðåáðà ãðàôà.
2. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåáðî ãðàôà èç ìíîæåñòâà E, êîòîðîå îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì âåñîì.
3. Åñëè ðåáðî ñâÿçûâàåò äâà ðàçëè÷íûõ ïîääåðåâà, îáúåäèíÿåì äâà ïîääåðåâà â îäíî.

Ðåáðî óäàëÿåòñÿ èç ìíîæåñòâà Е .
4. Åñëè ìíîæåñòâî Е ïóñòî, êîíåö àëãîðèòìà. Èíà÷å ïåðåõîä ê ï. 2.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè ïðåäñòàâëåíèè ãðàôà ñáàëàíñèðîâàí-
íûì äåðåâîì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äåéñòâèå 1 ïðåäïîëàãàåò ñîçäàíèå ñòðóê-
òóðû èç E ðåáåð, ÷òî òðåáóåò O(E log E). Âûáîðêà ðåáðà ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì òðåáóåò
O(log E), à êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (äåéñòâèÿ 2{4) ðàâíî |E|. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Êðóñêàëà ðàâíà O(E log E).
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñòðóêòóðû äàííûõ, îáåñïå÷èâàþùèå ðåàëèçàöèþ äåéñòâèé

àëãîðèòìà. Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà. Ãðàô äîëæåí áûòü çàäàí
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ êàæäîé âåðøèíû ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü èíäåêñ ïîääåðåâà, â
êîòîðîå îíà âõîäèò. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìîïðîâîäèòü ïðîöåäóðó îáúåäèíåíèÿïîääåðåâüåâ,
÷òî òðåáóåò îáõîäà âñåõ âõîäÿùèõ â ïîääåðåâî âåðøèí. Òàêæå íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü
ìíîæåñòâî ðåáåð, óïîðÿäî÷åííîå ïî èõ âåñó. Âûáîðêà äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ äëÿ î÷åðåäíîãî
ðåáðà ìèíèìàëüíîãî âåñà. Îáúåäèíèòü ñòîëü ïðîòèâîðå÷èâûå òðåáîâàíèÿ â îäíîé ñòðóêòóðå
íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïîýòîìó ðåàëèçóåì òðè ñòðóêòóðû.
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à á â

ã ä å

æ ç è

Ðèñ. 1. Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà Êðóñêàëà: à|èñõîäíûé ãðàô; á|îáúåäèíåíèå ïîääåðåâüåâB è
C â ïîääåðåâîB; â|îáúåäèíåíèå ïîääåðåâüåâD èG â ïîääåðåâîD; ã|îáúåäèíåíèå ïîääåðåâüåâ
E è F â ïîääåðåâî E; ä | îáúåäèíåíèå ïîääåðåâüåâ A è B â ïîääåðåâî A; å | îáúåäèíåíèå
ïîääåðåâüåâ A è D â ïîääåðåâî A; æ | îáúåäèíåíèå ïîääåðåâüåâ A è E â ïîääåðåâî A; ç |
îáúåäèíåíèå ïîääåðåâüåâ A è H â ïîääåðåâî A; è | ïðîñìîòð îñòàâøèõñÿ ðåáåð, îáðàçóþùèõ
öèêëû

Ñòðóêòóðà T äëÿ õðàíåíèÿ ëåñà ïîääåðåâüåâ ñîäåðæèò ñïèñêè ðåáåð äëÿ êàæäîãî ïîääå-
ðåâà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñòðóêòóðà T ñîäåðæèò ïîëÿ îïèñàíèÿ ïîääåðåâüåâ (òàê
íàçûâàåìûå èíäåêñíûå çàïèñè). Äëÿ çàïèñè ïîääåðåâà èñïîëüçóåòñÿ íîìåðà âåðøèí, îáðà-
çóþùèõ ðåáðî â ïîääåðåâå. Òàê êàê â íà÷àëüíûé ìîìåíò â ïîääåðåâüÿõ ñîäåðæèòñÿ òîëüêî
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ïî îäíîé âåðøèíå, âñå èíäåêñû ðàâíû åäèíèöå. Çàïèñè ñ íóëåâûì èíäåêñîì èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ õðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà âåðøèí â ïîääåðåâå: T.KEY = (subtree, index); äëÿ èíäåêñíîé
çàïèñè T.KEY = (subtree, 0) ïîëå T.DATA = (indexmax); äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ íåíóëåâûõ
èíäåêñîâ ïîëå äàííûõ ñîäåðæèò íîìåðà âåðøèí: T.DATA = (u, v). Ïîñëå âûïîëíåíèÿ àë-
ãîðèòìà ñòðóêòóðà T ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà, òàê êàê ïî äàííîé ñòðóêòóðå
îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî ïîääåðåâüåâ è ïðèíàäëåæíîñòü èì âåðøèí.
Ñòðóêòóðà G õðàíèò ìíîæåñòâî âåðøèí è íîìåðà èõ ïîääåðåâüåâ: G.KEY = (v), ãäå

v | íîìåð âåðøèíû; G.DATA = (subtree), ãäå subtree | íîìåð ïîääåðåâà. Â íà÷àëüíûé
ìîìåíò ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ âñåõ âåðøèí subtree = v. Äëÿ õðàíåíèÿ ìíîæåñòâà ðåáåð
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòðóêòóðó E ñ ñîñòàâíûì êëþ÷îì, â êîòîðîé âåðøèíû ñ ìåíüøèì
âåñîì ðåáåð èìåþò çàâåäîìî ìåíüøèé êëþ÷, ò.å. ïîëå âåñà ðåáðà w äîëæåí íàõîäèòñÿ â
ñòàðøåé ÷àñòè êëþ÷à. Ïðè ýòîì êëþ÷ äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè, ïîýòîìó íåîáõîäèìî
âêëþ÷èòü â êëþ÷ òàêæå è èíäåêñû âåðøèí u, v. Òàêèì îáðàçîì, êëþ÷ â ñòðóêòóðå E

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: E.KEY = (w, u, v). Ïðè ýòîì ïîëå äàííûõ â ñòðóêòóðå
Е íå èñïîëüçóåòñÿ. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà âûáîðêè ðåáåð èç ñòðóêòóðû E â ïîðÿäêå
óâåëè÷åíèÿ èõ âåñîì: èçâëå÷åíèå ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà è åãî óäàëåíèå; îáõîä ñòðóêòóð
îò ýëåìåíòà ñ ìèíèìàëüíûì êëþ÷îì äî ýëåìåíòà ñ ìàêñèìàëüíûì êëþ÷îì.

Àëãîðèòì 1. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÊÐÓÑÊÀËÀ (G,E) /ïñåâäîêîä àëãîðèòìà â ÎÊÎÄ-ñèñòåìå/

1: v ← MIN(G) . Ïåðåáîð âåðøèí ãðàôà è ñîçäàíèå ñòðóêòóðû T

2: ÖÈÊË ÏÎÊÀ v 6= ∅
3: INSERT(T, (v.KEY, 0), (0)) . Âñòàâêà èíäåêñíîé çàïèñè
4: v ← NEXT(G)

5: ÂÑÅ ÖÈÊË ÏÎÊÀ
6: e← MIN(E) . Ïåðåáîð ðåáåð ãðàôà â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ âåñîâ
7: ÖÈÊË ÏÎÊÀ e 6= ∅
8: u← SEARCH(G, e.KEY.u) . ×òåíèå èíôîðìàöèè î âåðøèíå u

9: v ← SEARCH(G, e.KEY.v) . ×òåíèå èíôîðìàöèè î âåðøèíå v

10: ÅÑËÈ u.DATA.subtree 6= v.DATA.subtree ÒÎ
11: tv ← SEARCH(T, (v.DATA.subtree, 0)) . ×òåíèå èíäåêñíîé çàïèñè ïîääåðåâà âåðøèíû v

12: indexv ← tv.DATA.indexmax . Îïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà ðåáåð â ïîääåðåâå âåðøèíû v

13: tu ← SEARCH(T, (u.DATA.subtree, 0)) . ×òåíèå èíäåêñíîé çàïèñè ïîääåðåâà âåðøèíû u

14: indexu ← tu.DATA.indexmax . Îïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà ðåáåð â ïîääåðåâå âåðøèíû u

15: ÖÈÊË i = 1 to indexv . Ïåðåíîñ âñåõ ðåáåð ïîääåðåâà âåðøèíû v

16: . â ïîääåðåâî âåðøèíû u

17: indexu ← indexu + 1 . Îïðåäåëÿåì èíäåêñ ðåáðà
18: temp← SEARCH(T, (v.DATA.subtree, i)) . Îïðåäåëÿåì íîìåð âåðøèíû
19: INSERT(G, (temp.DATA.u), (u.DATA.subtree)) .Ìåíÿåì íîìåð ïîääåðåâà â G

20: INSERT(G, (temp.DATA.v), (u.DATA.subtree))

21: DELETE(T, (v.DATA.subtree, i)) . Óäàëÿåì ðåáðî èç ïîääåðåâà âåðøèíû v
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22: INSERT(T, (u.DATA.subtree, indexu), (temp.DATA)) . Ïåðåíîñ âåðøèíû u

23: ÂÑÅ ÖÈÊË
24: INSERT(G, (e.KEY.v), (u.DATA.subtree)) .Ìåíÿåì íîìåð ïîääåðåâà â G

25: DELETE(T, (v.DATA.subtree, 0)) . Óäàëÿåì âõîäíóþ âåðøèíó ïîääåðåâà âåðøèíû v

26: INSERT(T, (u.DATA.subtree, indexu + 1), (e.KEY.u, e.KEY.v)) . Äîáàâëÿåì ðåáðî (u, v)

27: INSERT(T, (u.DATA.subtree, 0), (indexu + 1)) .Ìåíÿåì èíôîðìàöèþ â èíäåêñíîé
28: . çàïèñè
29: ÂÑÅ ÅÑËÈ
30: e← NEXT(E) . Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåáðó
31: ÂÑÅ ÖÈÊË ÏÎÊÀ
32: ÊÎÍÅÖ . Âñå ðåáðà ðàññìîòðåíû

Àëãîðèòì ïîëó÷àåò íà âõîä ñòðóêòóðû, îïèñûâàþùèå ãðàô: ñòðóêòóðà G äëÿ õðàíåíèÿ
íîìåðîâ âåðøèí è èõ ïîääåðåâüåâ; ñòðóêòóðà E, õðàíÿùàÿ ðåáðà. Â ñòðîêàõ 1{5 ïðîèñõîäèò
èíèöèàëèçàöèÿ ñòðóêòóðû T : äëÿ êàæäîé âåðøèíû èç ñòðóêòóðû G äîáàâëÿåòñÿ âõîäíàÿ
âåðøèíà ïîääåðåâà: INSERT(T, (v.KEY, 0), (0), ãäå v.KEY, 0| êëþ÷ ñ íîìåðîì âåðøèíû è
èíäåêñîì. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò â ïîëå äàííûõ çàïèñûâàåòñÿ åäèíèöà.
Îñíîâíîé öèêë àëãîðèòìà â ñòðîêàõ 7{31 ïîñòðîåí íà âûáîðêå î÷åðåäíîãî ðåáðà e ñ

ìèíèìàëüíûì âåñîì èç îñòàâøèõñÿ âåðøèí. Ïî ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè î ðåáðå ÷èòàåòñÿ
èíôîðìàöèÿ î âåðøèíàõ (u, v) â ñòðîêàõ 8 è 9. Åñëè â ñòðîêå 10 îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðøèíû
íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ ïîääåðåâüÿõ, òî ïðîèñõîäèò îáúåäèíåíèå äâóõ ïîääåðåâüåâ, íîìåðà êî-
òîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: u.DATA.subtree è v.DATA.subtree. Äëÿ ýòîãî âñå ðåáðà äåðåâà
âåðøèíû v âêëþ÷àþòñÿ â äåðåâî âåðøèíû u. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî ðåáåð â
ïîääåðåâüÿõ è ïðîèñõîäèò âûáîðêà î÷åðåäíîãî ðåáðà èç ïîääåðåâà âåðøèíû v (ñòðîêà 17) â
ñòðóêòóðå T , ïîñëå ÷åãî ðåáðî óäàëÿåòñÿ è äîáàâëÿåòñÿ óæå â ïîääåðåâî âåðøèíû u (ñòðîêà
21). Â ñòðîêàõ 18 è 19 è 23 ïðîèñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå â ñòðóêòóðå G: äëÿ
êàæäîé ïåðåíîñèìîé âåðøèíû ìåíÿåòñÿ íîìåð ïîääåðåâà; íîìåð ïîääåðåâà ìåíÿåòñÿ äëÿ
âåðøèíû, óêàçàííîé â ðåáðå e. Â ñòðîêå 24 ïðîèñõîäèò óäàëåíèå âõîäíîé âåðøèíû ïîääå-
ðåâà âåðøèíû v, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ âõîäíàÿ âåðøèíà îáúåäèíåííîãî ïîääåðåâà ìîäèôèöè-
ðóåòñÿ (ñòðîêà 26). Â ñòðîêå 25 ïðîèñõîäèò äîáàâëåíèå ðåáðà, ñâÿçûâàþùåãî îáúåäèíåííûå
ïîääåðåâüÿ. Ïîñëå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïîääåðåâüåâ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ðåáðî.
Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà Êðóñêàëà äëÿ ÌÊÎÄ-ñèñòåìû.

Àëãîðèòì 2. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÊÐÓÑÊÀËÀ (G,E) /ïñåâäîêîä àëãîðèòìà â ÌÊÎÄ-ñèñòåìå/

1: {Ïîòîê ÖÏ{ . {Ïîòîê ÑÏ{
2: GET(v) .MIN(G)*
3: ÖÈÊË ÏÎÊÀ v 6= ∅
4: PUT(v.KEY, 0) . INSERT(T,?,0)
5: GET(v) . NEXT(G)*
6: ÂÑÅ ÖÈÊË ÏÎÊÀ
7: GET(e) .MIN(E)*
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8: ÖÈÊË ÏÎÊÀ e 6= ∅
9: PUT(0) .@1:JT(?,@2)
10: PUT(e.KEY.u)

11: GET(u) . SEARCH(G,?)*
12: PUT(e.KEY.v)

13: GET(v) . SEARCH(G,?)*
14: ÅÑËÈ u.DATA.subtree 6= v.DATA.subtree ÒÎ
15: PUT(0) . JT(?,@3)
16: PUT(v.DATA.subtree, 0)

17: GET(tv) . SEARCH(T,?)*
18: indexv ← tv.DATA.indexmax

19: PUT(u.DATA.subtree, 0)

20: GET(tu) . SEARCH(T,?)*
21: indexu ← tu.DATA.indexmax

22: ÖÈÊË i = 1 to indexv

23: PUT(0) .@4:JT(?,@5)
24: indexu ← indexu + 1

25: PUT(v.DATA.subtree, i)

26: GET(temp) . SEARCH(T,?)
27: PUT(temp.DATA.u)

28: PUT(u.DATA.subtree) . INSERT(G,?,?)*
29: PUT(temp.DATA.v)

30: PUT(u.DATA.subtree) . INSERT(G,?,?)*
31: PUT(v.DATA.subtree, i) . DELETE(T,?)*
32: PUT(u.DATA.subtree, indexu)

33: PUT(temp.DATA) . INSERT(T,?,?)
34: ÂÑÅ ÖÈÊË . JT(1,@4)*
35: PUT(e.KEY.v)

36: PUT(u.DATA.subtree) .@5:INSERT(G,?,?)*
37: PUT(v.DATA.subtree, 0) . DELETE(T,?)*
38: PUT(u.DATA.subtree, indexu + 1)

39: PUT(e.KEY.u, e.KEY.v) . INSERT(T,?,?)
40: PUT(u.DATA.subtree, 0)

41: PUT(indexu + 1) . INSERT(T,?,?)*
42: ÈÍÀ×Å
43: PUT(1)

44: ÂÑÅ ÅÑËÈ
45: GET(e) .@3:NEXT(E)*
46: ÂÑÅ ÖÈÊË ÏÎÊÀ . JT(1,@1)
47: PUT(1) .@2:
48: ÊÎÍÅÖ
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Ïðåäñòàâëåííûé âàðèàíò àëãîðèòìà ïîâòîðÿåò õîä àëãîðèòìà äëÿ ÎÊÎÄ-ñèñòåìû: â
ñòðîêàõ 3-6 ïðåäñòàâëåí öèêë èíèöèàëèçàöèè ñòðóêòóðû T ; ñ 8 ïî 44 ñòðîêó ðåàëèçóåòñÿ
îñíîâíîé öèêë. Çíàêîì (*) â ïîòîêå êîìàíä ÑÏ îòìå÷åíû êîìàíäû, âñå îïåðàíäû êîòîðûõ
ëèáî ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòíûìè, ëèáî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ðåçóëüòàòîâ âûïîëíåíèÿ ïðå-
äûäóùèõ êîìàíä ÑÏ. Òàêèì îáðàçîì, ýòè êîìàíäû ìîãóò áûòü çàïóùåíû íà èñïîëíåíèå áåç
îæèäàíèÿ îïåðàíäîâ îò ïîòîêà ÖÏ. Âñåãî â àëãîðèòìå èñïîëüçîâàíû 18 êîìàíä îáðàáîòêè
ñòðóêòóð äàííûõ, ïðè ýòîì 14 êîìàíä (78%) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Äàííûé ðåçóëüòàò
ïîêàçûâàåò âûñîêèé ïîòåíöèàë äëÿ óñêîðåíèÿ àëãîðèòìîâ â ÌÊÎÄ-ñèñòåìå.

4. Àëãîðèòì Ïðèìà

Èäåÿ àëãîðèòìàÏðèìà ñîñòîèò â äîáàâëåíèè ê ÷àñòè÷íî ïîñòðîåííîìó îñòîâíîìó äåðåâó
èñõîäÿùåãî èç íåãî ðåáðà, ïðè÷åì åãî âåñ ìèíèìàëåí ñðåäè âñåõ ïîäîáíûõ ðåáåð. Â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè îñòîâíîå äåðåâî ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû, êîòîðàÿ âûáèðàåòñÿ â òîì
ðåáðå, âåñ êîòîðîãî íàèìåíüøèé ñðåäè âñåõ ðåáåð ãðàôà. Èñõîäíûé ãðàô çàäàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè ìíîæåñòâàìè: ìíîæåñòâî G ñîäåðæèò èíöèäåíöèè âåðøèí ðåáðàì ãðàôà; ìíîæåñòâî
Q ñîäåðæèò âåðøèíû ãðàôà. Àëãîðèòì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùèõ äåéñòâèé.

1. Ïî G îïðåäåëÿåòñÿ ðåáðî (u, v), êîòîðîå îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì âåñîì.
2. Èñêëþ÷àåì u èç ìíîæåñòâà Q.
3. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû âQ îïðåäåëÿåì âåñ ðåáðàw[T ], ñâÿçûâàþùåãî åãî ñ âåðøèíîé u.

Åñëè òàêèõ ðåáåð íåò, òî ñâÿçíîñòü ïðèíèìàåì ðàâíîé∞. Ïîëó÷åííóþñâÿçíîñòü çàïèñûâàåì
â ìíîæåñòâî E.
4. Ïî ìíîæåñòâóЕ îïðåäåëÿåì ðåáðî (u, v) è åãî âåðøèíó v, ïðèíàäëåæàùóþìíîæåñòâó

Q è îáëàäàþùóþ ìèíèìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ ñ âåðøèíàìè îñòîâíîãî äåðåâà T .
5. Óäàëÿåì èç E âñå ðåáðà, ñâÿçûâàþùèå âåðøèíó v c îñòîâíûì äåðåâîì T .
6. Èñêëþ÷àåì v èç ìíîæåñòâà Q. Äîáàâëÿåì ðåáðî (u, v) â îñòîâíîå äåðåâî T .
7. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû èç Q, ñìåæíîé v, îïðåäåëÿåì íîâîå çíà÷åíèå w[T ].
8. Åñëè Q ïóñòî, òî êîíåö àëãîðèòìà, èíà÷å ïåðåõîä ê ï. 4.

Â îòëè÷èå îò àëãîðèòìà Êðóñêàëà, àëãîðèòì Ïðèìà ïîçâîëÿåò íàéòè îñòîâíîå äåðåâî
òîëüêî â ñâÿçíîì ãðàôå. Â ñëó÷àå, åñëè ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, â ï. 4 áóäåò âûáðàíà
âåðøèíà ñ áåñêîíå÷íîé ñâÿçíîñòüþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì îñòîâíûì äåðåâîì è àëãîðèòì ïðî-
äîëæèò ñâîþ ðàáîòó. Íî, òàê êàê ýòî ðåáðî íå îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì âåñîì èç îñòàâøèõñÿ,
êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà áóäåò íàðóøåíà. Ïîýòîìó, äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà ñëåäóåò ìîäèôèöè-
ðîâàòü àëãîðèòì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè âûáîðêå âåðøèíû ñ áåñêîíå÷íîé ñâÿçíîñòüþ
ïðîèñõîäèë ïåðåçàïóñê âñåãî àëãîðèòìà äëÿ îñòàâøèõñÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà. Â íàøåì
ñëó÷àå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âàðèàíò ïðèëîæåíèÿ àëãîðèòìà Ïðèìà ê ñâÿçíîìó ãðàôó.
Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà àëãîðèòìîì Ïðèìà. Íà ðèñ. 2, à

ïîêàçàí èñõîäíûé ãðàô. Âåñà ðåáåð óêàçàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ âåðøèíàìè. Íà ðèñ. 2, á
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à á â

ã ä å

æ ç è

Ðèñ. 2. Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà Ïðèìà: à | èñõîäíûé ãðàô; á | âûáîð ðåáðà ñ ìèíèìàëüíûì
âåñîì è îïðåäåëåíèå w[T ]; â| âêëþ÷åíèå ðåáðà ВС â îñòîâíîå äåðåâî T è ïåðåñ÷åò ñâÿçíîñòè äëÿ
âåðøèí E, H; ã| âêëþ÷åíèå ðåáðà AВ â îñòîâíîå äåðåâî T è ïåðåñ÷åò ñâÿçíîñòè äëÿ âåðøèíû D;
ä|âêëþ÷åíèå ðåáðàAD â îñòîâíîå äåðåâî T è ïåðåñ÷åò ñâÿçíîñòè äëÿ âåðøèíûG; å|âêëþ÷åíèå
ðåáðàDG â îñòîâíîå äåðåâî T ;æ|âêëþ÷åíèå ðåáðàСE â îñòîâíîå äåðåâî T è ïåðåñ÷åò ñâÿçíîñòè
äëÿ âåðøèí F ; ç| âêëþ÷åíèå ðåáðà EF â îñòîâíîå äåðåâî T ; è| âêëþ÷åíèå ðåáðàGH â îñòîâíîå
äåðåâî T è êîíåö ðàáîòû àëãîðèòìà

ïîêàçàí ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïóíêòîâ 1{3: íàéäåíî ðåáðî íàèìåíüøåãî âåñà ÂÑ è âûáðàíà
ïåðâàÿ âåðøèíà ãðàôà. Òàêæå äëÿ êàæäîé âåðøèíû îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ w[T ], êîòîðûå
ïîêàçàíû ñëåâà îò âåðøèí. Åñëè òàêèõ ðåáåð íåò, òî äëÿ âåðøèíû óêàçàíà áåñêîíå÷íàÿ
ñâÿçíîñòü (∞).
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Íà ðèñ. 2, â ïîêàçàí ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïåðâîé èòåðàöèè. Âûáðàíî ðåáðî BC ñ âåñîì
1, îïðåäåëåíà âåðøèíà C äëÿ âêëþ÷åíèÿ â îñòîâíîå äåðåâî, âûïîëíåí ïåðåñ÷åò w[T ] äëÿ
âåðøèí Е , Н . Ðåáðî BC âêëþ÷åíî â T (îñòîâíîå äåðåâî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå ñåðûì). Íà
ñëåäóþùåé èòåðàöèè (ðèñóíîê 2, ã) îïðåäåëÿåòñÿ ðåáðî AB è, ñîîòâåòñòâåííî, âåðøèíà A

âêëþ÷àåòñÿ âТ è ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüw[T ] äëÿ âåðøèíûD (åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî
ðåáåð ìèíèìàëüíîãî âåñà, âûáîð ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ àëôàâèòíûì ïîðÿäêîì âåð-
øèí). Äàëåå âûáèðàåòñÿ ðåáðîAD ñ âåñîì 2 è âêëþ÷àåì âåðøèíóD â T (ðèñ. 2, ä). Ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñâÿçíîñòü âåðøèíû G îñòîâíûì äåðåâîì T . Ñëåäóþùåå ðåáðî ñ ìèíèìàëüíûì
w[T ] | ðåáðî DG (ðèñ. 2, å). Äàëåå ïðîèñõîäèò âûáîð ðåáðà CE è ïåðåñ÷åò ñâÿçíîñòè
äëÿ âåðøèíû F íà çíà÷åíèå 1 (ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà ðèñ. 2, æ). Ñîîòâåòñòâåííî, ðåáðî
âêëþ÷àåòñÿ â îñòîâíîå äåðåâî íà ñëåäóþùåì øàãå àëãîðèòìà (ðèñ. 2, ç). Íà ïîñëåäíåé èòå-
ðàöèè äîáàâëÿåòñÿ ðåáðîGH è, òàê êàê âñå âåðøèíû íàõîäÿòñÿ â îñòîâíîì äåðåâå, àëãîðèòì
çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó.
Àñèìïòîòèêà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà Ïðèìà çàâèñèò îò èñïîëüçóåìûõ

ñòðóêòóð äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ ãðàôà è îñòîâíîãî äåðåâà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñáàëàíñèðî-
âàííûõ äåðåâüåâ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïîèñêà ðåáðà ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì (äåéñòâèå
4) òðåáóåò O(log n) îïåðàöèé. Óäàëåíèå çàïèñè èç ìíîæåñòâà Q òàêæå òðåáóåò O(log n) îïå-
ðàöèé. Óäàëåíèå ðåáåð â äåéñòâèè 5 ïðîèçâîäèòñÿ íå áîëåå ÷åì |E| ðàç, à èòåðàöèîííûé öèêë
ïîâòîðÿåòñÿ íå áîëåå |V | ðàç. Â ñâÿçè ñ ýòèì îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà
ïðè ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóð äàííûõ â âèäå äåðåâüåâ ñîñòàâëÿåò O((V + E) log n).
Âûïîëíèì àíàëèç äåéñòâèÿ àëãîðèòìà, îïðåäåëèì ñîñòàâ è íàçíà÷åíèå ñòðóêòóð äàííûõ.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò âûáðàòü ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà â ñòðóêòóðåG. Â ïóíêòå 5 íå-
îáõîäèìî îïðåäåëèòü âñå èíöèäåíòíûå âåðøèíå ðåáðà, ÷òî íåâîçìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ
ñòðóêòóðûE. Äëÿ ýòèõ öåëåé íåîáõîäèìî õðàíèòü ñïèñêè ñìåæíûõ âåðøèí â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïåðâûì âàðèàíòîì ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà [16]: ïîëå G.KEY õðàíèò íîìåðà âåðøèí u è ïîðÿä-
êîâûé íîìåð ðåáðà (G.KEY = (u, count)); ïîëå äàííûõ G.DATA õðàíèò íîìåð èíöèäåíòíîé
âåðøèíû v è âåñ ðåáðà w (G.DATA = (v, w)). Òàêîé âàðèàíò êëþ÷à ñòðóêòóðû G ïîçâîëÿåò
òàêæå îïðåäåëèòü ñïèñêè ñìåæíûõ âåðøèí â ïóíêòå 7. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ãðàô
ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì. Ïîýòîìó îäíî è òî æå ðåáðî óêàçûâàåòñÿ äâàæäû êàê äëÿ
âåðøèíû u, òàê è äëÿ âåðøèíû v. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íóæíî ó÷åñòü ïðè îáðàáîòêå ðåáåð.
Â ïóíêòàõ 4 è 7 âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà íà âõîæäåíèå âåðøèíû â ìíîæåñòâî Q. Ïîýòîìó

êëþ÷îì äëÿ Q ìîæåò ÿâëÿòüñÿ íîìåð âåðøèíû: Q.KEY = (u). Â ïóíêòå 7 òðåáóåòñÿ îïðå-
äåëèòü íîâîå çíà÷åíèå w[T ], ñâÿçûâàþùåå âåðøèíó ñ îñòîâíûì äåðåâîì. Åñëè â îñòîâíîå
äåðåâî ïîïàäàåò íîâàÿ âåðøèíà, òî íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòàòü ñâÿçíîñòü w[T ] âñåõ ñìåæíûõ ñ
íåé âåðøèí. Åñëè âåñ ðåáðà w, ñâÿçûâàþùèé ñìåæíóþ âåðøèíó è äîáàâëÿåìóþ â îñòîâíîå
äåðåâî âåðøèíó ìåíüøå w[T ], íåîáõîäèìî åãî èçìåíèòü íà âåëè÷èíó w. Äëÿ ðåàëèçàöèè
òàêîãî äåéñòâèÿ íóæíî õðàíèòü ñòàðîå çíà÷åíèå w[T ] â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìåðîì âåðøèíû.
Ïîýòîìó áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîëå Q.DATA äëÿ äëÿ õðàíåíèÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì
Q.DATA = (w[T ]).
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Ñòðóêòóðà T èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà è äîëæíà ñîäåðæàòü òå ðåáðà, êîòîðûå
áûëè íàéäåíû â ñòðóêòóðåE â õîäå èòåðàöèé. Ñòðóêòóðó îñòîâíîãî äåðåâà ìîæíî ñîõðàíèòü,
åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñîõðàíèòü ðåáðî ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì, êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü
â àëãîðèòìå äëÿ âêëþ÷åíèÿ ýòîé âåðøèíû. Ïîýòîìó âûáåðåì â êà÷åñòâå êëþ÷à íîìåðà
ñâÿçûâàþùèõ âåðøèí T.KEY = (u), à ïîëå äàííûõ áóäåò ñîäåðæàòü âòîðóþ âåðøèíó ðåáðà
T.DATA = (v).
Â ïóíêòå 4 òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðåáðî, îáëàäàþùåå ìèíèìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ ñ îñòîâ-

íûì äåðåâîì. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ õðàíèòü â ñòðóêòóðå E èíôîðìàöèþ î ðåáðàõ è âûáèðàòü
èõ óïîðÿäî÷åííî â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ âåñà. Ïîýòîìó âûáåðåì òðåòèé âàðèàíò ïðåäñòà-
âëåíèÿ ãðàôà [16], ïðè êîòîðîì êëþ÷ çàäàåòñÿ ïîëÿìè w[T ], u, v (E.KEY = (w[T ], u, v)),
à ïîëå äàííûõ íå èìååò çíà÷åíèÿ (E.DATA = (∅)). Îäíàêî âûáîð íà÷àëüíîé âåðøèíû â
ïóíêòå 1 íå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ íà îñíîâå ñòðóêòóðû E, òàê êàê â íà÷àëüíûé ìîìåíò
íå èçâåñòíà íà÷àëüíàÿ âåðøèíà è, ñîîòâåòñòâåííî, âåñà w[T ]. Ïîýòîìó ïîèñê íà÷àëüíîé
âåðøèíû îñóùåñòâëÿåòñÿ âìåñòå ñ èíèöèàëèçàöèåé ñòðóêòóð Q è E.
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà Ïðèìà ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåííûõ ñòðóêòóð.

Àëãîðèòì 3. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÐÈÌÀ (G) /ïñåâäîêîä àëãîðèòìà â ÎÊÎÄ-ñèñòåìå/

1: v ← MIN(G) . Ïåðåáîð âåðøèí ãðàôà è ñîçäàíèå ñòðóêòóðû Q

2: min edge wight←∞ . Èùåì íà÷àëüíóþ âåðøèíó â ðåáðå ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì
3: ÖÈÊË ÏÎÊÀ v 6= ∅ . Ïåðåáîð âñåõ âåðøèí ãðàôà
4: ÅÑËÈ v.KEY.count == 0 ÒÎ . Åñëè çàïèñü ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î âåðøèíå
5: INSERT(Q, (v.KEY.u), (∞)) . Âñòàâêà âåðøèíû u â ñòðóêòóðó Q

6: ÈÍÀ×Å . Åñëè çàïèñü ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î âåðøèíå
7: ÅÑËÈ v.DATA.w < min edge weight ÒÎ
8: min edge← v.KEY.u . Ñîõðàíÿåì íîìåð íà÷àëüíîé âåðøèíû
9: min edge weight← v.DATA.w

10: ÂÑÅ ÅÑËÈ
11: ÂÑÅ ÅÑËÈ
12: v ← NEXT(G)

13: ÂÑÅ ÖÈÊË ÏÎÊÀ
14: v ← MIN(G) . Ñîçäàíèå ñòðóêòóðû E

15: ÖÈÊË ÏÎÊÀ v 6= ∅ . Ïåðåáîð âñåõ âåðøèí ãðàôà
16: ÅÑËÈ (v.KEY.count! = 0)&&(v.DATA.u! = min edge) ÒÎ . Äëÿ êàæäîãî ðåáðà
17: ÅÑËÈ v.DATA.v == min edge ÒÎ . Åñëè âåðøèíà ñâÿçàíà ñ èçíà÷àëüíîé
18: INSERT(E, (v.DATA.w, v.KEY.u, v.DATA.v), (∅)) . Âûïîëíÿåì âñòàâêó ðåáðà ñ

ïîëåì w

19: INSERT(Q, (v.KEY.u), (v.DATA.w)) . Ñîõðàíÿåì çíà÷åíèå w[T ]

20: ÈÍÀ×Å
21: INSERT(E, (∞, v.KEY.u, v.DATA.v), (∅)) . Âûïîëíÿåì âñòàâêó ðåáðà ñ ïîëåì

w[T ] =∞
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22: ÂÑÅ ÅÑËÈ
23: ÂÑÅ ÅÑËÈ
24: v ← NEXT(G)

25: ÂÑÅ ÖÈÊË ÏÎÊÀ
26: DELETE(Q, (min edge)) . Óäàëÿåì èç Q íà÷àëüíóþ âåðøèíó
27: ÏÎÂÒÎÐßÒÜ
28: e← MIN(E) . Ïåðåáîð ðåáåð ãðàôà â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ âåñîâ
29: new ← SEARCH(G, (e.KEY.u, 0)) . Âûáèðàåì âåðøèíó u

30: count← new.DATA.count . Îïðåäåëÿåì êîëè÷åñòâî èíöèäåíòíûõ âåðøèíå new ðåáåð
31: ÖÈÊË i=1 to count
32: tmp← SEARCH(G, (e.KEY.u, i)) . Îïðåäåëÿåì î÷åðåäíóþ ñìåæíóþ ñ new âåðøèíó
33: DELETE(E, (e.KEY.w[T ], e.KEY.u, tmp.DATA.v)) . Óäàëÿåì ðåáðà âåðøèíû new

34: q ← SEARCH(Q, (tmp.DATA.v)) . ×èòàåì èíôîðìàöèþ î ñìåæíîé âåðøèíå
35: ÅÑËÈ q! = ∅ ÒÎ . Åñëè ñìåæíàÿ âåðøèíà íå â îñòîâíîì äåðåâå
36: ÅÑËÈ tmp.DATA.w < q.DATA.w[T ] ÒÎ . Îïðåäåëÿåì ñâÿçíîñòü ñ îñòîâíûì äåðåâîì
37: DELETE(E, (q.DATA.w[T ], tmp.DATA.v, e.KEY.u)) .Ìåíÿåì ñâÿçíîñòü
38: INSERT(E, (tmp.DATA.w, tmp.DATA.v, e.KEY.u), (∅))

39: INSERT(Q, (tmp.DATA.v), (tmp.DATA.w)) .Ìåíÿåì ñâÿçíîñòü â Q

40: ÂÑÅ ÅÑËÈ
41: ÂÑÅ ÅÑËÈ
42: ÂÑÅ ÖÈÊË
43: INSERT(T, (e.KEY.u), (e.KEY.v)) . Âêëþ÷àåì ðåáðî â T
44: DELETE(Q, (e.KEY.u)) . Óäàëÿåì âåðøèíó u èç Q

45: ÖÈÊË ÏÎÊÀ POWER(Q) == ∅
46: ÊÎÍÅÖ . Âñå ðåáðà ðàññìîòðåíû

Íà âõîä àëãîðèòìà ïîäàåòñÿ èñõîäíàÿ ñòðóêòóðà G, îïèñûâàþùàÿ ìíîæåñòâî èíöèäåí-
öèé âåðøèí ðåáðàì ãðàôà. Ïî ýòîé ñòðóêòóðå íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàòü ìíîæåñòâî âåð-
øèí Q, óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ðåáåð E, à â õîäå àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà
îñòîâíîãî äåðåâà T . Âñå âåðøèíû, âêëþ÷åííûå â T äîëæíû àâòîìàòè÷åñêè óäàëÿòüñÿ èç
Q. Äëÿ ýòîãî ïðîèñõîäèò îáõîä ñòðóêòóðû G: â ñòðîêå 1 âûáèðàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò, â
ñòðîêàõ 3{13 ïðîèñõîäèò îáðàáîòêà î÷åðåäíîé çàïèñè èç G, â ñòðîêå 12 ÷èòàåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ çàïèñü. Â ñòðîêå 4 ïðîèñõîäèò ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè òåêóùàÿ çàïèñü èíäåêñíîé
(v.KEY.count == 0). Â ýòîì ñëó÷àå â ñòðîêå 5 èíèöèàëèçèðóåòñÿ íîâàÿ âåðøèíà â ñòðóêòóðå
Q: ïîëå Q.KEY = (v.KEY.u), ò.å. íîìåð âåðøèíû; ïîëåw[T ] ñâÿçíîñòè ñ îñòîâíûì äåðåâîì
ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ Q.DATA = (∞), òàê êàê îñòîâíîå äåðåâî íå èíèöèàëèçèðî-
âàíî.
Îäíîâðåìåííî ñ èíèöèàëèçàöèåé ñòðóêòóðû Q ïðîèñõîäèò ïîèñê ðåáðà ìèíèìàëüíîãî

âåñà: â ñòðîêå 2 èíèöèàëèçèðóåòñÿ ïåðåìåííàÿ ìèíèìàëüíîãî âåñà, à ïðè ÷òåíèè çàïèñè î
ðåáðå (v.KEY.count! = 0) â ñòðîêå 7 ïðîâåðÿåòñÿ, îáëàäàåò ëè î÷åðåäíîå ðåáðî ìåíüøèì
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âåñîì ñðåäè ðàññìîòðåííûõ. Åñëè ýòî òàê, òî â ñòðîêå 8 çàïîìèíàåòñÿ íîìåð âåðøèíû u

(ôàêòè÷åñêè, ëþáîé èç äâóõ âåðøèí), à ìèíèìàëüíûé âåñ èçìåíÿåòñÿ â ñòðîêå 9.
Ïîñëå òîãî, êàê îïðåäåëåíî ðåáðî ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì (ðåáðî, èñõîäÿùåå èç âåðøèíû

min edge, âåñ ðåáðà ðàâåí min edge wight), ïðîèñõîäèò èíèöèàëèçàöèÿ ñòðóêòóðû E. Äëÿ
ýòîãî âûïîëíÿåòñÿ ïîâòîðíûé îáõîä ñòðóêòóðû G â ñòðîêàõ 14{25. Åñëè ïðî÷òåííàÿ èç
G çàïèñü íå ÿâëÿåòñÿ èíäåêñíîé, ò.å. ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ðåáðå (v.KEY.count! = 0),
òî â ñòðîêå 17 ïðîèçâîäèòñÿ ïðîâåðêà, ñâÿçàíî ëè ýòî ðåáðî ñ âåðøèíîé min edge. Åñëè
äà, òî â ñòðîêå 18 âûïîëíÿåòñÿ âñòàâêà íîâîé çàïèñè î ðåáðå â ñòðóêòóðó E, ãäå â ïîëå
w[T ] çàïèñûâàåòñÿ âåñ íàéäåííîãî ðåáðà v.DATA.w. Ýòî çíà÷åíèå òàêæå çàïèñûâàåòñÿ â
ñòðóêòóðó Q â ñòðîêå 19. Åñëè æå ðåáðî íå ñâÿçàíî ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé, òî â ñòðîêå
21 â ñòðóêòóðó E çàïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå ∞. Çàâåðøàåòñÿ èíèöèàëèçàöèÿ â ñòðîêå 26, ãäå
ïðîèñõîäèò óäàëåíèå íà÷àëüíîé âåðøèíû èç ìíîæåñòâà Q. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàê êàê
ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, çàïèñü î ðåáðå ïðèñóòñòâóåò â ñòðóêòóðå G è ñòðóêòóðå
E äëÿ îáåèõ âåðøèí u è v. Ýòî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü â äàëüíåéøèõ äåéñòâèÿõ àëãîðèòìà.
Íàïðèìåð, â ñòðîêå 17 âûïîëíÿëàñü ïðîâåðêà íà òî, ÿâëÿåòñÿ ëè âòîðàÿ âåðøèíà ðåáðà
íà÷àëüíîé. Åñëè ýòî òàê, òî äîáàâëåíèå ðåáðà â Е ïðîèñõîäèò. Îäíàêî äëÿ âòîðîé çàïèñè
òîãî æå ðåáðà ïðè îáðàòíîì ïîðÿäêå âåðøèí óñëîâèå â ñòðîêå 17 íå âûïîëíÿåòñÿ è çàïèñü â
ñòðóêòóðó Е íå äîáàâëÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì â E îòñóòñòâóþò çàïèñè î ðåáðàõ, èñõîäÿùèõ
èç îñòîâíîãî äåðåâà.
Îñíîâíîé öèêë àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ â ñòðîêàõ 27-45. Öèêë ñîñòîèò â âûáîðêå èç

ñòðóêòóðûE î÷åðåäíîãî ðåáðà ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì (ñòðîêà 28). Òàê êàê â êëþ÷å ñòðóêòóðû
E â ñòàðøåé ÷àñòè èñïîëüçîâàíî çíà÷åíèå w[T ], çàïèñü ñ ìèíèìàëüíûì êëþ÷îì îáëàäàåò
ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ñâÿçíîñòè ñ îñòîâíûì äåðåâîì. Ïîñëå ýòîãî â ïåðåìåííóþ new

ïðîèñõîäèò ÷òåíèå èíôîðìàöèè î âåðøèíå ðåáðà, íå âõîäÿùåé â îñòîâíîå äåðåâî. Òàê êàê íà
îñòîâíîå äåðåâî óêàçûâàþ òîëüêî ðåáðà, â êîòîðûõ âåðøèíà îñòîâíîãî äåðåâà ÿâëÿåòñÿ âòî-
ðîé, èñêîìàÿ âåðøèíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê e.KEY.u. Äëÿ ýòîé âåðøèíû ÷èòàåòñÿ èíôîðìàöèÿ
èç ñòðóêòóðû G (ñòðîêà 29).
Â ñòðîêàõ 31{42 ïðîèñõîäèë ïåðåáîð âñåõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé new. Äëÿ

ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñòðóêòóðà G, ïî êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ âåðøèí
count (ñòðîêà 30). Äàëåå â ñ÷åòíîì öèêëå ïåðåáèðàåòñÿ êàæäàÿ ñâÿçàííàÿ ñ new âåðøèíà.
Âñå ðåáðà, èñõîäÿùèå èç new óäàëÿþòñÿ â ñòðîêå 33, ÷òî ñîõðàíÿåò óñëîâèå, ïðè êîòîðîì
â ñòðóêòóðå E âåðøèíû îñòîâíîãî äåðåâà íå èìåþò ðåáåð. Åñëè ñìåæíàÿ âåðøèíà íå
ïðèíàäëåæèò îñòîâíîìó äåðåâó (ñòðîêà 35), âûïîëíÿåòñÿ ðàñ÷åò íîâîãî çíà÷åíèÿ ñâÿçíîñòè:
åñëè âåñ ðåáðà ñ âåðøèíîé new ìåíüøå w[T ], çíà÷åíèå w[T ] çàìåíÿåòñÿ âåñîì ðåáðà (ñòðîêà
37 è 38). Èçìåíåíèÿ âíîñÿòñÿ è â ïîëå äàííûõ ñòðóêòóðû Q (ñòðîêà 39). Â ñòðîêàõ 43 è 44
âåðøèíà óäàëÿåòñÿ èç Q, à íàéäåííîå ðåáðî âêëþ÷àåòñÿ â îñòîâíîå äåðåâî.
Äàëåå ìîäèôèöèðóåì ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì äëÿ ðàáîòû â ÌÊÎÄ-ñèñòåìå.
Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà Ïðèìà äëÿ ÌÊÎÄ-ñèñòåìû.
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Àëãîðèòì 4. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÐÈÌÀ (G,E) /ïñåâäîêîä àëãîðèòìà â ÌÊÎÄ-ñèñòåìå/

1: {Ïîòîê ÖÏ{ . {Ïîòîê ÑÏ{
2: GET(v) .MIN(G)*
3: min edge wight←∞
4: ÖÈÊË ÏÎÊÀ v 6= ∅
5: PUT(0) .@1:JT(?,@2)
6: ÅÑËÈ v.KEY.count == 0 ÒÎ
7: PUT(0) . JT(?,@3)
8: PUT(v.KEY.u) . INSERT(Q,?,∞)*
9: ÈÍÀ×Å
10: PUT(1)

11: ÅÑËÈ v.DATA.w < min edge weight ÒÎ
12: min edge← v.KEY.u

13: min edge weight← v.DATA.w

14: ÂÑÅ ÅÑËÈ
15: ÂÑÅ ÅÑËÈ
16: GET(v) .@3:NEXT(G)*
17: ÂÑÅ ÖÈÊË ÏÎÊÀ . JT(1,@1)*
18: PUT(1)

19: GET(v) .@2:MIN(G)*
20: ÖÈÊË ÏÎÊÀ v 6= ∅
21: PUT(0) .@4:JT(?,@5)
22: ÅÑËÈ (v.KEY.count! = 0)&&(v.DATA.u! = min edge) ÒÎ
23: PUT(0) . JT(?,@6)
24: ÅÑËÈ v.DATA.v == min edge ÒÎ
25: PUT(0) . JT(?,@7)
26: PUT((v.DATA.w, v.KEY.u, v.DATA.v)) . INSERT(E,?,∅)*
27: PUT(v.KEY.u)

28: PUT(v.DATA.w) . INSERT(Q,?,?)*
29: . JT(1,@6)*
30: ÈÍÀ×Å
31: PUT(1)

32: PUT(∞, v.KEY.u, v.DATA.v) .@7:INSERT(E,?,∅)*
33: ÂÑÅ ÅÑËÈ
34: ÈÍÀ×Å
35: PUT(1)

36: ÂÑÅ ÅÑËÈ
37: GET(v) .@6:NEXT(G)*
38: ÂÑÅ ÖÈÊË ÏÎÊÀ . JT(1,@4)*
39: PUT(1)

40: .@5: DELETE(Q,(min edge)
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41: ÏÎÂÒÎÐßÒÜ
42: PUT(1) . JT(?,@8)
43: GET(e) .@8:MIN(E)*
44: PUT(e.KEY.u)

45: GET(new) . SEARCH(G,?)*
46: count← new.DATA.count
47: ÖÈÊË i = 1tocount

48: PUT(0) . JT(?,@10)
49: PUT(e.KEY.u, i)

50: GET(tmp) .@9:SEARCH(G,?)*
51: PUT(e.KEY.w[T ], e.KEY.u, tmp.DATA.v) . DELETE(E,?)*
52: PUT(tmp.DATA.v)

53: GET(q) . SEARCH(Q,?)*
54: ÅÑËÈ q! = ∅ ÒÎ
55: PUT(0) . JT(?,@11)
56: ÅÑËÈ tmp.DATA.w < q.DATA.w[T ] ÒÎ
57: PUT(0) . JT(?,@11)
58: PUT(q.DATA.w[T ], tmp.DATA.v, e.KEY.u) . DELETE(E,?)*
59: PUT(tmp.DATA.w, tmp.DATA.v, e.KEY.u) . INSERT(E,?,∅)*
60: PUT(tmp.DATA.v)

61: PUT(tmp.DATA.w) . INSERT(Q,?,?)*
62: ÈÍÀ×Å
63: PUT(1)

64: ÂÑÅ ÅÑËÈ
65: ÈÍÀ×Å
66: PUT(1)

67: ÂÑÅ ÅÑËÈ
68: ÂÑÅ ÖÈÊË .@11:JT(1,@9)
69: PUT(1)

70: PUT(e.KEY.u)

71: PUT(e.KEY.v) .@10:INSERT(T,?,?)*
72: PUT(e.KEY.u) . DELETE(Q,?)*
73: ÖÈÊË ÏÎÊÀ GET() == ∅ . POWER(Q)*
74: PUT(0) . JT(?,@8)

Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà ïîëó÷åí èç ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà Ïðèìà äëÿ ÎÊÎÄ-ñèñòåìû
ñ èñïîëüçîâàíèåì çàìåíû ñòðóêòóðíûõ êîíñòðóêöèé áåç èñïîëüçîâàíèÿ íåïîñðåäñòâåííûõ
àäðåñîâ. Ïîòîê êîìàíä ïðîöåññîðà îáðàáîòêè ñòðóêòóð ïðåäñòàâëåí â ïðàâîé ÷àñòè â ñîîò-
âåòñòâèè ñ êîìàíäàìè ïåðåñûëêè îïåðàíäîâ PUT() è êîìàíäàìè âûáîðêè ðåçóëüòàòîâ GET().
Êîìàíäû ÑÏ, îòìå÷åííûå çíàêîì (*), ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ò.å. èñïîëüçóþò ïîâòîðíî çà-
ãðóæåííûå îïåðàíäû èëè ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ êîìàíä. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûäåëåíèè
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ðåãèñòðîâ è ãåíåðàöèè ñîñòàâíûõ êëþ÷åé êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ êîìàíä îáðàáîòêè â àë-
ãîðèòìå ñîñòàâëÿåò 19 (95%) èç îáùåãî êîëè÷åñòâà êîìàíä (âñåãî â àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ
20 êîìàíä îáðàáîòêè ñòðóêòóð).

5. Èññëåäîâàíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè Ïðîöåññîðà îáðàáîòêè ñòðóêòóð

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû áûëè ðåàëèçîâàíû â ÌÊÎÄ-ñèñòåìå è áûëè ïðîâåäåíû ýêñ-
ïåðèìåíòû ïî èçìåðåíèþ êîëè÷åñòâà òàêòîâ èõ ðàáîòû äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ ãðàôîâ. Â
ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëàñü ðåàëèçàöèÿ ÑÏ ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: ðàçðÿäíîñòü
ïîëÿ êëþ÷à è äàííûõ 32 áèòà; ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êëþ÷åé â ñòðóêòóðå 2 ∗ 106; êîëè÷å-
ñòâî óðîâíåé àïïàðàòíîãî (B+)-äåðåâà 8; êîëè÷åñòâî âåðøèí íà îäíîì óðîâíå 8; ëîêàëüíàÿ
ïàìÿòü DDR 256 ÌÁ; øèðèíà øèíû ïàìÿòè 64 áèò; ÷àñòîòà øèíû ïàìÿòè 100 ÌÃö; ÷àñòîòà
ÑÏ 100 ÌÃö, ÏËÈÑ FPGA Virtex II Pro; ðåæèì ðàáîòû ÑÏ ðåæèì ñîïðîöåññîðà.

à á

Ðèñ. 3. Èññëåäîâàíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðîöåññîðà îáðàáîòêè ñòðóêòóð íà àëãîðèòìàõ
ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ ÌÊÎÄ ñ àíàëîãè÷íûìè àëãîðèòìàìè â óíè-
âåðñàëüíûõ ñèñòåìàõ áûëà èñïîëüçîâàíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ (B+)-äåðåâà äëÿ ïðîöåñ-
ñîðîâ ñ ìèêðîàðõèòåêòóðîé x86 è ARM11. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé áûëè
èñïîëüçîâàíû ÝÂÌ ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:

• ÝÂÌ ñ ìíîãèìè ïîòîêàìè êîìàíä è îäíèì ïîòîêîì äàííûõ (ÌÊÎÄ): ðàçðÿäíîñòü ïîëÿ
êëþ÷à è äàííûõ 32 áèòà; ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êëþ÷åé â ñòðóêòóðå 2 ∗ 106; êîëè÷åñòâî
óðîâíåé àïïàðàòíîãî (B+)-äåðåâà 8; êîëè÷åñòâî âåðøèí íà îäíîì óðîâíå 8; ëîêàëüíàÿ ïàìÿòü
256 ÌÁ, DDR; øèðèíà øèíû ïàìÿòè 64 áèò; ÷àñòîòà øèíû ïàìÿòè 100 ÌÃö; ÷àñòîòà ÑÏ 100
ÌÃö, ÏËÈÑ FPGA Virtex II Pro; ðåæèì ðàáîòû ÑÏ ðåæèì ñîïðîöåññîðà.
• ÝÂÌ ñ ìíîãèìè ïîòîêàìè êîìàíä è ìíîãèìè ïîòîêàìè äàííûõ (ÌÊÌÄ): îáúåì îïåðà-

òèâíîé ïàìÿòè 4 ÃÁ, DDR3; êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðíûõ ÿäåð 4, Core i5; ÷àñòîòà ïðîöåññîðîâ
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2530 ÌÃö; îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà Ubuntu Linux 12.04 i386; êîìïèëÿòîð ñ99; øèðèíà øèíû
ïàìÿòè 64 áèò; ÷àñòîòà øèíû ïàìÿòè 1333 ÌÃö.
• ÝÂÌ ñ îäíèì ïîòîêîì êîìàíä è îäíèì ïîòîêîì äàííûõ (ÎÊÎÄ): îáúåì îïåðàòèâíîé

ïàìÿòè 512 ÌÁ, DDR3; êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðíûõ ÿäåð 1, ARM11 Broadcom 2835; ÷àñòîòà
ïðîöåññîðîâ 700 ÌÃö; îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà Raspbian; êîìïèëÿòîð gcc; øèðèíà øèíû
ïàìÿòè 64 áèò; ÷àñòîòà øèíû ïàìÿòè 400 ÌÃö.

Êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôîâ, èñïîëüçîâàííûõ â ýêñïåðèìåíòå, áûëî îãðàíè÷åíî ðàçìåð-
íîñòüþ êëþ÷à (32 áèò). Òàê êàê â ñòðóêòóðå E êàê äëÿ àëãîðèòìà Êðóñêàëà, òàê è äëÿ
àëãîðèòìà Ïðèìà õðàíÿòñÿ íîìåðà âåðøèí ðåáðà è åãî âåñ (w, u, v), êîëè÷åñòâî âåðøèí â
ãðàôå íå ìîæåò áûòü áîëüøèì. Ïîýòîìó áûëè èñïîëüçîâàíû ãðàôû, ñîäåðæàùèå îò 400
äî 16Ê âåðøèí. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ êîëè÷åñòâà òàêòîâ äëÿ îáîèõ
àëãîðèòìîâ, ïîëó÷åííûõ â ÌÊÎÄ-ñèñòåìå è â ñèñòåìå íà îñíîâå ìèêðîïðîöåññîðà Intel.
ÌÊÎÄ-ñèñòåìà ðàáîòàëà â ðåæèìå ñîïðîöåññîðà. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî àïïàðàòíàÿ
ýôôåêòèâíîñòü ÌÊÎÄ-ñèñòåìû â ðåæèìå ñîïðîöåññîðà äëÿ àëãîðèòìà Êðóñêàëà â 1,5 ðàçà
âûøå, à äëÿ àëãîðèòìà Ïðèìà â 2,4 ðàçà âûøå. Ïðè ýòîì àëãîðèòì Êðóñêàëà ðåøàåò çà-
äà÷ó íåñêîëüêî áûñòðåå (â 1,3 ðàçà äëÿ ÌÊÎÄ-ñèñòåìû, â 1,8 ðàç äëÿ ARM11 è â 2,3 ðàçà
ýôôåêòèâíåå íà Intel Core i5).

Ò à á ë è ö à 1

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ÝÂÌÌÊÎÄ è óíèâåðñàëüíûõ ÝÂÌ

Ýêñïåðèìåíò Óñêîðåíèå â ÌÊÎÄ
Àëãîðèòì Ïðèìà (ÌÊÎÄ è ARM11) 10.3
Àëãîðèòì Êðóñêàëà (ÌÊÎÄ è ARM11) 7.8
Àëãîðèòì Ïðèìà (ÌÊÎÄ è Intel Core i5) 2.4
Àëãîðèòì Êðóñêàëà (ÌÊÎÄ è Intel Core i5) 1.5

Îöåíêà êîëè÷åñòâà òàêòîâ ðàáîòû àëãîðèòìîâ Ïðèìà è Êðóñêàëà â ÌÊÎÄ-ñèñòåìå â
ñðàâíåíèè ñ óíèâåðñàëüíîé ñèñòåìîé íà îñíîâå ÷åòûðåõúÿäåðíîãî ïðîöåññîðà Intel Core i5
ïîêàçàëà äîñòàòî÷íî ìàëîå óñêîðåíèå äëÿ ïåðâîé. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî íåñêîëüêèìè ïðè÷èíàìè.
Âî ïåðâûõ, ðàçäåëåíèå 32-ðàçðÿäíîãî êëþ÷à íà òðè ãðóïïû ðàçðÿäîâ (w[T ], u, v) ïðèâåëî
ê òîìó, ÷òî â ýêñïåðèìåíòàõ áûëè èñïîëüçîâàíû íåáîëüøèå ãðàôû (êîëè÷åñòâî âåðøèí îò
400 äî 16Ê). Ïðè òàêèõ ðàçìåðíîñòÿõ çàäà÷è íå óäàëîñü â ïîëíîé ìåðå ïîêàçàòü âîçìîæ-
íîñòè ñèñòåìû ÌÊÎÄ. Âî âòîðûõ, ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ â ñèñòåìå íà
îñíîâå ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðîâ Intel âûäåëåíèå è îñâîáîæäåíèå ïàìÿòè âûïîëíÿåòñÿ íå
ñàìèì àëãîðèòìîì, à ìåíåäæåðîì ïàìÿòè îïåðàöèîííîé ñèñòåìû. Â ìíîãîÿäåðíîé ñèñòåìå
ôóíêöèîíèðîâàíèå ìåõàíèçìîâ óïðàâëåíèÿ ïàìÿòè îñóùåñòâëÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò òåñòîâîé
ïðîãðàììû äî èëè ïîñëå åå ðàáîòû, à òàêæå âî âðåìÿ åå ðàáîòû íà äðóãèõ ïðîöåññîðíûõ
ÿäðàõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ äëÿ ÝÂÌ ÌÊÌÄ íå ó÷èòûâàþòñÿ âëèÿ-
íèå ïàðàëëåëüíîãî âûïîëíåíèÿ êîäà ìåíåäæåðà ïàìÿòè. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè
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ýêñïåðèìåíòîâ, âûïîëíåííûõ íà îäíîÿäåðíîì ìèêðîïðîöåññîðå ARM11, äëÿ êîòîðîãî ïðå-
èìóùåñòâî ÌÊÎÄ çàìåòíî âûøå (îò 7.8 äî 10.3 ðàç). Âìåñòå ñ òåì óñêîðåíèå äîñòèãíóòî
òàêæå â ñðàâíåíèè ñ x86 ñèñòåìàìè.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëè ïðåäñòàâëåíû ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìîâ Êðóñêàëà è Ïðèìà äëÿÌÊÎÄ-ñè-
ñòåìû. Âñå îïåðàöèè àëãîðèòìîâ áûëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå äåéñòâèé íàä ñòðóêòóðàìè
äàííûõ, âûáðàíû âàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà è îïðåäåëåí ñîñòàâ êëþ÷åé è çíà÷åíèé â
ñòðóêòóðàõ. Ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà äëÿ ðåàëèçàöèè â ïðîöåññîðå
îáðàáîòêè ñòðóêòóð êàê â ðåæèìå ñîïðîöåññîðà, òàê è â ÌÊÎÄ-ðåæèìå.
Â ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ èìåííî ðàçìåð êëþ÷à äëÿ òåêóùåé âåðñèè ïðîöåññîðà

îáðàáîòêè ñòðóêòóð (32 ðàçðÿäà), à íå îáúåì ëîêàëüíîé ïàìÿòè, îãðàíè÷èâàë ðàçìåðíîñòü
çàäà÷è. Èç ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ óñïåøíîãî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìå-
íåíèÿ ñèñòåìû ÌÊÎÄ òðåáóåòñÿ ðåàëèçîâàòü ïðîöåññîð îáðàáîòêè ñòðóêòóð ñ ñóùåñòâåííî
áîëüøèìè ðàçìåðíîñòÿìè êëþ÷åé è äàííûõ (íå ìåíåå 64 áèò).
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàâèñèìîñòü ïî äàííûì ìåæäó äâóìÿ ïîòîêàìè êîìàíä â ÌÊÎÄ-ñè-

ñòåìå ìîæåò áûòü ñîêðàùåíà ïðè ðåàëèçàöèè â ïðîöåññîðå îáðàáîòêè ñòðóêòóð ñïåöèàëè-
çèðîâàííîãî áëîêà ãåíåðàöèè ñîñòàâíûõ êëþ÷åé. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî
ïðîöåññîð îáðàáîòêè ñòðóêòóð ïîçâîëÿåò óñêîðèòü âûïîëíåíèå àëãîðèòìîâ Êðóñêàëà â 1,5
ðàçà, è àëãîðèòìà Ïðèìà â 2,4 ðàçà â ñðàâíåíèè ñ óíèâåðñàëüíûìè ñèñòåìàìè.
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The study of Kruskal's and Prim's algorithms on the Multiple
Instruction and Single Data stream computer system
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Bauman Moscow State Technical University is implementing a project to develop operating
principles of computer system having radically new architecture. A developed working model
of the system allowed us to evaluate an efficiency of developed hardware and software. The
experimental results presented in previous studies, as well as the analysis of operating principles
of new computer system permit to draw conclusions regarding its efficiency in solving discrete
optimization problems related to processing of sets.
The newarchitecture is based on a direct hardware support of operations of discretemathematics,

which is reflected in using the special facilities for processing of sets and data structures. Within
the framework of the project a special device was designed, i.e. a structure processor (SP), which
improved the performance, without limiting the scope of applications of such a computer system.
The previous works presented the basic principles of the computational process organization

in MISD (Multiple Instructions, Single Data) system, showed the structure and features of the
structure processor and the general principles to solve discrete optimization problems on graphs.
This paper examines two search algorithms of the minimum spanning tree, namely Kruskal's

and Prim's algorithms. It studies the implementations of algorithms for two SP operation modes:
coprocessor mode andMISD one. The paper presents results of experimental comparison of MISD
system performance in coprocessor mode with mainframes.
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