
Ññûëêà íà ñòàòüþ:
// Íàóêà è Îáðàçîâàíèå. ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà.
Ýëåêòðîí. æóðí. 2015. ¹9. Ñ. 318{335.
DOI: 10.7463/0915.0811479
Ïðåäñòàâëåíà â ðåäàêöèþ: 03.08.2015
c©ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà

ÓÄÊ 539.3

Äâóñòîðîííèå îöåíêè òåðìîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê
êîìïîçèòà ñ äèñïåðñíûìè âêëþ÷åíèÿìè
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1ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Ñ ïðèìåíåíèåì äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè â íåîäíîðîä-
íîì òâåðäîì òåëå ïîñòðîåíûäâóñòîðîííèå ãðàíèöû âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îáúåìíîãîìîäóëÿ óïðó-
ãîñòè, ìîäóëÿ ñäâèãà è òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ êîìïîçèòà ñ äèñ-
ïåðñíûìè âêëþ÷åíèÿìè, èìåþùèìè ðàçëè÷íûå òåðìîóïðóãèå ñâîéñòâà. Ýòè ãðàíèöû ïîçâîëÿþò
îöåíèòü íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþïîãðåøíîñòü, åñëè â êà÷åñòâå òåðìîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîì-
ïîçèòà ïðèíÿòü ïîëóñóììû ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ. Êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç
ïîãðåøíîñòåé, ïðîâåäåííûé ïðè ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿõ òåðìîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòðèöû êîìïî-
çèòà è âêëþ÷åíèé, âûÿâèë ñóùåñòâåííîå âîçðàñòàíèå âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè ïðè óâåëè÷åíèè
ðàçíèöû ìåæäó ìîäóëÿìè óïðóãîñòè ìàòðèöû è âêëþ÷åíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâà-
íèè óòî÷íåííîãî âàðèàíòà äâóñòîðîííèõ îöåíîê ìîäóëåé óïðóãîñòè êîìïîçèòà ñóùåñòâåííîå
óìåíüøåíèå íàèáîëüøåé âîçìîæíîé ïîãðåøíîñòè ïðîèñõîäèò ëèøü ïðè ìàëîì ðàçëè÷èè óïðó-
ãèõ ñâîéñòâ ìàòðèöû è âêëþ÷åíèé. Ïðåäñòàâëåííûå ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè äàþò âîçìîæíîñòü
îöåíèâàòü ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè çíà÷åíèé òåðìîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà, àðìèðîâàí-
íîãî äèñïåðñíûìè âêëþ÷åíèÿìè (â òîì ÷èñëå â âèäå íàíîñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ), ïîëó÷àåìûõ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèò; äâóñòîðîííèå îöåíêè; äèñïåðñíûå âêëþ÷åíèÿ; òåðìîóïðóãèå õà-
ðàêòåðèñòèêè

Ââåäåíèå

Êîìïîçèòû, àðìèðîâàííûå âêëþ÷åíèÿìè ðàçëè÷íîé ôîðìû, íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíå-
íèå â êîíñòðóêöèÿõ, ïîäâåðæåííûõ êàê ìåõàíè÷åñêèì, òàê è òåïëîâûì âîçäåéñòâèÿì [1, 2, 3].
Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êîìïîçèòîâ â òàêèõ êîíñòðóêöèÿõ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çà-
âèñèò îò êîìïëåêñà òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, â òîì ÷èñëå îò çíà÷åíèé ìîäóëåé
óïðóãîñòè è òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ. Îäíàêî îñíîâíîâíîå
âíèìàíèå â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ êîëè÷åñòâåííîìó àíàëèçó ñâîéñòâ ãåòåðî-
ãåííûõ òåë, ê êîòîðûì ñëåäóåò îòíåñòè êîìïîçèòû, è ïðîàíàëèçèðîâàííûõ, íàïðèìåð, â
[4, 5, 6, 7], óäåëåíî èññëåäîâàíèþ ëèøü óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòîâ, ïðè÷åì, â îñíîâ-
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íîì, ñ âîëîêíèñòîé ñòðóêòóðîé, à ñâÿçü ìîäóëåé óïðóãîñòè ñ òåìïåðàòóðíûì êîýôôèöèåíòîì
ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ðàññìîòðåíà ìåíåå ïîäðîáíî.
Â òåõíèêå íàðÿäó ñ èñïîëüçîâàíèåì âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòîâ øèðîêî ïðèìåíÿþò äèñ-

ïåðñíî óïðî÷íåííûå êîìïîçèòû, â êîòîðûõ âêëþ÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòèöû èç âûñîêîïðî÷-
íûõ è âûñîêîìîäóëüíûõ ìàòåðèàëîâ, â òîì ÷èñëå íàíîñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû [8, 9, 10, 11].
Ïîñêîëüêó îáû÷íî äèñïåðñíûå ÷àñòèöû èìåþò áëèçêèå ðàçìåðû âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ,
ýòî ïîçâîëÿåò ôîðìó òàêèõ ÷àñòèö â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ðàññìàòðèâàòü êàê øàðîâóþ
[12, 13, 14]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîñòàòî÷íî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè êîì-
ïîçèòû, íàçûâàåìûå ñôåðîïëàñòèêàìè [15], êîòîðûå ñîäåðæàò äèñïåðñíûå ÷àñòèöû ñòðîãî
øàðîâîé ôîðìû, íàïðèìåð ïîëûå ñòåêëîñôåðû [16, 17, 18].
Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïóáëèêóåìûõ ðàáîò ïî îöåíêå ñâîéñòâ êîìïîçèòîâ ñ äèñïåðñíûìè

âêëþ÷åíèÿìè ïîäòâåðæäàåò àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè. Òàêèå èññëå-
äîâàíèÿ òðåáóþò êîìïëåêñíîãî ïîäõîäà è ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ òåìïåðàòóðíîãî è íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèé êîìïîçèòà [19, 20, 21].
Âìåñòå ñ òåì íàðÿäó ñ ðàçðàáîòêîé è èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé, îïèñûâàþùèõ ñâîéñòâà êîìïîçèòîâ, öåëåñîîáðàçíî ðàñïîëàãàòü ðàñ÷åòíûìè çàâèñè-
ìîñòÿìè, ïîçâîëÿþùèìè ïîëó÷èòü ãàðàíòèðîâàííûå äâóñòîðîííèå îöåíêè, îõâàòûâàþùèå
èíòåðâàëû âîçìîæíûõ èñòèííûõ çíà÷åíèé îáúåìíîãî ìîäóëåé óïðóãîñòè è òåìïåðàòóðíîãî
êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ êîíêðåòíîãî êîìïîçèòà. Åñëè â êà÷åñòâå åãî òåð-
ìîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê âûáðàòü ïîëóñóììû ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ,
òî íåñëîæíî óñòàíîâèòü íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ïîãðåøíîñòü, âîçíèêàþùóþ ïðè òàêîì
âûáîðå. Â äàííîé ðàáîòå óêàçàííûå çàâèñèìîñòè ïîñòðîåíû íà îñíîâå äâîéñòâåííîé âàðè-
àöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè â íåîäíîðîäíîì òâåðäîì òåëå [22].

1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ

Ïóñòü êîìïîçèò ñîñòîèò èç èçîòðîïíîé ëèíåéíî óïðóãîé ìàòðèöû, òåðìîóïðóãèå ñâîé-
ñòâà êîòîðîé õàðàêòåðèçóþò îáúåìíûé ìîäóëüK◦, ìîäóëü ñäâèãàG◦ è òåìïåðàòóðíûé êîýô-
ôèöèåíò α◦ ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ, è ëèíåéíî óïðóãèõ èçîòðîïíûõ äèñïåðñíûõ øàðîâûõ
âêëþ÷åíèé N âèäîâ. Êàæäûé âèä âêëþ÷åíèé ñ íîìåðîì ς ∈ 1, N è îáúåìíîé êîíöåíòðà-
öèåé Cς èìååò îáúåìíûé ìîäóëüKς , ìîäóëü ñäâèãà Gς è òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíòîì ας

ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ. Îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âñåõ âêëþ÷åíèé â êîìïîçèòå ðàâíà

CV =
N∑

ς=1

Cς .

Ïðè õàîòè÷åñêîì ðàñïîëîæåíèè âêëþ÷åíèé â êîìïîçèòå îí íå îáëàäàåò òåêñòóðîé è åãî
äîïóñòèìî ñ÷èòàòü èçîòðîïíûì [4, 23]. Èñêîìûìè òåðìîóïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êîì-
ïîçèòà ÿâëÿþòñÿ îáúåìíûé ìîäóëü K, ìîäóëü ñäâèãà G è òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò α
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ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ. Ýòè õàðàêòåðèñòèêè ïðåäñòàâèì â òåíçîðíîé ôîðìå ñîîòíîøåíè-
ÿìè [24]

Ĉ = 3K V̂ +2G D̂, Ŝ =
V̂

3K
+

D̂

2G
D̂, α = α Î2, (1)

ãäå Ĉ è Ŝ| òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè è ïîäàòëè-
âîñòè êîìïîçèòà; V̂ è D̂|òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà, ÿâëÿþùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî îáúåìíîé
è äåâèàòîðíîé ñîñòàâëÿþùèìè åäèíè÷íîãî òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà Î = V̂ + D̂;α|òåíçîð
âòîðîãî ðàíãà êîýôôèöèåíòîâ òåìïåðàòóðíîé äåôîðìàöèè; Î2 | åäèíè÷íûé òåíçîð âòîðîãî
ðàíãà ñ êîìïîíåíòàìè δij = 1 ïðè i = j è δij = 0 ïðè i 6= j (i, j = 1, 2, 3) â ïðÿìîóãîëüíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3. Êîìïîíåíòû òåíçîðîâ V̂ è D̂ èìåþò âèä [1]

Vijmn =
δijδmn

3
, Dijmn =

δimδjn + δinδjm

2
− Vijmn, m, n = 1, 2, 3.

Èç ýòèõ ôîðìóë è ðàâåíñòâà δii = 3 (ñ ó÷åòîì ïðàâèëà ñóììèðîâàíèÿ ñëàãàåìûõ ïî ïîâòîðÿ-
þùèìñÿ â ñîìíîæèòåëÿõ ëàòèíñêèì èíäåêñàì [20], èñïîëüçóåìîãî è â äàëüíåéøåì) ñëåäóåò
VijmnVmnkl = Vijkl (k, l = 1, 2, 3), DijmnDmnkl = Dijkl è VijmnDmnkl = 0, ò. å.

V̂ ·· V̂ = V̂, D̂ ·· D̂ = D̂, V̂ ·· D̂ = Ô4, (2)

ãäå Ô4 | òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè, à êàæäàÿ èç òî÷åê ìåæäó
ñîìíîæèòåëÿìè â ïðîèçâåäåíèè òåíçîðîâ îçíà÷àåò ñâåðòûâàíèå ïî èíäåêñó, îäèíàêîâîìó â
îáîèõ ñîìíîæèòåëÿõ [20].
Òåíçîðû V̂, D̂ è TI2 ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè, ò.å. èõ êîìïîíåíòû íå çàâèñÿò îò îðèåí-

òàöèè âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ôîðìóëû (1) ñîõðàíÿþò ñâîé âèä ïðèìåíèòåëüíî ê
ìàòðèöå è ïëàñòèí÷àòûì âêëþ÷åíèÿì ïðè çàìåíå ìîäóëåé óïðóãîñòè K è G è òåìïåðàòóð-
íîãî êîýôôèöèåíòà α ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ êîìïîçèòà ñîîòâåòñòâåííî íà K◦, G◦, α◦ äëÿ
ìàòðèöû è íà Kς , ς , ας äëÿ âêëþ÷åíèé.
Òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà èìååò äâà ëèíåéíûõ èíâàðèàíòà. Äëÿ òåíçîðîâ V̂ è D̂ ñ ó÷åòîì

ôîðìóë (2) ýòè èíâàðèàíòû èìåþò âèä Viimm = 3, Vimim = 1, Diimm = 0 è Dimim = 5, à èí-
âàðèàíòû òåíçîðîâ Ĉ è Ŝ c êîìïîíåíòàìè ñîîòâåòñòâåííî Cijmn è Sijmn, ñîãëàñíî ôîðìóëàì
(1), ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîîòíîøåíèÿìè

Ĉ ···· V̂ = Ciimm = 9K, Ĉ ···· D̂ = Cimim − Ciimm

3
= 10G, (3)

Ŝ ···· V̂ = Siimm =
1

K
, Ŝ ···· D̂ = Simim − Siimm

3
=

5

2G
. (4)

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûå èíâàðèàíòû òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè
ïðîèçâåäåíèÿìè ýòîãî òåíçîðà è òåíçîðîâ V̂ è D̂ ñîîòâåòñòâåííî ïðè ñâåðòûâàíèè ïî âñåì
÷åòûðåì èíäåêñàì [20]. Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà èìååò åäèíñòâåííûé ëèíåéíûé èíâàðèàíò,
êîòîðûé äëÿ òåíçîðà êîýôôèöèåíòîâ òåìïåðàòóðíîé äåôîðìàöèè èìååò âèä α·· Î2 = 3α.
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Ìîäóëè óïðóãîñòè êîìïîçèòà, ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé îñðåäíåííûå ïî ïðåäñòàâè-
òåëüíîìó îáúåìó V êîìïîçèòà òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèè ñîîòâåò-
ñòâåííî

〈ŝ〉 =
1

V

∫
V

ŝ(M) dV (M) и 〈ê〉 =
1

V

∫
V

ê(M) dV (M),

ãäå ŝ(M) è ê(M) | òåíçîðû, îïðåäåëÿþùèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â
îêðåñòíîñòè òî÷êè M ∈ V , ïðèíÿòî íàçûâàòü ýôôåêòèâíûìè. Ïðè îòñóòñòâèè òåïëîâîãî
âîçäåéñòâèÿ (∆T ≡ 0) ýòó ñâÿçü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 〈ŝ〉 = Ĉ∗〈ê〉 èëè 〈ê〉 = Ŝ∗〈ŝ〉,
ãäå ñ ó÷åòîì ôîðìóë (1) Ĉ∗ = 3K∗ V̂ +2G∗ D̂ è Ŝ∗ = 1/(3K∗) V̂ +1/(2G∗) D̂| íàçûâàåìûå
ýôôåêòèâíûìè òåíçîðû êîýôôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî óïðóãîñòè è ïîäàòëèâîñòè êîìïî-
çèòà, ïðåäñòàâëåííûå ÷åðåç ýôôåêòèâíûå çíà÷åíèÿ îáúåìíîãî ìîäóëÿ K∗ è ìîäóëÿ ñäâèãà
G∗ êîìïîçèòà, ââîäèìûå èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà îáúåìíîé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
äåôîðìàöèè â èçîòðîïíîé ñðåäå è â ðåàëüíîì êîìïîçèòå [20]:

1

2
〈ê〉·· Ĉ∗ ··〈ê〉 =

1

2
〈ŝ〉·· Ŝ∗ ··〈ŝ〉 =

1

2V

∫
V

ê∗(M)··ŝ∗(M) dV (M). (5)

Çäåñü ŝ∗ è ê∗ | òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèè, îïèñûâàþùèå èñòèííîå íàïðÿæåí-
íî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå êîìïîçèòà, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ è ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé.
Àíàëîãè÷íûìïóòåììîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîãî òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà

α∗ ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ êîìïîçèòà. Çíà÷åíèÿK∗, Ŝ∗ è α∗ ïîäëåæàò îöåíêå íà îñíîâå òîãî
èëè èíîãî ïîäõîäà. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ñâÿçàí ñ ïðèìåíåíèåì äâîéñòâåííîé
âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè ëèíåéíîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè â íåîäíîðîäíîì òâåðäîì
òåëå [22].

2. Ïîñòðîåíèå äâóñòîðîííèõ îöåíîê

Ïðè îòñóòñòèè òåïëîâûõ âîçäåéñòâèé â äâîéñòâåííóþ âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó ëè-
íåéíîé çàäà÷è óïðóãîñòè âõîäÿò äâà àëüòåðíàòèâíûõ ôóíêöèîíàëà (ìèíèìèçèðóåìûé ôóíê-
öèîíàë Ëàãðàíæà è ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë Êàñòèëèàíî). Åñëè îòñóòñòâóþò îáúåì-
íûå ñèëû, à íà ïîâåðõíîñòèS, îãðàíè÷èâàþùåé îáúåìV , çàäàíû êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ, òî ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà, äîñòèãàþùèé ìèíèìóìà íà èñòèííîì ðàñïðåäåëåíèè ïå-
ðåìåùåíèé â çàìêíóòîé îáëàñòè V = V ∪ S, èìååò âèä [22]

J1 =
1

2

∫
V

ê(M) ·· Ĉ∗
(M) ·· ê(M) dV (M), M ∈ V, (6)

ãäå Ĉ
∗
| òåíçîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ëîêàëüíûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè ìà-

òðèöûè âêëþ÷åíèé â îáúåìåV . Ýòîòôóíêöèîíàë äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü íà íåïðåðûâíûõ
è êóñî÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ðàñïðåäåëåíèÿõ ïåðåìå-
ùåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ êèíåìàòè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Òîãäà ïðè äîïóñòèìîì
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îäíîðîäíîì äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, îïðåäåëÿåìîì òåíçîðîì ê0 = 〈ê〉 ñ êîìïîíåí-
òàìè εij = const, ñ ó÷åòîì ôîðìóë (5) è (6) è ðàâåíñòâà ŝ∗ = Ĉ

∗ · · ê∗, îïóñòèâ îáîçíà÷åíèå
òî÷êèM ∈ V , ìîæíî çàïèñàòü

1

2

∫
V

ê0 ·· Ĉ
∗·· ê0 dV >

1

2

∫
V

ê∗·· Ĉ∗ ·· ê∗ dV =
V

2
ê0 ·· Ĉ∗ ·· ê0.

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

1

V

∫
V

Ĉ
∗
(M) dV (M) > Ĉ∗, M ∈ V,

êîòîðîå ïîñëå ïîëíîé ñâåðòêè ñ òåíçîðàìè V̂ è D̂ ñ ó÷åòîì ôîðìóë (2) áóäåò ýêâèâàëåíòíî
äâóì íåðàâåíñòâàì, ñîäåðæàùèì ëèíåéíûå èíâàðèàíòû òåíçîðîâ Ĉ

∗
è Ĉ∗:

1

V

∫
V

Ĉ
∗ ···· V̂ dV > 9K∗,

1

V

∫
V

Ĉ
∗ ···· D̂ dV > 10G.

Ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ êóñî÷íî ïîñòîÿííû â ïðåäåëàõ ìàòðèöû è
îòäåëüíî âçÿòûõ âêëþ÷åíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò äëÿ ýôôåêòèâíûõ çíà÷åíèé ìîäóëåé óïðóãîñòè
K∗ è G∗ êîìïîçèòà ïðåäñòàâèòü âåðõíèå îöåíêè K+ è G+ c ó÷åòîì ôîðìóë (3) è (4) â âèäå

K̃+ =
K+

K◦ = 1− CV +
N∑

ς=1

Kς

K◦Cς , G̃+ =
G+

G◦ = 1− CV +
N∑

ς=1

Gς

G◦Cς . (7)

Ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë è çàäàíèè ñèëîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè,
îãðàíè÷èâàþùåé îáúåì V , ôóíêöèîíàë Êàñòèëèàíî, ìàêñèìèçèðóåìûé íà èñòèííîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè íàïðÿæåíèé â çàìêíóòîé îáëàñòè V , èìååò âèä [22]

J2 = −1

2

∫
V

ŝ(M) ·· Ŝ∗
(M) ·· ŝ(M) dV (M), M ∈ V, (8)

ãäå Ŝ
∗
| òåíçîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ëîêàëüíûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè ìà-

òðèöû è ñôåðîäàëüíûõ âêëþ÷åíèé â îáúåìå V . Ýòîò ôóíêöèîíàë äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü
íà ñòàòè÷åñêè âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ íàïðÿæåíèé. Ïðè äîïóñòèìîì îäíîðîäíîì íà-
ïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, îïðåäåëÿåìîì òåíçîðîì ŝ0 = 〈ŝ〉 ñ êîìïîíåíòàìè σij = const, ñ
ó÷åòîì ôîðìóë (5) è (8) è ðàâåíñòâà ê∗ = Ŝ

∗·· ŝ∗, îïóñòèâ îáîçíà÷åíèå òî÷êèM ∈ V , ìîæíî
çàïèñàòü

−1

2

∫
V

ŝ0 ·· Ŝ
∗·· ŝ0 dV 6 −1

2

∫
V

ŝ∗·· Ŝ∗·· ŝ∗ dV = −V

2
ŝ0·· Ŝ∗·· ŝ0.

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

1

V

∫
V

Ŝ
∗
(M) dV (M) > Ŝ∗, M ∈ V,
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êîòîðîå ïîñëå ïîëíîé ñâåðòêè ñ òåíçîðàìè V̂ è D̂ ñ ó÷åòîì ôîðìóë (2) áóäåò ðàâíîñèëüíî
äâóì íåðàâåíñòâàì, âêëþ÷àþùèì ëèíåéíûå èíâàðèàíòû òåíçîðîâ Ŝ

∗
è Ŝ∗:

1

V

∫
V

Ŝ
∗ ···· V̂ dV >

1

K
,

1

V

∫
V

Ŝ
∗ ···· D̂ dV >

5

2G
.

Ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ êóñî÷íî ïîñòîÿííû â ïðåäåëàõ îòäåëüíî
âçÿòûõ âêëþ÷åíèé è â ìàòðèöå, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü äëÿ ýôôåêòèâíûõ çíà÷åíèé ìîäóëåé
óïðóãîñòè K∗ è G∗ êîìïîçèòà ïðåäñòàâèòü íèæíèå îöåíêè K− è G− c ó÷åòîì ôîðìóë (3) è
(4) â âèäå

1

K̃−
=

K◦

K−
= 1− CV + K◦

N∑
ς=1

Cς

Kς

,
1

G̃−
=

G◦

G−
= 1− CV + G◦

N∑
ς=1

Cς

Gς

. (9)

Îöåíêè (7) è (9) ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ñ ïðèâëå÷åíèåì òåîðèè ñìåñåé [25], íî èç ýòîé
òåîðèè íå ñëåäóåò, ÷òî ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ äâóñòîðîííèìè ïî îòíîøåíèþ ê èñòèííûì
çíà÷åíèÿì ìîäóëåé óïðóãîñòè êîìïîçèòà. Ïîñòðîåííûå äâóñòîðîííèå îöåíêè îáúåìíîãî
ìîäóëÿ è ìîäóëÿ ñäâèãà êîìïîçèòà ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè åãî
ïðîäîëüíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè (ìîäóëÿ Þíãà) E:

E+ =
9K+G+

3K+ + G+

, E− =
9K−G−

3K− + G−
, (10)

à òàêæå îöåíêè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν êîìïîçèòà:

ν1 =
3K+/2−G+

3K+ + G+

, ν2 =
3K−/2−G−

3K− + G−
, (11)

ïðè÷åì ðàçíîñòü çíà÷åíèé ν1 è ν2 ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâóñòîðîííèõ îöåíîê òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñ-

øèðåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâîéñòâåííóþ âàðèàöèîííóþ
ôîðìóëèðîâêó ëèíåéíîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè äëÿ íåîäíîðîäíîãî òâåðäîãî òåëà [22, 26].
Ýòà ôîðìóëèðîâêà âêëþ÷àåò äâà àëüòåðíàòèâíûõ ôóíêöèîíàëà (ìèíèìèçèðóåìûé è ìàêñè-
ìèçèðóåìûé), êîòîðûå íà èñòèííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé äîñòèãàþò
ðàâíûõ ïî çíà÷åíèþ ýêñòðåìóìîâ.
Åñëè ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì V êîìïîçèòà ïîìåñòèòü â àáñîëþòíî æåñòêóþ îáîëî÷êó,

îáåñïå÷èâàþùóþ ïðè îäíîðîäíîì ïðèðàùåíèè ∆T òåìïåðàòóðû êîìïîçèòà îòñóòñòâèå ïå-
ðåìåùåíèé íà îãðàíè÷èâàþùåé ýòîò îáúåì ïîâåðõíîñòè S, òî íà äîïóñòèìîì äëÿ ìèíèìè-
çèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà îäíîðîäíîì ðàñïðåäåëåíèè u(M) = 0 (M ∈ V ) ïåðåìåùåíèé îí
ïðèìåò âèä

J∗
1 =

(∆T )2

2

∫
V

α∗(M) ·· Ĉ∗
(M) ··α∗(M) dV =

BαV

2
(∆T )2, (12)

ãäå α∗ | çàâèñÿùèé îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè M ∈ V òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ òåìïåðàòóðíîé
äåôîðìàöèè, à

Bα = 9K◦(α◦)2(1− СV ) + 9
N∑

ς=1

Kςα
2
ς Cς .
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Äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà îäíèì èç äîïóñòèìûõ ðàñïðåäåëåíèé íàïðÿæåíèé
ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîå ïî îáúåìó V , îïðåäåëÿåìîå øàðîâûì òåíçîðîì ŝ = σ Î2, σ = const. Íà
òàêîì ðàñïðåäåëåíèè ýòîò ôóíêöèîíàë ñ ó÷åòîì ïåðâîé ôîðìóëû (9) èìååò âèä [26]

J∗
2 = − σ2V

2K−
− σ∆T

∫
V

α∗(M)·· Î2 dV (M).

Çíà÷åíèå σ ìîæíî íàéòè èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ýòîãî ôóíê-
öèîíàëà

dJ∗
2

dσ
= − σ

K−
−∆T

∫
V

α∗(M)·· Î2 dV (M) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò σ = −3K−α∗∆T , ãäå

α∗ = (1− CV )α◦ +
N∑

ς=1

αςCς , (13)

ïðè÷åì ýòà ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøè-
ðåíèÿ, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç òåîðèè ñìåñåé [25]. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè σ â ìàêñèìèçèðóåìûé
ôóíêöèîíàë îí ïðèìåò âèä

J◦
2 =

9

2
V K−(α∗∆T )2. (14)

Äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû, èìåþùåé îáúåìíûé ìîäóëü óïðóãîñòèK è èñêîìûé òåìïåðàòóð-
íûé êîýôôèöèåíò α ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà, ìèíèìèçèðóåìûé
ôóíêöèîíàë ïðè óñëîâèè u(M) = 0 (M ∈ V ) ðàâåí J◦

1 =
9
2
V K(α∆T )2, ÷òî ñîâïàäàåò ñî

çíà÷åíèåì J∗
2 ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà íà äîïóñòèìîì îäíîðîäíîì ðàñïðåäåëåíèè

íàïðÿæåíèÿ, ðàâíîãî σ∗ = −3Kα∆T . Äëÿ àëüòåðíàòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ ñïðàâåäëèâî íå-
ðàâåíñòâî [22] J∗

1 > J◦
1 > J∗

2 . Îòñþäà ñ ó÷åòîì ôîðìóë (12) è (14) ñëåäóþò äâóñòîðîííèå
îöåíêè

α2
+ =

Bα

9K
> α2 >

K−

K
α2
∗ = α2

−. (15)

Â ñîîòíîøåíèè (14) âìåñòî K ìîæíî èñïîëüçîâàòü åãî äâóñòîðîííèå îöåíêè, îïðåäå-
ëÿåìûå ïåðâûìè ôîðìóëàìè (8) è (10), ÷òî ïðèâîäèò ê ãàðàíòèðîâàííûì äâóñòîðîííèì
îöåíêàì

ᾱ2
+ =

Bα

9K−
> α2 >

K−

K+

α2
∗ = ᾱ2

−. (16)

Èñïîëüçîâàíèå â ñîîòíîøåíèè (15) çíà÷åíèÿ îáúåìíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòèK = (K++K−)/2

äîëæíî ïðèâåñòè ê ñáëèæåíèþ äâóñòîðîííèõ îöåíîê ïî ñðàâíåíèþ ñ íåðàâåíñòâàìè (16).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ñóùåñòâåííîì ðàçëè÷èè óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòðèöû è

âêëþ÷åíèé ïðåäñòàâëåííûå äâóñòîðîííèå îöåíêè ìîãóò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîìó îòëè÷èþ
çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàì. Ýòè ãðàíèöû ìîæíî ñáëèçèòü,
åñëè èñïîëüçîâàòü óòî÷íåííûé âàðèàíò äâóñòîðîííèõ îöåíîê êàê îáúåìíîãî ìîäóëÿ, òàê è
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ìîäóëÿ ñäâèãà â âèäå [6, 27]

K∗
+ =

(
1− CV

K◦ + 4Gmax/3
+

N∑
ς=1

Cς

Kς + 4Gmax/3

)−1

− 4

3
Gmax,

K∗
− =

(
1− CV

K◦ + 4Gmax/3
+

N∑
ς=1

Cς

Kς + 4Gmin/3

)−1

− 4

3
Gmin,

G∗
+ =

(
1− CV

G◦ + 4Gmax/3
+

N∑
ς=1

Cς

Gς + G∗
max/3

)−1

−G∗
max, (17)

G∗
+ =

(
1− CV

G◦ + 4Gmax/3
+

N∑
ς=1

Cς

Gς + G∗
min/3

)−1

−G∗
min,

ãäå Gmax = max{G◦, G1, . . . , GN} è Gmin = min{G◦, G1, . . . , GN},

G∗
max =

3

2

(
1

Gmax

+
10

9Kmax + 6Gmax

)−1

, G∗
min =

3

2

(
1

Gmin

+
10

9Kmin + 6Gmin

)−1

,

Kmax = max{K◦, K1, . . . , KN} è Gmin = min{K◦, K1, . . . , KN}. Âûáîð â êà÷åñòâå ìîäóëåé
óïðóãîñòè êîìïîçèòà ïîëóñóìì ýòèõ îöåíîê äîëæåí ïðèâåñòè ê ñíèæåíèþ íàèáîëüøåé
âîçìîæíîé ïîãðåøíîñòè òàêîãî âûáîðà.

3. Îöåíêè íàèáîëüøèõ âîçìîæíûõ ïîãðåøíîñòåé

Åñëè â êà÷åñòâå èñêîìûõ òåðìîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà èñïîëüçîâàòü ïîëó-
ñóììû óñòàíîâëåííûõ âûøå âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè (7), (9){
(11) è (16), òî íàèáîëüøèå âîçìîæíûå îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè òàêèõ õàðàêòåðèñòèê
áóäóò ðàâíû

ηK =
K+ −K−

K+ + K−
, ηG =

G+ −G−

G+ + G−
, ηE =

E+ − E−

E+ + E−
, ην =

ν+ − ν−
ν+ + ν−

, ηα =
ᾱ+ − ᾱ−

ᾱ+ + ᾱ−
.

Íà ðèñ. 1 â ïîëóëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ êîìïîçèòà ñ îäíèì âèäîì âêëþ÷åíèé
(N = 1) ïðåäñòàâëåíû ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâûõ ôîðìóë (7) è (9) ãðàôèêè
çàâèñèìîñòè ηK îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè C1 = CV ýòîãî âèäà âêëþ÷åíèé ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà K̄ = K1/K

◦ > 1. Ýòè ãðàôèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî àáñöèññû
CV = 0, 5 è ñîîòâåòñòâóþò òàêæå çàâèñèìîñòè ηG îò C1, åñëè âìåñòî K̄ èñïîëüçîâàòü ïà-
ðàìåòð Ḡ = G1/G

◦. Ïðè àðìèðîâàíèè êîìïîçèòîâ âûñîêîïðî÷íûìè è âûñîêîìîäóëüíûìè
âêëþ÷åíèÿìè îáû÷íî K̄ > 1 è Ḡ > 1. Íî êàæäûé èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ ïðèìåíèì
êàê ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè K̄ > 1, òàê è ïðè îáðàòíîì åìó çíà÷åíèè 1/K̄ > 1. Èç ðè-
ñóíêà, íàïðèìåð, ñëåäóåò, ÷òî ηK < 0, 06 ïðè K̄ = 2, íî ïðè K̄ > 10 è CV = 0, 5 íàèáîëüøàÿ
âîçìîæíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü óæå ïðåâûøàåò 50%.
Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ηE îò CV äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà ñîõðàíÿþò ñèììåòðèþ

îòíîñèòåëüíî àáñöèññû CV = 0.5 ëèøü ïðè óñëîâèè Ḡ = K̄ è â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàþò
äëÿ âçàèìíî îáðàòíûõ âåëè÷èí. Íà ðèñ. 2 ãðàôèêè ýòîé çàâèñèìîñòè ïðèâåäåíû òàêæå â
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ηK îò CV ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà K̄

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ηE îò CV

ïðè G◦ = 0, 4 è ðàçëè÷íûõ
ñî÷åòàíèÿõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ K̄ è Ḡ

ïîëóëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ çíà÷åíèÿ Ḡ◦ = G◦/K◦ = 0, 4 è ñî÷åòàíèé ïàðàìå-
òðîâ K̄ è Ḡ ñîîòâåòñòâåííî 5 è 1,25 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), 1,25 è 5 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), 5 è 2
(øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), 2 è 5 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), 10 è 5 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñ òåìíûìè
êâàäðàòàìè), 5 è 10 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñî ñâåòëûìè êâàäðàòàìè), 100 è 20 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñ
òåìíûìè êðóæêàìè), 20 è 100 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñî ñâåòëûìè êðóæêàìè), ñïëîøíûå êðèâûå
ïðè ñî÷åòàíèè ïàðàìåòðîâ 5 è 0,8 (ñ òåìíûìè ðîìáàìè), 0,8 è 5 (ñâåòëûìè ðîìáàìè), 10
è 0,5 (ñ òåìíûìè êâàäðàòàìè), 0,5 è 10 (ñî ñâåòëûìè êâàäðàòàìè), 0,5 è 0,125 (ñ òåìíûìè
êðóæêàìè), 0,125 è 0,5 (ñî ñâåòëûìè êðóæêàìè), 0,8 è 0,4 (ñ òåìíûìè òðåóãîëüíèêàìè), 0,4
è 0,8 (ñî ñâåòëûìè òðåóãîëüíèêàìè).
Èñïîëüçóåì äëÿ ñðàâíåíèÿ óòî÷íåííûé âàðèàíò (17) äâóñòîðîííèõ îöåíîê çíà÷åíèé ìî-

äóëåé óïðóãîñòè. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà ñ îäíèì âèäîì âêëþ÷åíèé ýòîò âàðèàíò
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîîòíîøåíèÿìè [24]

K̃∗
+ = K̃+ −min{∆K̄ ′, ∆K̄ ′′}, K̃∗

− = K̃+ −max{∆K̄ ′, ∆K̄ ′′},

G̃∗
+ = G̃+ −min{∆Ḡ′, ∆Ḡ′′}, G̃∗

− = G̃+ −max{∆Ḡ′, ∆Ḡ′′},

ãäå

∆K̄ ′ =
(K̄ − 1)2CV (1− CV )

K̄(1−CV )+CV +4Ḡ◦/3
, ∆K̄ ′′ =

(K̄ − 1)2CV (1− CV )

K̄(1−CV )+CV +4ḠḠ◦/3
,

∆Ḡ′ =
(Ḡ− 1)2CV (1− CV )

Ḡ(1−CV )+CV +Ḡ′ , ∆Ḡ′′ =
(Ḡ− 1)2CV (1− CV )

Ḡ(1−CV )+CV +Ḡ′′ ,

Ḡ◦ =
G◦

K◦ , Ḡ′ =
9 + 8Ḡ◦

6 + 12Ḡ◦ , Ḡ′′ =
Ḡ(9K̄ + 8ḠḠ◦)

6K̄ + 12ḠḠ◦ .
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Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè η∗K = (K∗
+−K∗

−)/(K∗
++K∗

−) îò CV äëÿ òåõ æå
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ è ïðè òåõæå îáîçíà÷åíèÿõ êðèâûõ, ÷òî è íà ðèñ. 2. Èç ñðàâíåíèÿ ðèñ. 1 ñ
ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî óòî÷íåííûé âàðèàíò äâóñòîðîííèõ îöåíîê ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñíèçèòü
íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ïîãðåøíîñòü ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ
K̄ è Ḡ îò åäèíèöû. Îäíàêî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ðàçëè÷èå â çíà÷åíèÿõ
ïîãðåøíîñòåé íà ðèñ. 1 è 3 óáûâàåò. Òàêîé æå âûâîä ñëåäóåò èç ñîïîñòàâëåíèÿ ðèñ. 1
ñ ðèñ. 4, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè η∗G = (G∗

+−G∗
−)/(G∗

++G∗
−) îò CV

òàêæå äëÿ ïðåæíèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ è ïðè ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ îáîçíà÷åíèÿõ êðèâûõ.
Óòî÷íåííûé âàðèàíò äâóñòîðîííèõ îöåíîê ìîäóëåé óïðóãîñòè K∗

+ è G∗
− ðàññìàòðèâàåìîãî

êîìïîçèòà èñïîëüçîâàí äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê E∗
+ è E∗

− åãî ïðîäîëüíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè.
Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè η∗E = (E∗

+−E∗
−)/(E∗

++E∗
−) îò CV ñ ñîõðàíåíèåì

çíà÷åíèé âñåõ ïàðàìåòðîâ è îáîçíà÷åíèé êðèâûõ, ïðèíÿòûõ íà ðèñ. 2{ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå
ýòîãî ðèñóíêà ñ ðèñ. 2 ïîäòâåðäàåò ñäåëàííûé âûøå âûâîä.

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü η∗K îò CV

ïðè G◦ = 0, 4 è ðàçëè÷íûõ
ñî÷åòàíèÿõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ K̄ è Ḡ

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü η∗G îò CV

ïðè G◦ = 0, 4 è ðàçëè÷íûõ
ñî÷åòàíèÿõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ K̄ è Ḡ

Ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (16) ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ηα îò CV ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 6 ïðè ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿõ ïàðàìåòðîâ K̄ è ᾱ = α1/α

◦ ñîîòâåòñòâåííî 5
è 1,25 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), 5 è 0.8 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), 5 è 2 (øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), 5 è 0,5
(ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), 5 è 10 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñ òåìíûìè êâàäðàòàìè), 5 è 0,1 (øòðèõîâàÿ
ëèíèÿ ñî ñâåòëûìè êâàäðàòàìè), 100 è 10 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñ òåìíûìè êðóæêàìè), 100 è 0,1
(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñî ñâåòëûìè êðóæêàìè), ñïëîøíûå êðèâûå ïðè ñî÷åòàíèè ïàðàìåòðîâ 2
è 2 (ñ òåìíûìè ðîìáàìè), 2 è 0,5 (ñî ñâåòëûìè ðîìáàìè), 10 è 2 (ñ òåìíûìè êâàäðàòàìè),

Íàóêà è Îáðàçîâàíèå. ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà 327

http://technomag.bmstu.ru


Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü η∗E îò CV

ïðè G◦ = 0, 4 è ðàçëè÷íûõ
ñî÷åòàíèÿõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ K̄ è Ḡ

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ηα îò CV

ïðè G◦ = 0, 4 è ðàçëè÷íûõ
ñî÷åòàíèÿõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ K̄ è ᾱ

10 è 0,5 (ñî ñâåòëûìè êâàäðàòàìè), 20 è 5 (ñ òåìíûìè êðóæêàìè), 20 è 0,2 (ñî ñâåòëûìè
êðóæêàìè), 0,8 è 5 (ñ òåìíûìè òðåóãîëüíèêàìè), 0,8 è 0,2 (ñî ñâåòëûìè òðåóãîëüíèêàìè).
Åñëè â ñîîòíîøåíèå (16) ïîäñòàâèòü óòî÷íåííûå äâóñòîðîííèå îöåíêè, òî ïîëó÷èì

ᾱ∗
+ =

√√√√1− CV + K̄1ᾱ2CV

K̃∗
−

, ᾱ∗
− =

√√√√K̃∗
−

K̃∗
+

(1− CV + ᾱCV ).

Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè η∗α =
ᾱ∗

+−ᾱ∗
−

ᾱ∗
++ᾱ∗

−
îòCV ïðè Ḡ◦ = 0, 4 è ñî÷åòàíèÿõ

ïàðàìåòðîâ K̄, ᾱ è Ḡ ñîîòâåòñòâåííî 5, 1,25 è 3 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), 5, 0,8 è 3 (øòðèõîâàÿ
ëèíèÿ), 5, 2 è 3 (øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), 5, 0,5 è 3 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), 5, 10 è 3 (øòðèõîâàÿ
ëèíèÿ ñ òåìíûìè êâàäðàòàìè), 5, 0,1 è 3 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñî ñâåòëûìè êâàäðàòàìè), 100, 10
è 50 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñ òåìíûìè êðóæêàìè), 100, 0,1 è 50 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñî ñâåòëûìè
êðóæêàìè), ñïëîøíûå êðèâûå ïðè ñî÷åòàíèè ïàðàìåòðîâ 2, 2 è 1,5 (ñ òåìíûìè ðîìáàìè), 2,
0,5 è 1,5 (ñî ñâåòëûìè ðîìáàìè), 10, 2 è 6 (ñ òåìíûìè êâàäðàòàìè), 10, 0,5 è 6 (ñî ñâåòëûìè
êâàäðàòàìè), 20, 5 è 13 (ñ òåìíûìè êðóæêàìè), 20, 0,2 è 13 (ñî ñâåòëûìè êðóæêàìè), 0,8, 5 è
0,5 (ñ òåìíûìè òðåóãîëüíèêàìè), 0,8, 0,2 è 0,5 (ñî ñâåòëûìè òðåóãîëüíèêàìè).
Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ðèñ. 6 è 7 ñëåäóåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå óòî÷íåííîãî âàðèàíòà äâóñòî-

ðîííèõ îöåíîê ìîäóëåé óïðóãîñòè êîìïîçèòà íåñêîëüêî óìåíüøàåò íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ
ïîãðåøíîñòü òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîì-
ïîçèòà, åñëè âûáðàòü çíà÷åíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà ðàâíûì ïîëóñóììå åãî äâóñòîðîííèõ
îöåíîê, íî â îñíîâíîì ñîõðàíÿåò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êðèâûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ çàâèñè-
ìîñòü òàêîé ïîãðåøíîñòè îò êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé.
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ηα îò CV ïðè G◦ = 0, 4 è ðàçëè÷íûõ
ñî÷åòàíèÿõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ K̄, ᾱ è Ḡ

Çàêëþ÷åíèå

Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ ñôåðîèäàëüíûõ âêëþ÷åíèé è ÷à-
ñòèö ìàòðèöû ñî èçîòðîïíîé ñðåäîé, èñêîìûå ñâîéñòâà êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ðàññìàòðè-
âàåìîìó êîìïîçèòó, ïîçâîëèëî îöåíèòü âëèÿíèå íà åãî òåðìîóïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ñî-
îòíîøåíèÿ ïîëóîñåé ñôåðîèäà, ìîäåëèðóþùåãî ôîðìó ïëàñòèí÷àòûõ âêëþ÷åíèé. Óñòàíî-
âëåíî, ÷òî ïðè ìàëîé îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé ýòî âëèÿíèå íåñóùåñòâåííî, íî
è ñ óâåëè÷åíèåì êîíöåíòðàöèè îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ìîäóëåé óïðóãîñòè è òåìïåðàòóð-
íîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ êîìïîçèòà ïðè èçìåíåíèè ôîðìû ïëàñòèí÷àòûõ
âêëþ÷åíèé íå ïðåâîñõîäèò íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ.
Ïðåäñòàâëåííûå ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè äàþò âîçìîæíîñòü ïðîãíîçèðîâàòü òåðìîóïðó-

ãèå õàðàêòåðèñòèêè êîìïîçèòà ïî çàäàííûì ñâîéñòâàì ìàòðèöû è è âêëþ÷åíèé, èõ êîíöåí-
òðàöèè è ôîðìå.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ãðàíòó ÍØ{1432.2014.8 ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ãîñóäàðñòâåí-

íîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë è â ðàìêàõ ïðîåêòà 1712 â ñôåðå íàó÷íîé äåÿ-
òåëüíîñòè ïî ãîñóäàðñòâåííîìó çàäàíèþ ¹ 2014/104 Ìèíîáðíàóêè ÐÔ, à òàêæå â ðàìêàõ
ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ïî ïðîåêòó ¹ 1.2640.2014.
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The composites, dispersion-reinforced with inclusions from high-strength and high-modulus
materials are widely used in technology. Nanostructure elements can perform the role of such
inclusions as well. Possible applications of such composites in heat-stressed structures under
heavy mechanical and thermal influences significantly depend on a complex of thermo-mechanical
characteristics including the values of the moduli of elasticity and coefficient of linear thermal
expansion. There are different approaches to construction of mathematical models that allow
calculating dependences to estimate elastic characteristics of composites. Relation between thermo-
elastic properties of matrix and inclusions of the composite with its temperature coefficient of linear
expansion is studied in less detail. Thus, attention has been insufficient in estimating a degree of
reliability and a possible error of derived dependencies.
A dual variation formulation of the problem of thermo-elasticity in a non-uniform solids

simulating the properties and structure of the composite with dispersed inclusions, makes it possible
to define two-sided limits of possible values of the volume elasticity modulus, shear modulus, and
coefficient of linear thermal expansion of such composite. These limits allow us to estimate the
maximum possible error, if to take a half-sum of the limit values of these parameters as the thermo-
elastic characteristics of the composite. Implementing this approach to find possible errors, arising
when using one or another calculating dependency, improves reliability of predicted thermo-elastic
characteristics as applied to existing and promising composites.
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