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Ýôôåêòèâíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü êîìïîçèòà
ñ øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè
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1ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíêè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ñ âêëþ-
÷åíèÿìè èç ìàòåðèàëà äðóãîé òåïëîïðîâîäíîñòè è òåïëîåìêîñòè. Ïðîöåññ òåïëîïðîâîäíîñòè
ìîäåëèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè äèôôóçèè, ò.å. ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé <÷àñòèö òåïëà>. Ñêîðîñòü äèô-
ôóçèè ýòèõ ÷àñòèö ïðîïîðöèîíàëüíà êîýôôèöèåíòó òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè. Ïðè ïåðåõîäå èç
îäíîãî ìàòåðèàëà â äðóãîé, ñ ìåíüøèì êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè, ÷àñòèöû ñ îïðåäåëåí-
íîé âåðîÿòíîñòüþ îòðàæàþòñÿ îò ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà.
Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü óäîáíî âû÷èñëÿåìûé ïàðàìåòð, îöåíèâàþùèé òåïëî-
ïðîâîäíîñòü, êîòîðûé àíàëèòè÷åñêè íàéäåí äëÿ îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà, è ñòàòèñòè÷åñêè îöå-
íèâàòü ýòîò ïàðàìåòð äëÿ êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà. Ïðîâîäèòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò,
ìîäåëèðóþùèé òåïëîïðîâîäíîñòü ñêâîçü ñëîé êîìïîçèòà, åñëè ê îäíîé ñòîðîíå ñëîÿ ïðèëîæåí
èñòî÷íèê òåïëà, à íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå òåïëî ïîãëîùàåòñÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñ-
ñìîòðåíû øàðîâûå âêëþ÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííûå ëèáî óïîðÿäî÷åííî, ëèáî õàîòè÷íî. Ðåçóëüòàòû
ñðàâíèâàþòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, è õîðîøî ñ íèìè ñîãëàñóþòñÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèò; äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë; âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò; ýôôåê-
òèâíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü; äèôôóçèîííûé ïðîöåññ

Ââåäåíèå

Áîëüøèíñòâî ïðèìåíÿåìûõ â òåõíèêåìàòåðèàëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ãåòåðîãåííûìè òâåðäûìè
òåëàìè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìïîçèòû, ñîñòîÿùèå èç ìàòðèöû è âêëþ÷åíèé ìàòåðèàëîâ ñ
ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Èññëåäîâàíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè òàêèõ òåë ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëü-
íîå êîëè÷åñòâî ðàáîò [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Â ñèëó ýëåêòðîòåïëîâîé àíàëîãèè [7, 8] ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ïðîöåññ òåïëîïðîâîäíîñòè â êîìïîçèòå, ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ
îöåíêè ýëåêòðîïðîâîäíîñòè, äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè êîìïîçèòà.
Â ðàáîòàõ [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15] áûëè ïðèìåíåíû íîâûå ïîäõîäû ê çàäà÷å îöåíêè

ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëà ñ âêëþ÷åíèÿìè îïðåäåëåííîé
ôîðìû èç äðóãîãî ìàòåðèàëà. Èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïðè ýòîì
ðàññìàòðèâàëàñü óïðîùåííàÿ ìîäåëü îêðåñòíîñòè âêëþ÷åíèÿ. Èç ñîâðåìåííûõ ðàáîò ïî
ýòîé òåìå îòìåòèì òàêæå [16, 18, 19].
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Âîçðîñøàÿ ìîùíîñòü ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ïðèíöèïèàëüíî
äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è îá ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðîöåññ òåïëîïðî-
âîäíîñòè ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ïðè ïîìîùè äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, ò. å. ñëó÷àéíûõ áëó-
æäàíèé <÷àñòèö òåïëà>. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü óäîáíî âû÷èñëÿåìóþ
îöåíêó òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, êîòîðàÿ òåîðåòè÷åñêè èçâåñòíà äëÿ îäíîðîäíîãî ìàòåðè-
àëà, è ñòàòèñòè÷åñêè îöåíèâàòü åå äëÿ êîìïîçèòà.
Â ïðåäûäóùåé ðàáîòå [17] ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îöåíêè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà

òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëà ñ âêëþ÷åíèÿìè èç ìàòåðèàëà ñ íóëåâîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ.
Ðàçðàáîòàííûé òàì ìåòîä íàõîæäåíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîì-
ïîçèòîâ ïðèìåíèì äëÿ âêëþ÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà è ôîðìû. Â äàííîé ðàáîòå ýòîò
ìåòîä ìîäèôèöèðîâàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü âêëþ÷åíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè è òåïëîåìêîñòè. Ñêîðîñòü äèôôóçèè â êàæäîì ìàòåðèàëå
ïðîïîðöèîíàëüíà åãî êîýôôèöèåíòó òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè. Ïðè ïåðåõîäå æå èç îäíîãî
ìàòåðèàëà â äðóãîé, ñ ìåíüøèì êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè, ÷àñòèöû ñ îïðåäåëåííîé
âåðîÿòíîñòüþ îòðàæàþòñÿ îò ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà.
Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, ìîäåëèðóþùèé ðàñïðîñòðà-

íåíèå òåïëà ñêâîçü ñëîé êîìïîçèòà, åñëè ê îäíîé ñòîðîíå ñëîÿ ïðèëîæåí èñòî÷íèê òåïëà, à
íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå òåïëî ïîãëîùàåòñÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíûøàðîâûå
âêëþ÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííûå ëèáî óïîðÿäî÷åííî, ëèáî õàîòè÷íî. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ
ñ ïîëó÷åííûìè àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, è õîðîøî ñ íèìè ñîãëàñóþòñÿ. Ðàçðàáîòàííûé
ìåòîä íàõîæäåíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòîâ ïðèìåíèì â
ñëó÷àå âêëþ÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà è ôîðìû, à òàêæå â ñëó÷àå âêëþ÷åíèé èç íåñêîëü-
êèõ ìàòåðèàëîâ.

1. Ðåøeíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè ïîìîùè âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ

Åñëè ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî èçîòðîïíûì ìàòåðèàëîì ñ îáúåìíîé òåïëîåìêîñòüþ C

(Äæ/ì3Ê) è êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λ (Âò/ìÊ), òî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
èìååò âèä

u̇ = a∇2u,

ãäå u = u(t, x, y, z)| òåìïåðàòóðà (îòñ÷èòûâàåìàÿ îò íåêîòîðîãî âûáðàííîãî íóëÿ, íå îáÿ-
çàòåëüíî àáñîëþòíîãî); a = λ/C (ì2/ñ) | êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè. Åñëè
èçâåñòíî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû u0(x, y, z), òî ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëå-
íèå òåìïåðàòóðû ÷åðåç âðåìÿ t ïî ôîðìóëå [20]

u(t, x, y, z) = u0 ∗ pt(x, y, z), (1)

ãäå ñèìâîëîì ∗ îáîçíà÷åíà ñâåðòêà ôóíêöèé:

f ∗ g(x, y, z) =
∫∫∫

f(x− u, y − v, z − w) g(u, v, w) dudvdw,

Íàóêà è Îáðàçîâàíèå. ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà 100

http://technomag.bmstu.ru


è ôóíêöèÿ

pt(x, y, z) =
1(√

4πat
)3 exp

(
−x2 + y2 + z2

4at

)
(2)

åñòü ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûìñðåäíèì, äèñïåðñèÿìè 2atèíóëåâûìè
êîððåëÿöèÿìè.
Îäíîìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {wτ}τ>0 íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì âèíåðîâñêèì [21],

åñëè wτ ∼ N (0, τ), è åãî ïðèðàùåíèÿ

wτ2 − wτ1 , . . . , wτk
− wτk−1

, quad0 6 τ1 < τ2 < . . . < τk,

íåçàâèñèìû. Ïàðàìåòð τ èìååò ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ. Â ñâÿçè ñ çàäà÷åé òåïëî-
ïðîâîäíîñòè íàì íàäî áóäåò ðàññìàòðèâàòü âèíåðîâñêèå ïðîöåññû ñ τ = 2at, ò. å.

ξt ∼ N (0, 2at).

Òðåõìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {(ξt, ηt, ζt)}t>0 íàçûâàåòñÿ âèíåðîâñêèì, åñëè åãî êîì-
ïîíåíòû ξt, ηt, ζt | íåçàâèñèìûå îäèíàêîâûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû. Ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû {(ξt, ηt, ζt)} ïðè çàäàííîì t > 0 âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (2).
Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïî ôîðìóëå (1) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
ñ èñïîëüçîâàíèåì âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà: ïóñòü òðåõìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (X0, Y0, Z0)

èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ u0(x, y, z), òîãäà òðåõìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà c êîîðäè-
íàòàìè

Xt = X0 + ξt, Yt = Y0 + ηt, Zt = Z0 + ζt (3)

áóäåò èìåòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ u(t, x, y, z). Â äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññ
òåïëîïðîâîäíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå <÷àñòèö òåïëîâîé ýíåðãèè>,
õîòÿ ñàìè ýòè <÷àñòèöû> íå èìåþò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Ýòè ÷àñòèöû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ñïåöèàëüíûå ôîðìàëüíûå îáúåêòû, èñïîëüçóåìûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ òåïëîâîé ýíåðãèè. À èìåííî, ÷àñòèöû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûáîðêó èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè òåïëîâîé
ýíåðãèè, ò. å. òåìïåðàòóðå, îòñ÷èòûâàåìîé îò íåêîòîðîãî âûáðàííîãî íóëÿ, óìíîæåííîé íà
îáúåìíóþ òåïëîåìêîñòü.
Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì îãðàíè÷åííîå òåëî U , è íà åãî ïîâåðõíîñòè íåò òåïëîîáìåíà

ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïóòåì òåïëîïðîâîäíîñòè èëè èçëó÷åíèÿ, òî ê óðàâíåíèþ òåïëîïðî-
âîäíîñòè äîáàâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå ∇u · ~n = 0, ãäå ~n | åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé
íîðìàëè. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå u0(x, y, z) çàäàåòñÿ òîëüêî âíóòðè òåëà U . Ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè ïîìîùè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ òàêæå ìîæíî ìîäèôèöè-
ðîâàòü äëÿ òàêîé ñèòóàöèè: òðàåêòîðèè ñëó÷àéíûõ òî÷åê (Xt, Yt, Zt) äîëæíû îòðàæàòüñÿ îò
òåïëîèçîëèðóåìîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî çàïðåùàòü ÷àñòèöå ïðè âûáîðå î÷åðåäíîãî øàãà ïîêèäàòü îáëàñòüU .
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîìïîçèò (òåëî U ), ñîñòîÿùåå èç ìàòðèöû (îáëàñòè U1) | ìàòå-
ðèàëà ñ îáúåìíîé òåïëîåìêîñòüþ C1 è òåïëîïðîâîäíîñòüþ λ1 è âêëþ÷åíèé (îáúåäèíåíèÿ
îáëàñòåé U2) ìàòåðèàëà îáúåìíîé òåïëîåìêîñòè C2 è òåïëîïðîâîäíîñòè λ2. Òåïëîâîé êîí-
òàêò ìåæäó íèìè áóäåì ñ÷èòàòü èäåàëüíûì. Â êàæäîé èç îáëàñòåé U1, U2 òåïëîïðîâîäíîñòü
ìîäåëèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ (êîýôôèöèåíòû òåìïåðàòóðîïðîâîäíî-
ñòè a1 = λ1/C1 è a2 = λ2/C2 ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ), âûõîä èç òåëà U çàïðåùåí. Ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç ãðàíèöó U1 è U2 äîëæíû áûòü ñìîäåëèðîâàíû òàêèå óñëîâèÿ, ÷òîáû óñòàíîâèâøàÿñÿ
òåìïåðàòóðà (ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òåïëîâîé ýíåðãèè, äåëåííàÿ íà îáúåìíóþ òåïëîåì-
êîñòü) áûëà îäèíàêîâîé. Ýòà öåëü äîñòèãàåòñÿ, åñëè ïåðåõîä ñëó÷àéíîé òî÷êè èç Ui â Uj â
ñëó÷àå λj > λi áåñïðåïÿòñòâåííûé, à â ñëó÷àå λj < λi ðàçðåøåí ñ âåðîÿòíîñòüþ λj/λi < 1.
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îòíîøåíèå ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè λ̂ êîìïîçèòà ê òå-

ïëîïðîâîäíîñòè λ1 ìàòåðèàëà ìàòðèöû.

2. Òåïëîïðîâîäíîñòü ñëîÿ

Ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à: íàéòè ýôôåêòèâíóþ òåïëîïðîâîäíîñòü êîìïîçèòíîãî ìàòåðè-
àëà. Äëÿ ýòîãî ïðîâîäèòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, ðåçóëüòàò êîòîðîãî ñîïîñòàâëÿåòñÿ
ñ òåîðeòè÷åñêè èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì äëÿ îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîãðàíè÷åííûé ñëîé

{(x, y, z) : 0 < x < b}.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî <÷àñòèöà òåïëà>,
ñòàðòóþùàÿ íà ïîâåðõíîñòè {x = 0}, äîéäåò çà âðåìÿ, ìåíüøåå T , äî ïîâåðõíîñòè {x = b}.
Ðàññ÷èòàåì ýòó âåðîÿòíîñòü äëÿ îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ñ êîýôôèöèåíòîì òåìïåðàòóðîïðî-
âîäíîñòè a.
Ïóñòü {wt}t>0 | ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ñèìâîëîì Φ(x) áóäåì

îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîãî ìîìåíòà

Tb = min {t > 0: |wt| = b} , b > 0,

ðàâíà [17] P{Tb < T} = F1(T/b2), ãäå ôóíêöèÿ F1 çàäàíà ôîðìóëîé

F1(t) = 4
∞∑

k=0

(−1)kΦ
(
−2k + 1√

t

)
,

åå ãðàôèê ïîêàçàí íà ðèñ. 1.
Äëÿ ñëîÿ {(x, y, z) : 0 < x < b} èç îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ñ êîýôôèöèåíòîì òåìïåðàòó-

ðîïðîâîäíîñòè a, â êîòîðîì ìû ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèå ÷àñòèöû äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ
íà ïîâåðõíîñòü {x = b}, âàæíî ëèøü îòðàæåíèå îò ïîâåðõíîñòè {x = 0}. Ïîñêîëüêó
Xt ∼ N (0, 2at), ïîëó÷àåì

P = P
{
min {t : |Xt| = b} < T

}
= P

{
min

{
t : |wt| =

b√
2a

}
< T

}
= F1

(
2aT

b2

)
.
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Ðèñ. 1

Ïóñòü òåïåðü èìååòñÿ ñëîé {0 < x < b} èç êîìïîçèòà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ìàòåðèàëîâ
ñ êîýôôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè λ1, λ2 è îáúåìíûìè òåïëîåìêîñòÿìè C1 è C2, ýô-
ôåêòèâíóþ òåïëîïðîâîäíîñòü â êîòîðîãî ìû õîòèì îöåíèòü. ×àñòèöû áóäóò ñòàðòîâàòü ñ
ïîâåðõíîñòè {x = 0}, èõ íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû y, z ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî. Ïðîâåäåì
n âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, è ïóñòü â m èç íèõ ÷àñòèöà óñïåëà çà âðåìÿ, ìåíüøåå
T , äîéòè äî ïîâåðõíîñòè {x = b}. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë òàêîãî ýêñïåðèìåíòà | ïðèëîæèâ ê
ïîâåðõíîñòè {x = 0} ðàâíîìåðíûé èñòî÷íèê òåïëà, îöåíèòü, íàñêîëüêî áûñòðî îíî äîõîäèò
äî ïîâåðõíîñòè {x = b}. Îáîçíà÷èì q = m/n. Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå
[22], ïðè áîëüøîì n, 95%-äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ P èìååò âèä

P1 = q − 1,96

√
q(1− q)

n
< P < q + 1,96

√
q(1− q)

n
= P2,

ñëåäîâàòåëüíî, 95%-äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ â èìååò âèä

b2

2T
F−1

1 (P1) < â <
b2

2T
F−1

1 (P2).

×òîáû îòíîøåíèå âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê â áûëî áëèæå ê åäèíèöå, íóæíîìèíèìèçèðîâàòü
âåëè÷èíó √

q(1− q)
(
ln F−1

1 (q)
)′

.

Äëÿ ýòîãî æåëàòåëüíî ïîäîáðàòü òàêóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü áëóæäàíèÿ ÷àñòèöû T , ÷òîáû
ïîëó÷èòü 0,2 < q < 0,8.
Ýôôåêòèâíóþ òåïëîïðîâîäíîñòü íàéäåì, óìíîæèâ ýôôåêòèâíóþ òåìïåðàòóðîïðîâîä-

íîñòü íà ñðåäíþþ îáúåìíóþ òåïëîåìêîñòü:

λ̂ = â
(
C1(1− α) + C2α

)
, (4)

ãäå α| äîëÿ îáúåìà êîìïîçèòà, çàíèìàåìàÿ âêëþ÷åíèÿìè.

3. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Ðàññìîòðèì øàðîâûå âêëþ÷åíèÿ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà, ðàñïîëîæåííûå â óçëàõ êóáè÷å-
ñêîé ðåøåòêè, è áóäåì îöåíèâàòü ýôôåêòèâíóþ òåïëîïðîâîäíîñòü âäîëü îäíîé èç îñåé ðå-
øåòêè, êîòîðóþ ïðèìåì çà îñü Ox. Èñêîìûé áåçðàçìåðíûé ðåçóëüòàò áóäåò çàâèñåòü îò òðåõ
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ïàðàìåòðîâ: îòíîøåíèÿ r = R/D ðàäèóñà òåïëîèçîëèðóþùåãî øàðèêà ê øàãó êóáè÷åñêîé
ðåøåòêè (0 < r < 1/2) è îòíîøåíèé λ2/λ1 è C2/C1. Îò ñàìèõ çíà÷åíèéD, λ1 è C1 ðåçóëüòàò
íå áóäåò çàâèñåòü, òàê ÷òî â âû÷èñëåíèÿõ ìîæåì ïîëîæèòü D = 1 ì è a1 = λ1/C1 = 1 ì2/ñ.
Ñìîäåëèðóåì äèôôóçèîííûé ïðîöåññ (Xt, Yt, Zt), îïèñàííûé â ïàðàãðàôå 2. Òîëùèíà

ñëîÿ äîëæíà áûòü âî ìíîãî ðàç áîëüøå ðàññòîÿíèé ìåæäó öåíòðàìè âêëþ÷åíèé. Ìû âçÿëè
òîëùèíó ñëîÿ b = 4D (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2

Âûáåðåì âðåìÿ T òàê, ÷òîáû äëÿ îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà ìàòðèöû (ò. å. â ñëó÷àå r = 0)
âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ <÷àñòèöû òåïëà> ñêâîçü ñëîé ñîñòàâëÿëà

F1(2a1T/b2) = F1(1) = 0,629.

Äëÿ ýòîãî íóæíî âçÿòü T = b2/2a1 = 8 ñ.
Ïóñòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ìû âçÿëè øàã âðåìåíè ∆t. Ñðåäíåêâà-

äðàòè÷ûå ïðèðàùåíèÿ êàæäîé èç òðåõ êîîðäèíàò ïðè îäíîì øàãå ñîñòàâëÿþò
√

2a∆t. ×òîáû
äèñêðåòíûé ïðîöåññ íå ñèëüíî îòëè÷àëñÿ îò íåïðåðûâíîãî, íóæíî

√
2a∆t � R (ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü R > 0,2D). Ïîñêîëüêó çàâûøåííûå òðåáîâàíèÿ ê ìàëîñòè øàãà ∆t ïðèâåäóò
ê ÷ðåçìåðíîìó îáúåìó âû÷èñëåíèé, íå áóäåì äåéñòâîâàòü íàóãàä, à áóäåì ïîâòîðÿòü âû÷è-
ñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, ïîñòåïåííî óìåíüøàÿ ∆t, íà÷èíàÿ ñ 10−3 : ñ. Òàêèì îáðàçîì,
â íà÷àëüíîì ýêñïåðèìåíòå êàæäàÿ ÷àñòèöà áóäåò ñîâåðøàòü äî 8000 øàãîâ, îòðàæàÿñü îò
ïîâåðõíîñòè {x = 0} è ìåíÿÿ ñâîå ïîâåäåíèå ïðè ïåðåñå÷åíèè ïîâåðõíîñòåé øàðèêîâ.
Áóäåì ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàòü âêëþ÷åíèÿ ÷åòûðåõ ìàòåðèàëîâ ñî ñëåäóþùèìè êîýô-

ôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè è îáúåìíîé òåïëîåìêîñòè:

à) λ2 = 3λ1, C2 = C1;

á) λ2 =
1

3
λ1, C2 = C1;

â) λ2 = λ1, C2 = 3C1;

ã) λ2 = λ1, C2 =
1

3
C1.

Ïðè ñåðèÿõ èç n = 4300 áëóæäàþùèõ ÷àñòèö ñ øàãîì âðåìåíè ∆t = 5 · 10−4 ñ íàìè
áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 1{4. Çäåñü äëÿ âåðîÿòíîñòè P òîãî, ÷òî
<÷àñòèöà> ïðîéäåò ñêâîçü ñëîé çà âðåìÿ ìåíåå T , äàí 95%-äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë; äëÿ
îòíîøåíèÿ â/a | ñîîòâåòñòâóþùèé åìó äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, ïîëó÷åííûé ïðèìåíå-
íèåì ôóíêöèè F−1

1 ; íàêîíåö, îòíîøåíèå λ̂/λ ïîëó÷åíî ïî ôîðìóëå (4), â ñëó÷àå âêëþ÷åíèé
ìàòåðèàëîâ à) è á) îíî ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì â/a.
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Ò à á ë è ö à 1
r P â/a = λ̂/λ

0,2 0,641 . . . 0,670 1,03 . . . 1,09

0,3 0,671 . . . 0,699 1,10 . . . 1,17

0,4 0,742 . . . 0,767 1,29 . . . 1,37

Ò à á ë è ö à 2
r P â/a = λ̂/λ

0,2 0,607 . . . 0,636 0,95 . . . 1,01

0,3 0,568 . . . 0,597 0,88 . . . 0,94

0,4 0,509 . . . 0,538 0,77 . . . 0,82

Ò à á ë è ö à 3
r P â/a λ̂/λ

0,2 0,589 . . . 0,619 0,92 . . . 0,98 0,98 . . . 1,04

0,3 0,531 . . . 0,560 0,81 . . . 0,86 0,99 . . . 1,06

0,4 0,427 . . . 0,457 0,65 . . . 0,69 0,99 . . . 1,06

Ò à á ë è ö à 4
r P â/a λ̂/λ

0,2 0,624 . . . 0,653 0,99 . . . 1,05 0,97 . . . 1,03

0,3 0,653 . . . 0,681 1,05 . . . 1,12 0,98 . . . 1,04

0,4 0,714 . . . 0,741 1,21 . . . 1,29 0,99 . . . 1,06

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ âêëþ÷åíèÿìè ìàòåðèàëîâ â) è ã), èìåþùèõ òîò æå
êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, ÷òî è ìàòðèöà, õîòÿ è äðóãóþ îáúåìíóþ òåïëîåìêîñòü,
ïîêàçàëè, ÷òî ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ïðàêòè÷åñêè íå îò-
ëè÷àåòñÿ îò êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöû.
Òåïåðü ðàññìîòðèì øàðîâûå âêëþ÷åíèÿ ðàäèóñîì R < 0,5D, ðàñïîëîæåííûå ñ ïëîòíî-

ñòüþ 1/D3 õàîòè÷åñêè (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3

Âñå ÷àñòèöû áóäóò ñòàðòîâàòü èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû áóäåì çàíîâî
çàäàâàòü ñëó÷àéíîå ðàñïîëîæåíèå øàðèêîâ (íå äîïóñêàÿ íàëîæåíèÿ îäíîãî íà äðóãîé) âî
ôðàãìåíòå ñëîÿ

{0 < x < 4, |y| < 3, |z| < 3}. (5)

×òîáû íå òåðÿòü ÷àñòèöû, óõîäÿùèå ÷åðåç áîêîâûå ãðàíè {y = ±3} è {z = ±3}, áóäåì
ñ÷èòàòü ðàñïîëîæåíèå øàðèêîâ ïåðèîäè÷íûì ñî ñäâèãîì íà 6 ïî îñÿì y è z.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ òàêîé ìîäåëè ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 5, 6.

Ò à á ë è ö à 5
r P â/a = λ̂/λ

0,2 0,632 . . . 0,661 1,01 . . . 1,07

0,3 0,662 . . . 0,690 1,07 . . . 1,14

0,4 0,752 . . . 0,777 1,33 . . . 1,41

Ò à á ë è ö à 6
r P â/a = λ̂/λ

0,2 0,614 . . . 0,644 0,97 . . . 1,03

0,3 0,578 . . . 0,607 0,90 . . . 0,95

0,4 0,518 . . . 0,548 0,79 . . . 0,84

Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [10], ãäå áûëà âûâåäåíà
ôîðìóëà

λ̂

λ1

=
1− 2bα

1 + bα
, b =

1− λ2/λ1

2 + λ2/λ1

, (6)
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(çäåñü ÷åðåç α îáîçíà÷åíà îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âêëþ÷åíèé). Â òàáë. 7, 8 âåëè÷èíû λ̂/λ,
ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 1 äëÿ óïîðÿäî÷åííûõ è â 2 äëÿ õàîòè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé, ñîïîñòà-
âëåíû ñ íàéäåííûìè ïî ôîðìóëå (6).

Ò à á ë è ö à 7
r óïîðÿä. õàîòè÷. (6)

0,2 1,03 . . . 1,09 1,01 . . . 1,07 1,04

0,3 1,10 . . . 1,17 1,07 . . . 1,14 1,14

0,4 1,29 . . . 1,37 1,33 . . . 1,41 1,36

Ò à á ë è ö à 8
r óïîðÿä. õàîòè÷. (6)

0,2 0,95 . . . 1,01 0,97 . . . 1,03 0,97

0,3 0,88 . . . 0,94 0,90 . . . 0,95 0,91

0,4 0,77 . . . 0,82 0,79 . . . 0,84 0,79

Ìû âèäèì, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ïîëó÷åííûìè íàìè ýôôåêòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè
òåïëîïðîâîäíîñòè è ðàññ÷èòàííûìè ïî ôîðìóëå (6) íå ïðåâûøàåò ñòàòèñòè÷åñêóþ ïîãðåø-
íîñòü âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ.

Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàííûé íàìè ìåòîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû òåïëîïðî-
âîäíîñòè äëÿ êîìïîçèòîâ ñ âêëþ÷åíèÿìè ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà è ôîðìû. Â ñëó÷àå øàðî-
âûõ âêëþ÷åíèé ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè äðóãèìè ìåòîäàìè. Äàííûé ìåòîä
ìîæíî ïðèìåíèòü òàêæå â ñëó÷àå âêëþ÷åíèé èç íåñêîëüêèõ ìàòåðèàëîâ. Ïîëó÷àþùèåñÿ
ðåçóëüòàòû äîñòîâåðíû, è èõ òî÷íîñòü îãðàíè÷èâàåòñÿ ëèøü âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòüþ
êîìïüþòåðà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé ôåäåðàöèè,
íîìåð òåìû 1.2640.2014.
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The process of heat conduction can be modeled via random motion of particles of heat energy,
although these particles do not physically exist: they are considered as special formal objects. The
speed of diffusion of heat particles in each material is proportional to its temperature conductivity
coefficient. This mathematical model underlying the method of obtaining the effective heat
conductivity coefficient of a composite material described in the previous paper \Heat conductivity
of composite materials with included balls of zero heat conductivity" now is beingmodified in order
to deal with materials with various nonzero heat conductivity and capacity coefficients. Namely,
when a particle passes from one material to another one, having smaller heat conductivity, it is
reflected from the frontier with a certain probability.
As a criterion of heat conductivity, we consider the probability that a heat particle starting on one

surface of a composite layer, goes to its other surface in a time shorter than T. For a homogeneous
material, this probability is calculated theoretically.
For a layer of a composite, we perform a multiple computational experiment modeling heat

conduction, and for the desired probability we find the confidence interval, wherefrom we obtain
the confidence interval for the effective temperature conductivity coefficient, and, finally, calculate
the effective heat conductivity coefficient.
We have considered inclusions of materials with heat conductivity and volume heat capacity

coefficients differing from those of the matrix in 3 times up or down. Ball inclusions of equal size
were situated in a cubic order or chaotically. The ratio of the ball radius to the size of cubes was
0.2, 0.3, or 0.4.
In series of 4300 randomly moving particles, in all cases considered, the difference between

the effective heat conductivity coefficients and those calculated by other methods does not exceed
a statistical error.

Science and Education of the Bauman MSTU 109

http://dx.doi.org/10.7463/0615.0778049
http://technomag.bmstu.ru/en/doc/778049.html
http://technomag.bmstu.ru/en/doc/778049.html
http://technomag.bmstu.ru


The developed method makes it possible to obtain effective heat conductivity coefficients for
composites with inclusions of any size and shape; it can be applied also in a case of inclusions from
several materials. The results obtained are reliable and only the computer capability restricts their
exactness.
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