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Ìàëûå âîçìóùåíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà:
âîëíû, èíâàðèàíòû è çàäà÷à Êîøè

Ôåîêòèñòîâ Â. Â.1,*, Ìÿêèííèê Î.Î.1 *

1ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Ìîäåëü âîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ðàçðàáîòàííàÿ àâòîðàìè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ çàäàíà ÷èñëîâûìè ìàòðè-
öàìè ïîðÿäêà n ïðè ïðîèçâîäíûõ, ðàññìîòðåíà â ïðèëîæåíèè ê çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàëûõ
âîçìóùåíèé â èäåàëüíîì ãàçå ïðè îäíîìåðíîì òå÷åíèè. Ìîäåëü îñíîâàíà íà ïîíÿòèè n-ìåðíîé
áåãóùåé âîëíû, êîýôôèöèåíò êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì êîýôôèöèåíòîì ñèñòåìû. Íàéäåíî
ðåøåíèå çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû
è ñðåäñòâàìè ìîäåëè âîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó âîëíàìè, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùèìèñÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ñêîðîñòÿìè, è n-ìåðíûìè áåãóùèìè âîëíàìè. Ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè ïðåäñòàâëåíî êàê ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî n-ìåðíîé áåãóùåé âîëíå ñ êîýôôèöèåíòàìè,
ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà; áåãóùèå âîëíû; èíâàðèàíòû Ðèìàíà; n-ìåðíûå
áåãóùèå âîëíû; ðàçëîæåíèå ïî áåãóùèì âîëíàì; ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè; èäåàëüíûé ãàç; ìàëûå
âîçìóùåíèÿ

1. Ââåäåíèå

Ïðèâëå÷åíèå ñðåäñòâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Ïðåäëîæåííûé àâòîðàìè àïïàðàò
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà èìååò ïðèìåíåíèå ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåì
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà, êîòîðûå çàäàíû ïðîèçâîëüíûìè íåêîììó-
òàòèâíûìè, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷èñëîâûìè ìàòðèöàìè. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèëîæåíèå
ýòîãî àïïàðàòà ê óðàâíåíèÿì ãàçîâîé äèíàìèêè.
Íåñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè, âûðàæàþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ÿâëÿ-

þòñÿ óðàâíåíèÿìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ñâîéñòâî ãèïåðáîëè÷íîñòè òåñíî ñâÿçàíî ñ ñó-
ùåñòâîâàíèåì ðåøåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè.
Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþò áåãóùèìè âîëíàìè [1, 2, 3, 4].
Íàïîìíèì, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà n, n ≥ 1, îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (t, x),
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x = xs, è îäíîðîäíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà m, m ≥ 1, îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííûõ (t, x), x = (x1, . . . , xs), s ≥ 1, èìåþò ðåøåíèÿ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷å-
íèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïðÿìûõ è ãèïåðïëîñêîñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî [2, 3]. Ñëó÷àé n = 1,
s = 1 è m = 1, s = 1 ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòåéøåìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ âîëíà [4, 5].
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âîëíû ñëåäóåò îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû ïðè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ

â âûðàæåíèè (ω0t+ω ·x), ω ·x = ω1x1+. . .+ωsxs, ðåøèâ äëÿ ýòîãî àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå,
ïîñòðîåííîå ïî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó èç ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Õîðîøî èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ: ñèñòåìà óðàâíåíèé àêóñòèêè (n = 2) è åå

ðåøåíèå â âèäå ýëåìåíòàðíûõ âîëí (xs− at) è (xs + at), ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ
çâóêà a âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè OXs [1, 2, 6]; âîëíîâîå óðàâíåíèå (m = 2) â ïðîñòðàíñòâå s

ïåðåìåííûõ, êîòîðîå ïîðîæäàåò âîëíó f(ω0t + ω · x) (çäåñü f | ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ), ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ â íàïðàâëåíèè âåêòîðà (ω0, ω) [1, 3].
Â ðàáîòàõ [7, 8, 9] äëÿ ñèñòåìû

E
∂ ~B

∂t
=

s∑
k=1

Ak
∂ ~B

∂xk

, ~B = (B1(t, x), . . . Bn(t, x))
ò
, x = (x1, . . . , xs), (1)

ãäå Ak, k = 1, s, | ÷èñëîâûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, E | åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,
áåçîòíîñèòåëüíî ê îïðåäåëÿåìîìó ìàòðèöàìè-êîýôôèöèåíòàìè òèïó ðàññìîòðåíû ðåøåíèÿ
(Exk +Akt), k = 1, s, è ôóíêöèè îò íèõ. Ïî àíàëîãèè ñ ýëåìåíòàðíûìè âîëíàìè òàêèå ðåøå-
íèÿ íàçâàíû áåãóùèìè âîëíàìè ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè èëè n-ìåðíûìè áåãóùèìè
âîëíàìè. Ïðè s = 1 â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷íîñòè ñèñòåìû (ìàòðèöà As ïîäîáíà äèàãîíàëü-
íîé æîðäàíîâîé ìàòðèöå) ââåäåííàÿ n-ìåðíàÿ áåãóùàÿ âîëíà èìååò ïîëíóþ èíòåðïðåòàöèþ
÷åðåç n ýëåìåíòàðíûõ âîëí, êîòîðûå ðàññìîòðåíû êàê ñêàëÿðíûå [10].
Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) â ïðèëîæåíèè ê

îòäåëüíûì ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì (íàïðèìåð, [6]), àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àíà-
ëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû è ñâÿçàííîé ñ íåé çàäà÷è Êîøè ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ n, s è ïðîèçâîëüíûõ ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòàõ Ak, k = 1, s. Äëÿ ñèñòåìû (1), êîòîðàÿ
õàðàêòåðíà äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [11], â ðàáîòàõ [7, 8, 9] àâòî-
ðàìè ïîñòðîåíà ìîäåëü âîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýëåìåíòàìè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ: n-ìåð-
íûå áåãóùèå âîëíû, ñîäåðæàùèå êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû Ak, k = 1, s, êîòîðûå ðàñïðî-
ñòðàíÿþòñÿ ïî êîîðäèíàòíûì îñÿì è íàõîäÿòñÿ âî âçàèìîäåéñòâèè; îïåðàòîð âîëíîâîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ ðàçìåðíîñòüþ s; îòâå÷àþùàÿ ñèñòåìå îïåðàòîðíàÿ
ýêñïîíåíòà.
Â ðàìêàõ ìîäåëè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ïðåäñòàâëåíî êàê ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî âçàè-

ìîäåéñòâóþùèì áåãóùèì âîëíàì ñ íåîïðåäåëåííûìè ÷èñëîâûìè âåêòîð-êîýôôèöèåíòàìè.
Íàéäåííîå ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå ñîäåðæèò ìàòðèöû-êîýôôèöèåíòû Ak, k = 1, s, çàäàþ-
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ùèå ñèñòåìó. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äîñòàòî÷íî â îáùåì ðåøåíèè çàìåíèòü
íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû íà âåêòîðíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé íà-
÷àëüíîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà [8].
Â êà÷åñòâå ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà äëÿ èíòåðïðåòàöèè ââåäåííûõ â [7, 8, 9] ïîíÿòèé è âû-

ïîëíåííûõ ïîñòðîåíèé âûáåðåì òå÷åíèå èäåàëüíîãî ãàçà, ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå âîëíîâûå
ïðîöåññû â êîòîðîì èçó÷åíû [1, 5, 12]. Âûáðàííîìó ïðîöåññó ñîîòâåòñòâóåò êâàçèëèíåé-
íàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà [2, 5, 12],
êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Â êà÷åñòâå çàìûêàþùèõ óðàâíåíèé [12]
äëÿ óðàíåíèé ñîõðàíåíèÿ ñêîðîñòè è èìïóëüñà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,
âûðàçèâ åå ÷åðåç ýíòàëüïèþ, è óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçûâàþùåå ýíòàëüïèþ ñ ïëîòíî-
ñòüþ è äàâëåíèåì ãàçà. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòèðóþùàÿ êâàçèëèíåéíàÿ ñèñòåìà çàïèñàíà
îòíîñèòåëüíî n-ìåðíîãî âåêòîðà, 3 ≤ n ≤ 5, åäèíîîáðàçíî ñîäåðæàùåãî â êà÷åñòâå ñâîèõ
êîìïîíåíò êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ãàçà u(t, x), v(t, x), w(t, x), åãî ïëîòíîñòè ρ(t, x) è ýíòàëü-
ïèè I(t, x), ãäå x = (x1, . . . , xs), s ≤ 3. Ïîñêîëüêó ýíòàëüïèÿ ïîñðåäñòâîì êîýôôèöèåíòà
òåïëîåìêîñòè ñâÿçàíà ñ òåìïåðàòóðîé ãàçà, êàæäàÿ èç êîìïîíåíò èñêîìîãî âåêòîðà ~B(t, x)

ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èçìåðåíà â õîäå ýêñïåðèìåíòà.
×òîáû èç êâàçèëèíåéíîãî ïðîöåññà âûäåëèòü ëèíåéíûå âîëíû, ïîðîæäàåìûå ñèñòå-

ìîé (1), ïðèìåíèì ìåòîä ìàëûõ âîçìóùåíèé (íàïðèìåð, [2]). Âîçíèêàþùóþ ïðè ýòîì
çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èí-
òåðåñ [2, 5, 13], ðàññìîòðèì êàê òåñòîâóþ äëÿ ìîäåëè âîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà ïðèìåðå
äâèæåíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà ïðè çàäàííûõ n è s.
Ïî ñòðóêòóðå ïîñòðîåííîé ìîäåëè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

E
∂ ~B

∂t
= Ak

∂ ~B

∂xk

, ~B = (B1(t, xk), . . . Bn(t, xk))
ò
, k = 1, s, (2)

ïðåäñòàâëåííîå êàê ðàçëîæåíèå ïî âîëíå (Exk + Akt), ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû (1) è ñîñòàâíîé ÷àñòüþ åå îáùåãî ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî s

âçàèìîäåéñòâóþùèì âîëíàì [7, 9].
Ïóñòü (2) îòâå÷àåò ðàñïðîñòðàíåíèþ ìàëûõ âîçìóùåíèé â èäåàëüíîì ãàçå ïðè îäíîìåð-

íîì òå÷åíèè. Íàéäåì ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà ê
îäíîìåðíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå [2, 6] è ñðåäñòâàìè ìîäåëè âîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
áåç èñïîëüçîâàíèÿ óñëîâèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè [7]. Ïîêàæåì òîæäåñòâåííîñòü ïîëó÷åííûõ ðå-
øåíèé è ïðåèìóùåñòâà âîëíîâîãî ïîäõîäà ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåìû (2).
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïðåäëàãàåìîãî àâòîðàìè íîâîãî àíàëèòè÷åñêîãî

ìåòîäà ðåøåíèÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà íà ïðèìåðå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé â èäåàëüíîì
ãàçå ïðè îäíîìåðíîì òå÷åíèè ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè òå÷åíèè ãàçà â ïðîñòðàíñòâå.
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2. Óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé â èäåàëüíîì ãàçå

Êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà ïðè îòñóòñòâèè ìàñ-
ñîâûõ ñèë â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä [2, 5, 13]:

∂ũ

∂t̃
+ ũ

∂ũ

∂x̃
= −1

ρ̃

∂P̃

∂x̃
,

∂ρ̃

∂t̃
+

∂(ρ̃ ũ)

∂x̃
= 0,

∂Ĩ

∂t̃
+ ũ

∂Ĩ

∂x̃
=

1

ρ̃

(
∂P̃

∂t̃
+ ũ

∂P̃

∂x̃

)
,

x̃ ∈ R1, (3)

ãäå ũ(t̃, x̃), ρ̃(t̃, x̃), P̃ (t̃, x̃), Ĩ(t̃x̃) | ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãàçà, åãî ïëîòíîñòü, äàâëåíèå è
ýíòàëüïèÿ ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû ñäåëàòü ñèñòåìó òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî ÷åòûðåõ íåèçâåñòíàõ ôóíêöèé îïðåäåëåííîé, äîïîëíèì åå óðàâíåíèåì ñîñòîÿ-
íèÿ [12]

P̃ =
γ − 1

γ
ρ̃Ĩ, Ĩ = cP T̃ , γ =

cP

cV

, (4)

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò áàðîòðîïíîìó äâèæåíèþ èäåàëüíîãî ãàçà è ñâÿçûâàåò äàâëåíèå ãàçà ñ
åãî ïëîòíîñòüþ è ýíòàëüïèåé (T̃ (t̃, x̃)| òåìïåðàòóðà ãàçà, cP |óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ãàçà
ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, cV | óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ãàçà ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå). Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ (4) è çàïèøåì ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé (ũ, ρ̃, Ĩ):

ρ̃
∂ũ

∂t̃
= −ρ̃ũ

∂ũ

∂x̃
− γ − 1

γ
Ĩ

∂ρ̃

∂x̃
− γ − 1

γ
ρ̃

∂Ĩ

∂x̃
,

∂ρ̃

∂t̃
= −ρ̃

∂ũ

∂x̃
− ũ

∂ρ̃

∂x̃
,

∂Ĩ

∂t̃
= −(γ − 1)Ĩ

∂ũ

∂x̃
− ũ

∂Ĩ

∂x̃
.

Âûðàçèì çàâèñèìûå è íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå ÷åðåç îäíîèìåííûå áåçðàçìåðíûå ïåðå-
ìåííûå:

ũ = U0u, ρ̃ = ρ0ρ, Ĩ = I0I, t̃ = T0t, x̃ = L0x,

ãäå U0, ρ0, I0, T0, L0 | ðàçìåðíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðíûìè äëÿ çàäà÷è
ñêîðîñòüþ, ïëîòíîñòüþ, ýíòàëüïèåé, âðåìåíåì è äëèíîé ñîîòâåòñòâåííî.
Çàïèøåì ñèñòåìó îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ

ôóíêöèé (u, ρ, I): 

St ρ
∂u

∂t
= −ρu

∂u

∂x
− 1

γM2
I

∂ρ

∂x
− 1

γM2
ρ

∂I

∂x
,

St
∂ρ

∂t
= −ρ

∂u

∂x
− u

∂ρ

∂x
,

St
∂I

∂t
= −(γ − 1) I

∂u

∂x
− u

∂I

∂x
.

(5)
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Â (5) St|÷èñëî Ñòðóõàëà; St = L0/U0T0;M |÷èñëîÌàõà;M = U0/a, a|ñêîðîñòü çâóêà
â ãàçîâîé ñðåäå, ïðè ýòîì a2 = (γ − 1)I0. Ïîñêîëüêó ñðåäè ðàçìåðíûõ âåëè÷èí, çàäàþùèõ
÷èñëî Ñòðóõàëà, äâå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ìîæíî âûáðàòü St = 1.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé â èäåàëüíîì ãàçå ïðè îäíî-

ìåðíîì ïàðàëëåëüíîì îñè OX äâèæåíèè [2, 5]. Ïóñòü â äâèæóùåìñÿ ñî ñêîðîñòüþ U0

èäåàëüíîì ãàçå, êîòîðûé èìååò ïëîòíîñòü ρ0 è ýíòàëüïèþ I0, ñîçäàþòñÿ ìàëûå âîçìóùåíèÿ
ñêîðîñòè u∗(t, x), ïëîòíîñòè ρ∗(t, x) è ýíòàëüïèè I∗(t, x). Òîãäà äâèæåíèþ âîçìóùåííîãî
ãàçà îòâå÷àþò ôóíêöèè

u(t, x) = 1 + u∗(t, x), ρ(t, x) = 1 + ρ∗(t, x), I(t, x) = 1 + I∗(t, x). (6)

×òîáû íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà (5) èìåëà ðåøåíèå âèäà (6), ôóíêöèè, çàäàþùèå ìàëûå âîçìó-
ùåíèÿ, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé [2]:

∂u

∂t
= −∂u

∂x
− 1

γM2

∂ρ

∂x
− 1

γM2

∂I

∂x
,

∂ρ

∂t
= −∂u

∂x
− ∂ρ

∂x
,

∂I

∂t
= −(γ − 1)

∂u

∂x
− ∂I

∂x

(7)

(äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé çâåçäî÷êè ïðè èñêîìûõ ôóíêöèÿõ îïóùåíû). Âûïîëíåííàÿ
ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé ñèñòåìû (5) îêîëî ñîñòîÿíèÿ (U0, ρ0, I0) [2].

3. Ïðèâåäåíèå ê íåçàâèñèìûì âîëíîâûì óðàâíåíèÿì è íàõîæäåíèå èíâàðèàíòîâ

Çàïèøåì ïîëó÷åííóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó (7) â ìàòðè÷íîì âèäå îòíîñèòåëüíî èñêîìîé
âåêòîð-ôóíêöèè ~B(t, x) = (u(t, x), ρ(t, x), I(t, x))

ò, x ∈ R1:

E
∂ ~B

∂t
= A

∂ ~B

∂x
, A =


−1 − 1

γM2
− 1

γM2

−1 −1 0

−(γ − 1) 0 −1

 , (8)

ãäå E | åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 3. Ñèñòåìà (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ
îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðàÿ çàïèñàíà â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ñâîéñòâà ñèñòåìû è åå
ðåøåíèé îïðåäåëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìàòðèöû A.
ÌàòðèöàA ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, èìååò òðè ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ
λ1 = −1, λ2 =

1−M

M
, λ3 = −1 + M

M
è ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé æîðäàíîâîé ìàòðèöå J c ìàòðèöåé ïîäîáèÿ S (J = S−1AS), ãäå

S =


0 1 1

1 −M M

−1 −(γ − 1)M (γ − 1)M

 , S−1 =


0 (γ − 1)/γ −1/γ

1/2 −1/2γM −1/2γM

1/2 1/2γM 1/2γM

 .
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Ìàòðèöà S ñîñòàâëåíà èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöûA, ìàòðèöà S−1 íàéäåíà êàê îáðàò-
íàÿ ê S. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (íàïðèìåð, [2]) ñèñòåìà (8) (ñèñòåìà (7)) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé (â óçêîì ñìûñëå).
Âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ

~B = S~V , ~V (t, x) = (V1(t, x), V2(t, x), V3(t, x))
ò
, (9)

è ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

E
∂~V

∂t
= S−1AS

∂~V

∂x
. (10)

Ñèñòåìà (10) ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé

∂Vi

∂t
= λi

∂Vi

∂x
, i = 1, 3, (11)

êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îäíó íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ è èìååò ðåøåíèå

Vi = fi(x + λit), i = 1, 3, (12)

ãäå fi | ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Ïðÿìûå

x + λit = ci, ci = const, i = 1, 3, (13)

ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìû è ïðè ïåðåñå÷åíèè îáðàçóþò â ïëîñêîñòè (t, x) òðå-
óãîëüíèê, íàçûâàåìûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèì [1]. Îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà, îòâå÷àþùåå ïðÿ-
ìîé (13) ïðè i = 1, íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ãàçà. Äàííûé ôàêò ñîãëàñóåòñÿ ñ çàêîíîì
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé â ïîêîÿùåìñÿ ãàçå [1] è ïðè îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè
ãàçà, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàçäåëå 4. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé àêóñòèêè â êà÷åñòâå
îñíîâàíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà âûáèðàåòñÿ èíòåðâàë íà îñè OX [1].
Ôóíêöèè fi, i = 1, 3, ñîõðàíÿþò çíà÷åíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-

ìûõ (13) è âìåñòå ñî ñâîèìè àðãóìåíòàìè íàçûâàþòñÿ áåãóùèìè âîëíàìè [1, 3]. Óðàâíåíèå â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè (10) ìîäåëèðóåò îä-
íîìåðíûé âîëíîâîé ïðîöåññ (âîëíîâîé ïðîöåññ â îäíîìåðíîé ñðåäå) è ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïðî-
ñòûì èç óðàâíåíèé, ê êîòîðûì ïðèìåíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå <âîëíîâîå>. Ïîýòîìó àðãóìåíòû
ôóíêöèé fi íàçûâàþò òàêæå ýëåìåíòàðíûìè âîëíàìè [4] (â [5] | ïðîñòûìè âîëíàìè). Â [2]
äëÿ âîëí (12) ïðèìåíåí òåðìèí "áåãóùèå âîëíû ìàëûõ âîçìóùåíèé", êîòîðûé, îòðàæàÿ
ñâÿçü ýòèõ âîëí ñ èñõîäíîé êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìîé è ìåòîäîì åå ëèíåàðèçàöèè, óêàçû-
âàåò íà âàæíîñòü çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîëíîâûõ
ïðîöåññîâ. Áåãóùèå âîëíû ìàëûõ âîçìóùåíèé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ñêîðîñòÿìè.
Âûïîëíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ (9) ïî îòíîøåíèþ ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå (8)

ïðèâåëî ê íåçàâèñèìûì óðàâíåíèÿì è ïîÿâëåíèþ ýëåìåíòàðíûõ áåãóùèõ âîëí â êà÷åñòâå
ðåøåíèÿ.
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Íàéäåííûå âûðàæåíèÿ

Vi ≡
(
S−1 ~B

)
i
, i = 1, 3,

çàïèñàííûå ÷åðåç ôèçè÷åñêè çíà÷èìûå ôóíêöèè, ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ íà õàðàêòåðèñòè-
êàõ è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ [1, 2], ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíâàðèàíòû Ðèìàíà ñèñòåìû (8):

(γ − 1)

γ
ρ(t, x)− 1

γ
I(t, x) = f1(x− t), (14)

1

2
u(t, x)− 1

2γM
ρ(t, x)− 1

2γM
I(t, x) = f2

(
x +

(1−M)

M
t
)
, (15)

1

2
u(t, x) +

1

2γM
ρ(t, x) +

1

2γM
I(t, x) = f3

(
x− (1 + M)

M
t
)
. (16)

Êàæäûé èç òðåõ èíâàðèàíòîâ (14){(16) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ áåç èñêàæåíèÿ ôîðìû ñ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ λi, i = 1, 3.

Â ñâÿçè ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è (3){(4) è íàõîæäåíèåì èíâàðèàíòîâ (14){(16) îòìåòèì
ðàáîòó [14], â êîòîðîé äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè
èìååò òðè èâàðèàíòà Ðèìàíà, åñëè â êà÷åñòâå çàìûêàþùèõ âûáðàíî óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè, âûðàæåííîå ÷åðåç ýíòðîïèþ s, è óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ â âèäå

V = G(P ) + A(s), V =
1

ρ
, G′(P ) = − 1

g2(P )
, c =

g(P )

ρ
, (17)

ãäå a| ñêîðîñòü çâóêà; g è A| ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè äàâëåíèÿ è ýíòðîïèè.

Èç (9) è (14){(16) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå íîðìàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà (8), êîòîðàÿ îòâå÷àåò ðàñïðîñòðàíåíèþ ìàëûõ âîçìóùåíèé â
èäåàëüíîì ãàçå ïðè îäíîìåðíîì äâèæåíèè, èìååò âèä



u(t, x) = f2

(
x +

(1−M)

M
t
)

+ f3

(
x− (1 + M)

M
t
)
,

ρ(t, x) = f1(x− t)−Mf2

(
x +

(1−M)

M
t
)

+ Mf3

(
x− (1 + M)

M
t
)
,

I(t,x) =−f1(x− t)− (γ− 1)Mf2

(
x+

(1−M)

M
t
)

+(γ− 1)Mf3

(
x− (1+M)

M
t
)
.

(18)

Îòìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé u(t, x) âûðàæåíà ÷åðåç âîëíû,
îòâå÷àþùèå äâóì èç òðåõ õàðàêòåðèñòèê (13). Äàííûé ôàêò ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåì
ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà, íàéäåííîé èç óðàâíåíèé àêóñòèêè.

Êàæäàÿ èç òðåõ èñêîìûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ áåãó-
ùèõ âîëí, çàäàííûõ ïðîèçâîëüíûìè íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìèôóíêöèÿìè, êîòîðûå
ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ ôîðìû ñî ñêîðîñòÿìè, ðàâíûìè ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
ìàòðèöû-êîýôôèöèåíòà A, çàäàþùåãî ñèñòåìó (8).

Íàóêà è Îáðàçîâàíèå. ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà 393

http://technomag.bmstu.ru


4. Ðàñïðîñòðàíåíèå ìàëûõ âîçìóùåíèé ïðè îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè

Â ðàçäåëå 3 ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ ãàçà. Ïîñêîëüêó àá-
ñîëþòíîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äâèæåíèå ãàçà ñîñòîèò èç ïå-
ðåíîñíîãî è îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü áåãóùèå âîëíû, âûçâàííûå
ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè ïðè îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè ãàçà.
Ïóñòü âîçìóùåíèÿ ïðèâíîñÿòñÿ â ãàç ñ ýëåìåíòàìè (u − U0, ρ0, I0) [13]. Ýòîò ñëó÷àé

ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ âîçìóùåíèé â ñèñòåìå êîîðäèíàò, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ÷àñòè-
öåé ãàçà, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ U0. Òîãäà â óñëîâèè (6) ñêîðîñòü âîçìóùåííîãî ãàçà
ñîâïàäàåò ñ âîçìóùåíèåì åãî ñêîðîñòè:

u(t, x) = u∗(t, x). (19)

Âûïîëíèâ ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû (5) îêîëî ñîñòîÿíèÿ (0, ρ0, I0), ïî àíàëîãèè ñ ñèñòåìîé (8)
ïîëó÷èì ñèñòåìó

E
∂ ~B

∂t
= A∗∂

~B

∂x
, A∗ =


0 − 1

γM2
− 1

γM2

−1 0 0

−(γ − 1) 0 0

 , (20)

ãäå â ñèëó áëèçîñòè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ìàòðèöû A∗ è A èìåþò ñîâïàäàþùèå ýëåìåíòû.
Ìàòðèöà A∗ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, èìååò òðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèÿ

λ1 = 0, λ2 = 1/M, λ3 = −1/M,

è ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé æîðäàíîâîé ìàòðèöå J∗ c ìàòðèöåé ïîäîáèÿ S∗, J∗ = S∗−1A∗S∗,
ãäå

S∗ =


0 −1/M 1/M

1 1 1

−1 (γ − 1) (γ − 1)

 , S∗−1 =


0 (γ − 1)/γ −1/γ

−M/2 1/2γ 1/2γ

M/2 1/2γ 1/2γ

 .

Åñëè âîçìóùåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè, òî èíâàðèàíòû ïðèíè-
ìàþò âèä

(γ − 1)

γ
ρ(t, x)− 1

γ
I(t, x) = C,

−M

2
u(t, x) +

1

2γ
ρ(t, x) +

1

2γ
I(t, x) = f2

(
x +

1

M
t
)
,

M

2
u(t, x) +

1

2γ
ρ(t, x) +

1

2γ
I(t, x) = f3

(
x− 1

M
t
)
,

ãäå C | ñâÿçàííàÿ ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñêîðîñòü, ïëîòíîñòü è
ýíòàëüïèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ áåãóùèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ
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ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ñêîðîñòÿìè 1/M è −1/M :

u(t, x) = − 1

M
f2

(
x +

1

M
t
)

+
1

M
f3

(
x− 1

M
t
)
,

ρ(t, x) = C + f2

(
x +

1

M
t
)

+ f3

(
x− 1

M
t
)
,

I(t, x) = −C + (γ − 1)f2

(
x +

1

M
t
)

+ (γ − 1)f3

(
x− 1

M
t
)
.

(21)

Èçìåíåíèå (19) â óñëîâèÿõ íà êîìïîíåíòû âîçìóùåííîãî ãàçà (6) ïðèâåëî ê ñëåäóþùåìó
ñîîòíîøåíèþ ìåæäó ìàòðèöàìè, çàäàþùèìè ðåçóëüòèðóþùóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó:

A∗ = A + E, (22)

ãäå E | åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ñõîæèå ñòðóêòóðà è ñâîéñòâà ìàòðèö A è A∗, îòâå÷àþùèõ
ñèñòåìàì (8) è (20), ïðèâîäÿò ê ñõîæåñòè ðåøåíèé ýòèõ ñèñòåì (18) è (21), ïîñòðîåííûõ ïðè
ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ áåãóùèõ âîëí. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè îòðàçèòü äàííûé ôàêò â
ðåøåíèè, íå îáðàùàÿñü ê ýëåìåíòàðíûì âîëíàì è, ñëåäîâàòåëüíî, ê îòûñêàíèþ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êàæäîé èç ìàòðèö A è A∗ â îòäåëüíîñòè (ñì. ðàçäåë 6).

5. n-ìåðíûå áåãóùèå âîëíû

Ïðè èçëîæåíèè ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8), îòâå÷àþùåé ðàñïðîñòðàíåíèþ ìàëûõ âîç-
ìóùåíèé â èäåàëüíîì ãàçå ïðè îäíîìåðíîì òå÷åíèè, íèãäå íå èñïîëüçîâàëèñü ðàçìåðíîñòü
èñêîìîé ôóíêöèè è ïîðÿäîê ìàòðèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ïðîèçâîëüíîé ãèïåðáîëè-
÷åñêîé ñèñòåìû âèäà (8), ãäå ~B(t, x) | n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, A | ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà
ïîðÿäêà n, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ n ýëåìåíòàðíûõ áåãóùèõ
âîëí.
Íàðÿäó ñ ýëåìåíòàðíîé âîëíîé

x + λit, i = 1, n, (23)

(çäåñü λi | ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A), êîòîðàÿ îòâå÷àåò äèôôåðåíöèàëüíîìó îïå-
ðàòîðó

∂λi
≡ ∂

∂t
− λi

∂

∂x
(24)

(âîçíèêàþùåìó â ñèñòåìå íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ îäíó ôóíêöèþ), ðàññìî-
òðèì âûðàæåíèÿ

Ex + J t è Ex + A t, (25)

êîòîðûå îòâå÷àþò äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì

∂J ≡ E
∂

∂t
− J

∂

∂x
è ∂A ≡ E

∂

∂t
− A

∂

∂x
. (26)
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Ðàçìåðíîñòü ôóíêöèé, íà êîòîðûå äåéñòâóþò îïåðàòîðû, çàäàíà ðàçìåðíîñòüþ êîýôôèöè-
åíòà ïðè ïðîèçâîäíûõ: îïåðàòîð (24) äåéñòâóåò íà ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ Vi, îïåðàòîðû (26)
äåéñòâóþò íà n-ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè ~V è ~B ñîîòâåòñòâåííî.
Ïî àíàëîãèè ñ áåãóùèìè âîëíàìè (23), âûðàæåíèÿ (25) ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [7, 8, 9] êàê

n-ìåðíûå áåãóùèå âîëíû (èëè áåãóùèå âîëíû ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè), îòâå÷àþùèå
ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà (8) è (10). Ê
âîëíàì (23) â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áóäåì äîáàâëÿòü îïðåäåëåíèå "ñêàëÿðíûå". Â ýòîì ñìûñëå
ê èíâàðèàíòàì Ðèìàíà (S−1 ~B)i áóäåì ïðèìåíÿòü îïðåäåëåíèå <ñêàëÿðíûé>, à âûðàæåíèå ~V ,
~V = S−1 ~B, ðàññìàòðèâàòü êàê n-ìåðíûé èíâàðèàíò.
Ïî ïîñòðîåíèþ âîëíû (25) ñâÿçàíû ïîñðåäñòâîì ìàòðèöû S. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ïðîèçâîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n ïîäîáíà ìàòðèöå J

ñ ìàòðèöåé ïîäîáèÿ S, òî n-ìåðíàÿ áåãóùàÿ âîëíà (Ex + At), ãäå E | åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
ïîðÿäêà n, ïîäîáíà áåãóùåé âîëíå (Ex + Jt) ñ ìàòðèöåé ïîäîáèÿ S−1:

J = S−1AS =⇒ (Ex + At) = S(Ex + Jt)S−1. (27)

Åñëè ìàòðèöà J ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìîé ìàòðèöûA, òî èç ñîîòíîøå-
íèÿ (27) ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå n-ìåðíîé áåãóùåé âîëíû ÷åðåç ñêàëÿðíûå âîëíû (x + λit),
ïîñòðîåíííûå ïðè ïîìîùè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A, i = 1, n, [10].
Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ìîäåëè,

â êîòîðîé èìååò ìåñòî ïîëíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ áåãóùåé âîëíû ñ ìàòðè÷íûì êîýôôèöèåíòîì
ïîñðåäñòâîì ñêàëÿðíûõ âîëí. Äàííûé ôàêò îòðàæàåò ãèïåðáîëè÷íîñòü ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (8) (ñèñòåìû (7)).

6. Ðåøåíèå íîðìàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà, çàäàííîé ÷èñëîâîé ìàòðèöåé

Ïóñòü â (12) ôóíêöèè fi, fi ∈ C1, çàäàíû ðàçëîæåíèåì â ðÿä

fi(x + λit) =
∞∑

α=0

(x + λit)
αβi

α, i = 1, 3, (28)

ïî ñâîèì âîëíàì-àðãóìåíòàì, ãäå βi
α | ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîìïî-

íåíòû èñêîìîé âåêòîð-ôóíêöèè

~V = (f1(x + λ1t), f2(x + λ2t), f3(x + λ3t))
ò

ïðåäñòàâëåíû êàê ðàçëîæåíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ñêàëÿðíûì áåãóùèì âîëíàì. Çàïèøåì
äàííûé ôàêò ïîñðåäñòâîì n-ìåðíîé âîëíû, îòâå÷àþùåé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå J :

~V ≡ ~V (t, x) =
∞∑

α=0

(Ex + J t)α~βα, ~βα = (β1
α, β2

α, β3
α)
ò
. (29)

Íàóêà è Îáðàçîâàíèå. ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà 396

http://technomag.bmstu.ru


Åñëè âûðàæåíèÿ (28) è (29) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (11) è (10), òî â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (8) åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü âûðàæåíèå

~B ≡ ~B(t, x) =
∞∑

α=0

(Ex + A t)α~γα, ~γα = (γ1
α, γ2

α, γ3
α)
ò
, (30)

ãäå ~γα | ÷èñëîâîé âåêòîð-êîýôôèöèåíò. Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäûé ÷ëåí ðÿäà (28), (29) è (30),
à òàêæå ëþáàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ýòèõ ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíå-
íèé [7].
Îñîáåííîñòüþ ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé (28){(30) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îäíîçíà÷íî çàäàþùèé

óðàâíåíèå èëè ñèñòåìó êîýôôèöèåíò ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè ïðè ïðîèçâîäíîé ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x âõîäèò â ðåøåíèå â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòà ïðè íåçàâèñè-
ìîé ïåðåìåííîé t.
Ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìàì (8) è (20) ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ÷òî ðåøåíèå îäíî-

ìåðíîé çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé â èäåàëüíîì ãàçå ïðè îòíîñèòåëüíîì
äâèæåíèè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî (ñ òî÷íîñòüþ äî ~γα) èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè àáñîëþòíîì
äâèæåíèè ïðè çàìåíå â (30) ìàòðèöû A íà ìàòðèöó A∗, A∗ = A + E.
Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ (30) íå òðåáóåò íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåê-

òîðîâ ìàòðèöûA. Âìåñòå ñ òåì, èõ ìîæíî ââåñòè â (30) ïîñðåäñòâîì îòíîøåíèÿ ïîäîáèÿ (27)
ìåæäó òðåõìåðíûìè âîëíàìè (Ex + At) è (Ex + Jt):

~B(t, x) =
∞∑

α=0

S(Ex + J t)αS−1~γα, J = S−1AS. (31)

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèÿ (30) è (31) ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìå (8)
(ñèñòåìå (2)) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÷èñëîâîé ìàòðèöûA, óñëîâèå ãèïåðáîëè÷íîñòè, êîòîðîå äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, íå ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííûì ïðè ëþáîì åãî îïðåäåëåíèè.
Ïîñêîëüêó ïðè ïîñòðîåíèè âûðàæåíèé (30) è (31) íå èñïîëüçóåòñÿ ðàçìåðíîñòü n ôóíê-

öèè ~B(t, x), êàæäîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû (2) è ÷àñòíûì ðåøåíèåì
ñèñòåìû (1) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n.
Áóäåì ãîâîðèòü î âîëíîâîì ïîäõîäå ê ëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà (8), êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñèñòåìû (1),
ïîíèìàÿ ïîä ýòèì ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî n-ìåðíûì áåãóùèì âîëíàì.

7. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Íàïîìíèì [3], ÷òî ñèñòåìà

E
∂ ~B(t, x)

∂t
= A

∂ ~B(t, x)

∂x
, ~B(t, x) = (B1(t, x), . . . , Bn(t, x)), x ∈ R1, (32)

ãäå ~B(t, x) | n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, A | ïðîèçâîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåí-
òàìè {aij}n

i,j=1, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Êîâàëåâñêîé. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì
âîçíèêàåò çàäà÷à Êîøè.
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Ïóñòü n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ~ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé x â íåêîòîðîé
îáëàñòè G0 ïëîñêîñòè t = 0, ñîäåðæàùåé òî÷êó x0, x0 = 0, è ïðåäñòàâëåíà â G0 ðÿäîì
Òåéëîðà

~ϕ(x) =
∞∑

α=0

~cα · xα, ~cα =
1

α!

∂α

∂xα
~ϕ(x)

∣∣∣∣∣
x=0

. (33)

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíîå óñëîâèå ïî ïåðåìåííîé t:

~B(t, x)
∣∣∣
x=0

= ~ϕ(x), ~ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕn(x))
ò
. (34)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Êîøè | Êîâàëåâñêîé çàäà÷à Êîøè (32){(34) èìååò â îáëàñòè G, G0 ⊂
G, åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì (íàïðè-
ìåð, [3]):

Bi(t, x) =
∞∑

α1,α2=0

γi
α1, α2

xα1tα2 . (35)

×èñëîâûå êîýôôèöèåíòû γi
α1,α2

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî íà÷àëüíûì äàííûì èç ñèñòåìû
óðàâíåíèé (32) â ðåçóëüòàòå ðåêêóðåíòíîé ïðîöåäóðû ïî èíäåêñó α2 è ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A è êîýôôèöèåíòîâ γi

α1,l, l ≤ α2 − 1.
Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå áåãóùåé âîëíû â ïðèìåíåíèè ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè. Íà÷íåì ñî

ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü n = 1. Òîãäà, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå

∂B(t, x)

∂t
= a

∂B(t, x)

∂x
, a11 = a, B1(t, x) = B(t, x), (36)

èìååò ðåøåíèå B = f(x + at), ãäå f ∈ C1, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â êà÷åñòâå ôóíêöèè f

ñëåäóåò âûáðàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ çàäàåò íà÷àëüíîå óñëîâèå [4]:

B(t, x) = ϕ(x + at), ϕ(x) = ϕ1(x). (37)

Î÷åâèäíî (íàïðèìåð, [2, 6]), ÷òî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû (32) âèä ôóíêöèé fi, i = 1, n,
êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñîõðàíÿþùóþñÿ ôîðìó i-é áåãóùåé âîëíû, óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïî-
ìîùè ìàòðèöû ïîäîáèÿ:

fi(0, x) = (S−1~ϕ(x))i, S−1AS = J, J = diag(λ1, . . . , λn). (38)

Òîãäà ïðè çàìåíå â i-é êîìïîíåíòå âåêòîðà ~ϕ(x) àðãóìåíòà x íà âîëíó (x + λit) èç (9)
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðåøåíèå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (8), ñîîòâåòñòâóþùåé
ðàñïðîñòðàíåíèþ ìàëûõ âîçìóùåíèé â èäåàëüíîì ãàçå:

u(t, x) =
3∑

i=1

s1iϕi(x + λit), ρ(t, x) =
3∑

i=1

s2iϕi(x + λit), I(t, x) =
3∑

i=1

s3iϕi(x + λit), (39)

ãäå {sij}3
i,j=1 | ýëåìåíòû ìàòðèöû S, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû

ìàòðè÷íîãî êîýôôèöèåíòà ýòîé ñèñòåìû. Ðåøåíèå (39) óêàçûâàåò íà òî, êàêèì îáðàçîì
â òî÷êó (t, x) âäîëü ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåå òðåõ õàðàêòåðèñòèê (13) ïðèíîñÿòñÿ çíà÷åíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé ϕi(x), i = 1, 3.
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Íàïðèìåð, âûáåðåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â âèäå

~ϕ(x) = (ε sin x, 0, µ cos x)
ò
, ε, µ � 1, −∞ < x < +∞, (40)

ãäå ε èµ|ìàëûå ïàðàìåòðû, çàäàâ íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû (ïîñðåä-
ñòâîì ýíòàëüïèè) ïðè îäíîìåðíîì äâèæåíèè èäåàëüíîãî ãàçà. Èç (39) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè:

u(t, x) =
ε

2
sin

(
x +

(1−M)

M
t
)
− µ

2γM
cos

(
x +

(1−M)

M
t
)

+

+
ε

2
sin

(
x− (1 + M)

M
t
)

+
µ

2γM
cos

(
x− (1 + M)

M
t
)
,

ρ(t, x) = −µ

γ
cos(x− t)− εM

2
sin

(
x +

(1−M)

M
t
)

+

+
µ

2γ
cos

(
x+

(1−M)

M
t
)

+
εM

2
sin

(
x− (1+M)

M
t
)

+
µ

2γ
cos

(
x− (1+M)

M
t
)
,

I(t, x) =
µ

γ
cos(x− t)− ε(γ − 1)M

2
sin

(
x +

(1−M)

M
t
)

+

+
µ(γ − 1)

2γ
cos

(
x +

(1−M)

M
t
)

+
ε(γ − 1)M

2
sin

(
x− (1 + M)

M
t
)

+

+
µ(γ − 1)

2γ
cos

(
x− (1 + M)

M
t
)
.

(41)

Â (41), â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëåíî, êàêèì îáðàçîì (ñ êàêîé àìïëèòóäîé è ñ êàêîé ÷àñòî-
òîé) íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ñêîðîñòè ãàçà ε sin x ñêàæåòñÿ íà âîçìóùåíèè åãî ïëîòíîñòè è
òåìïåðàòóðû (ïîñðåäñòâîì ýíòàëüïèè).
Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ðàçëîæåíèåì íà÷àëüíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëî-

ðà (33). Ïóñòü ôóíêöèè fi, ñîõðàíÿþùèå ñâîè çíà÷åíèÿ íà âîëíàõ-àðãóìåíòàõ (x + λit),
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèå (28). Òîãäà ïðè ïåðåõîäå ê ìàòðè÷íîé çàïèñè ïîëó÷èì
ðàçëîæåíèå n-ìåðíîãî èíâàðèàíòà ~V â ðÿä (29) ïî n-ìåðíûì áåãóùèì âîëíàì. Èç (9)
ñëåäóåò íà÷àëüíîå óñëîâèå íà ôóíêöèþ ~V :

~V (t, x)
∣∣∣
t=0

=
∞∑

α=0

(Ex + Jt)α~βα

∣∣∣∣
t=0

= S−1
∞∑

α=0

~cα · xα.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

~β
ò
α = S−1~cα, ~cα =

1

α!

∂α

∂xα
~ϕ(x)

∣∣∣∣∣
x=0

, (42)

ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ïîn-ìåðíûìáåãóùèì âîëíàì âåêòîðíîãî èíâàðèàíòà ~V

è êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà íà÷àëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè ~ϕ(x).
Â òî æå âðåìÿ, ðàññìîòðåâ ïðè t = 0 îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (32) â âèäå (30), ïðèõîäèì

ê âûâîäó, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (32){(33) â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ~γα
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ïðè (Ex + At)α ñëåäóåò âûáðàòü êîýôôèöèåíòû ðÿäà (33) ïðè xα. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè ïðèíèìàåò âèä [8]

~B(t, x) =
∞∑

α=0

(Ex + At)α 1

α!

∂α

∂xα
~ϕ(x)

∣∣∣∣
x=0

. (43)

Ðåøåíèå (43), êîòîðîå çàïèñàíî áåç äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, ñîäåðæèò ìàòðè÷íûé êî-
ýôôèöèåíò ñèñòåìû â ÿâíîì âèäå, à íà÷àëüíûå äàííûå| â âèäå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ
àíàëèòè÷åñêîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà. Ðÿä (43) îðãàíèçîâàí ïî âîëíîâîìó ïðèí-
öèïó, îòëè÷íîìó îò ïðèíöèïà îðãàíèçàöèè ðÿäà (35).
Íàïðèìåð, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé â èäåàëüíîì ãàçå ïðè îäíîìåðíîì äâèæåíèè, ñëåäóåò
ïîäñòàâèòü â (43) ìàòðè÷íûé êîýôôèöèåíò A ñèñòåìû (8) è âåêòîðíûå êîýôôèöèåíòû

~γ0 = (0, 0, µ)
ò
, ~γ1 = (ε, 0, 0)

ò
, ~γ2 =

(
0, 0,− µ

2!

)ò
, ~γ3 =

(
− ε

3!
, 0, 0

)ò
, . . . ,

êîòîðûå îòâå÷àþò ðàçëîæåíèþôóíêöèè (40) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ñðàâíèâ êîì-
ïîíåíòûïîëó÷åííîãî âåêòîðà ~B(t, x), ~B(t, x) = (u(t, x), ρ(t, x), I(t, x))

ò, ñ ðåøåíèåì (41) ïðè
ðàçëîæåíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðÿä Òåéëîðà, óáåæäàåìñÿ â èõ òîæäåñòâåííîñòè.
Íàïîìíèì ïðè ýòîì, ÷òî ëþáàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (43) ñ óêàçàííûìè êîýôôèöèåíòàìèA

è ~γα ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (8).
Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (32) â îïåðàòîðíîì âèäå:

E
∂ ~B(t, x)

∂t
= A′ ~B(t, x), A′ = A

∂

∂x
. (44)

Ïî àíàëîãèè ñ îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïðåäñòàâèì ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè äëÿ ñèñòåìû (44) ÷åðåç îïåðàòîðíóþ ýêñïîíåíòó:

~B(t, x) = exp(A′t) ~ϕ(x). (45)

Ïîä ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ îïåðàòîðà exp(A′t) íà àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ~ϕ(x) ïîíèìàþò
ôóíêöèþ, ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ ñòåïåííîé ðÿä

exp(A′t) ~ϕ(x) =
∞∑
i=0

ti

i!
(A′)i ~ϕ(x), exp(A′t)

∣∣∣
t=0

= E. (46)

Ïðèðàâíÿâ ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â âèäå îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû (45) è íàé-
äåííîå ðåøåíèå (43), ïîëó÷èì ôîðìóëó

exp(A′t)~ϕ(x)≡
∞∑

α=0

(Ex+At)α 1

α!

∂α

∂xα
~ϕ(x)

∣∣∣∣∣
x=0

=
∞∑

α=0

S(Ex+Jt)αS−1 1

α!

∂α

∂xα
~ϕ(x)

∣∣∣∣
x=0

, (47)

ãäå
A′ = A

∂

∂x
, J = S−1AS.
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Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ìîäåëè âîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðåä-
ñòàâëåíî êàê ðàçëîæåíèå â ðÿä (ñõîäÿùèéñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîé òî÷êè) ïî
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å n-ìåðíîé áåãóùåé âîëíå. Âåêòîðíûå êîýôôèöèåíòû ðÿäà è ìà-
òðè÷íûé êîýôôèöèåíò âîëíû èçâåñòíû. Îáùèé ÷ëåí ðÿäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ÷åðåç
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðè÷íîãî êîýôôèöèåíòà âîëíû.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (44) ïîçâîëÿåò òðàêòîâàòü n-ìåðíûå

áåãóùèå âîëíû êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó óðàâíåíèþ îïåðàòîðíîé
ýêñïîíåíòû exp(A′t) íà n-ìåðíóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ~ϕ(x).
Ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (32){(34) â ðÿä (47) èìååò ìåñòî êàê äëÿ ãèïåðáî-

ëè÷åñêîé ñèñòåìû (ìàòðèöà A ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé æîðäàíîâîé ìàòðèöå J), òàê è äëÿ
ñèñòåìû (32), çàäàííîé ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöåé (A ïîäîáíà æîðäàíîâîé ìàòðèöå J).

8. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé àâòîðàìè ìîäåëè âîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â êà÷åñòâå òåñòîâîé
çàäà÷è ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé â èäåàëüíîì
ãàçå ïðè îäíîìåðíîì äâèæåíèè.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ìàëûå

âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè è ýíòàëüïèè ãàçà åäèíîîáðàçíî ïðåäñòàâëåíû êàê ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõôóíêöèé, àðãóìåíòàìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå áåãóùèå âîëíû.
×èñëî ýëåìåíòàðíûõ âîëí è ÷èñëî èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà, îòâå÷àþùèõ ñèñòåìå, ðàâíî

òðåì | ïîðÿäêó çàäàþùåé ñèñòåìó ìàòðèöû, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäíî èç îïðåäåëå-
íèé ãèïåðáîëè÷íîñòè. Òðè ïåðåñåêàþùèåñÿ õàðàêòåðèñòèêè îáðàçóþò íà ïëîñêîñòè (t, x)

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â èäåàëüíîì ãàçå ïðè ìàëûõ âîçìó-
ùåíèÿõ ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè è ýíòàëüïèè (òåìïåðàòóðû) âîçíèêàåò äâèæóùàÿñÿ çàìêíóòàÿ
ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî çàäàíà ïàðàìåòðàìè ãàçà (÷èñëîì Ìàõà).
Ïðåäñòàâëåíèå î áåãóùåé âîëíå êàê ðåøåíèè ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðîå îáëà-

äàåò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè, ïåðåíåñåíî íà n-ìåðíûé (ìàòðè÷íûé) àíàëîã è ñâÿçàíî ñ
ðåøåíèåì íîðìàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ
çàäàíà ïðîèçâîëüíîé ÷èñëîâîé ìàòðèöåé. Óêàçàíî ïðåäñòàâëåíèå n-ìåðíîé âîëíû ÷åðåç
ýëåìåíòàðíûå, êîòîðûå ðàññìîòðåíû êàê ñêàëÿðíûå âîëíû (n = 1).
Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, x0 = 0, ïðåäñòàâëåíî êàê ðàçëîæåíèå

â ðÿä ïî n-ìåðíîé áåãóùåé âîëíå ñ êîýôôèöèåíòàìè, ðàâíûìè n-ìåðíûì âåêòîðíûì êî-
ýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà. Ñòðóêòóðà
ïîñòðîåííîãî ðÿäà îòëè÷íà îò ñòðóêòóðû ðÿäà, ôèãóðèðóþùåãî â òåîðåìå Êîøè¨| Êîâà-
ëåâñêîé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî n-ìåðíûå áåãóùèå âîëíû, îòâå÷àþùèå ñèñòåìå (1) ïðè s = 1

(ñèñòåìå (2)), ïîðîæäàþòñÿ äåéñòâèåì îòâå÷àþùåé ýòîé ñèñòåìå îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû
íà àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.
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Â ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé â êà÷åñòâå ôèçè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ñèñòåìû (1) ïðè s > 1

ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé â èäåàëüíîì ãàçå
ïðè äâóìåðíîì (ïëîñêîïàðàëëåëüíîì) äâèæåíèè è äâèæåíèè â ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ïîòðåáóåò
ïðèìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà âîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ [7, 8]. Âçàèìîäåéñòâèå
îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåæäó âîëíàìè (ñêàëÿðíûìè èëè n-ìåðíûìè), 3 < n ≤ 5, ïîñòðîåííûìè
äëÿ êàæäîé ìàòðèöû-êîýôôèöèåíòà Ak, s = 1, 3, ñèñòåìû (1). Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (30),
ñâÿçàííîå ñ âîëíàìè, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü âûáðàííîé îñè OXk, k = 1, 3, ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé â èäåàëüíîì ãàçå ïðè
äâèæåíèè â ïðîñòðàíñòâå è ñîñòàâíîé ÷àñòüþ åå îáùåãî ðåøåíèÿ.
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Ideal Gas Small Perturbations:
Waves, Invariants and Cauchy Problem
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The wave interaction model the authors have developed for the first-order linear homogenous
Cauchy system, which is specified by numerical matrices at the spatial derivatives, is considered
as applied to the one-dimensional ideal gas flow. The linear waves, meeting model requirements,
are separated from quasi-linear process by the method of small perturbations. The resulting
linear hyperbolic system is specified by the matrix containing gas parameters and written for
the unknown vector, components of which are small perturbations of gas velocity, density, and
enthalpy.
Following a common practice for a hyperbolic system, the method for solving the system via

traveling waves, propagated axially with characteristic speeds, is analyzed for the physical process
involved. Three Riemann invariants are found. The general solution is represented as a linear
combination of three arbitrary functions of wave-arguments, specified by characteristic speeds.
The initial conditions are imposed on the three functions, which can be measured experimentally,
to determine the unchangeable form of traveling waves. The formation of characteristic triangle,
uniquely determined by gas parameters, is connected with the existence of some closed structure
moving in the ideal gas.
To hold the matrix form, a 3-by-3 diagonal matrix is formatted from the traveling waves as its

entries. This matrix is considered as a three-dimensional wave, specified by coefficient matrix with
3 characteristic speeds along its diagonal. Using a similarity transformation, the diagonal matrix
coefficient is replaced by the matrix specifying the system to be solved.
By analogy with hyperbolic case, an n-dimensional wave, specified by an arbitrary numerical n-

by-n matrix, is considered as a solution of a first-order Cauchy system specified by this matrix. The
Cauchy problem solution is represented as a series expansion in terms of n-dimensional wave with
coefficients equal to the coefficients of n-dimensional initial analytic vector Taylor's expansion.
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It was found that an n-dimensional wave is generated by the action of differential operator
exponential on an n-dimensional analytic initial vector via Cauchy problem for the related system.
It is proposed to apply the model to the two-dimensional gas flow using the notion of interaction

between the waves propagated along each of two coordinate axes.
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