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Áåðòðàíîâñêèå ñèñòåìû è èõ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî

Çàãðÿäñêèé Î.À.1,2,* *

1ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ
2ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Äëÿ ñèñòåì Áåðòðàíà íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ ñ ðèìàíîâûìè è ïñåâäîðèìàíîâûìè ìåòðèêàìè
ïîñ÷èòàí ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì. Òàêæå ïîñ÷èòàíî âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî
íåîãðàíè÷åííûì òðàåêòîðèÿì, ñ ïîìîùüþ ÷åãî óñòàíîâëåíà ïîëíîòà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòîêîâ
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ óêàçàííûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ïîñòðîåíû áèôóðêàöèîííûå
äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, îïèñàíî ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ, ïîêàçàíî, ÷òî ñëîåì ìîæåò áûòü
îêðóæíîñòü, òîð, öèëèíäð è ïàðà öèëèíäðîâ. Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì, áîãàòûì
îñîáåííîñòÿìè, òàêèìè êàê ðåçîíàíñíîñòü è ñîâïàäåíèÿ ÷èñëà âðàùåíèÿ âñåõ òîðîâ Ëèóâèëëÿ,
íàëè÷èÿ ïåðåñòðîåê ñëî¸âËèóâèëëÿ íå ÷åðåç êðèòè÷åñêèå ìíîæåñòâà, ÷òî ïîçâîëèò â äàëüíåéøèì
îïèñàòü âñå âèäû íåêîìïàêòíûõ ïåðåñòðîåê äëÿ ñèñòåì âðàùåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà Áåðòðàíà; çàìêíóòàÿ îðáèòà; ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ; áèôóðêàöèîííàÿ
äèàãðàììà; òåîðåìà Ëèóâèëëÿ | Àðíîëüäà

Ââåäåíèå

Åùå çàäîëãî äî îòêðûòèÿ Íüþòîíîì çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî ïëàíåòû äâèæóòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî çàìêíóòûì îðáèòàì, ïðèòîì îðáèòû ÿâëÿþòñÿ
ýëëèïñàìè, â îäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ñàìî Ñîëíöå. Âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX
âåêà Áåðòðàíîì áûë ïîñòàâëåí è ðåøåí åñòåñòâåííûé âîïðîñ: çíàÿ ôîðìû òðàåêòîðèé, ÷òî
ìû ìîæåì ñêàçàòü î çàêîíå ïðèòÿæåíèÿ. Åìó óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 1 (Áåðòðàí). Ïóñòü íà ïëîñêîñòè R2 çàäàí öåíòðàëüíûé ãëàäêèé ïîòåíöèàë

V (r), ãäå (r, ϕ) | ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Òîãäà èç òîãî, ÷òî îðáèòû ïðè äâèæåíèè â öåí-
òðàëüíîì ïîëå ýòîãî ïîòåíöèàëà áóäóò çàìêíóòû, åñëè òîëüêî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ìåíüøå
íåêîòîðîãî ïðåäåëà, ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë V (r) ìîæåò áûòü ëèáî ïðîïîðöèîíàëåí 1

r
, ëèáî

ïðîïîðöèîíàëåí r2 (ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû).
Ç à ì å ÷ à í è å 1. Ïîòåíöèàë V1(r) =

A

r
+B (A < 0, B ∈ R) ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì âñåìèðíîãî

òÿãîòåíèÿ è â ýòîì ñëó÷àå çàìêíóòûå îðáèòû áóäóò ýëëèïñàìè, â îäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðûõ
íàõîäèòñÿ ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð (Ñîëíöå), ïîòåíöèàë V2(r) = Ar2 + B (A > 0, B ∈ R)
ÿâëÿåòñÿ ïðóæèííûì çàêîíîì Ãóêà è â ýòîì ñëó÷àå çàìêíóòûå îðáèòû áóäóò ýëëèïñàìè, â
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öåíòðå êîòîðûõ íàõîäèòñÿ Ñîëíöå. Â òåîðåìå 1 ïðåäïîëàãàåòñÿ íåÿâíî ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ
áû îäíîé çàìêíóòîé íåêðóãîâîé îðáèòû.
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1 óñòàíàâëèâàåò, ÷òî òîëüêî äëÿ äâóõ çàêîíîâ ïðèòÿæåíèÿ îãðà-

íè÷åííûå îðáèòû áóäóò çàìêíóòû. Â äàëüíåéøåì ýòîò ðåçóëüòàò ìíîãîêðàòíî îáîáùàëñÿ:
ìåíÿëèñü òðåáîâàíèÿ ê ôîðìå îðáèò (àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå, êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ), ê ïðî-
ñòðàíñòâó (èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî | ñôåðà, ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî, ïîâåðõíîñòü âðàùå-
íèÿ). Âñå ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàçíûå ãîäû â ïåðèîä ñ 1873 ã. ïî 2008 ã.
Æ. Áåðòðàíîì, Ã. Äàðáó, Ã. Ëèáìàíîì, Ã. Êåíèãñîì, Ò. Äåïåéðó, Ï. Àïïåëåì, Ï. Õèããñîì,
ß.`Ñëàâÿíîâñêèì, Ì. Èêåäîé, Í. Êàòàÿìîé, Â. Êîçëîâûì, À. Õàðèíûì, Â. Ïåðëèêîì, Ì. Ñàí-
òåïðåòîì, À. Áàëëåñòðîñîì è äð. Îäèí èç íåäàâíî ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëÿåò
òåîðåìó 2.
Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ S ≈ (a, b) × S1 ñ êîîäèíàòàìè (u, ϕ mod 2π) è

ìåòðèêîé

G =

 a2
11(u) 0

0 a2
22(u)

 ,

ãäå a11(u), a22(u) | ãëàäêèå, ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè. À òàêæå ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ
S̃ ≈ (a, b)× S1 ñ êîîäèíàòàìè (u, ϕ mod 2π) è ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé

G̃ =

 a2
11(u) 0

0 −a2
22(u)

 .

Íà S̃ äåéñòâóåò íåêèé öåíòðàëüíûé ãëàäêèé ïîòåíöèàë V (u). Ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëà
ïî S è S̃ äâèæåòñÿ òî÷êà ïî çàêîíàì (óðàâíåíèÿ Ýéëåðà | Ëàãðàíæà äëÿ ñòàíäàðòíîãî
ëàãðàíæèàíà êàê ðàçíîñòè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé)

a2
11ü + a11a

′
11u̇

2 − ia22a
′
22ϕ̇

2 + V ′ = 0,

d

dt
(a2

22ϕ̇) = 0, (1)

ãäå i = 1 â ðèìàíîâîì ñëó÷àå è i = −1 â ïñåâäîðèìàíîâîì. Çàïèñàííûå óðàâíåíèÿ èìåþò
äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà: èíòãðàëû ýíåðãèè è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà

E =
1

2
a2

11(u)u̇2 +
i

2
a2

22(u)ϕ̇2 + V (u), (2)

K = a2
22ϕ̇.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðó ~r(t) = (u(t), ϕ(t)) íàçîâåì òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ, à îáðàç îòîáðà-
æåíèÿ ~r(t) | îðáèòîé, êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì áóäåò çàäàâàòüñÿ çàâèñèìîñòüþ u(ϕ). Òðàåê-
òîðèÿ (ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îðáèòà):
{ êðóãîâàÿ, åñëè u(t) = const;
{ îñîáàÿ, åñëè ϕ(t) = const;
{ îãðàíè÷åííàÿ, åñëè a′ ≤ u(t) ≤ b′ äëÿ íåêîòîðûõ a′ è b′, a < a′ < b′ < b.
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Îòìåòèì, ÷òî îðáèòà:
{ êðóãîâàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ëåæèò íà îäíîé èç ïàðàëëåëåé;
{ îñîáàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ëåæèò íà êàêîì-ëèáî ìåðèäèàíå;
{ îãðàíè÷åííàÿ, åñëè ëåæèò â íåêîòîðîì êîìïàêòíîì ïîÿñå [a′, b′]× S1.
Îïðåäåëåíèå 2. Öåíòðàëüíûé (íå çàâèñÿùèé îò ϕ) ïîòåíöèàë V (u) (Ṽ (u)) íàçîâåì

çàìûêàþùèì, åñëè:
1) ñóùåñòâóåò íåîñîáàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåêðóãîâàÿ îðáèòà â S (S̃);
2) âñÿêàÿ íåîñîáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îðáèòà â S (S̃) çàìêíóòà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [5, 7] îïèñûâàåò âñå ïîâåðõíîñòè (áåç ýêâàòîðîâ) ñ ïîòåíöèàëàìè,

ïðèâîäÿùèìè ê çàìêíóòûì îðáèòàì, ò.å. âñå ïàðû (S, V ), ãäå S | ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, à
V | çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë íà íåé. Íàçîâåì òàêèå ïàðû áåðòðàíîâñêèìè.
Òåîðåìà 2 (Çàãðÿäñêèé Î.À., Êóäðÿâöåâà Å.À., Ôåäîñååâ Ä.À.). Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè S

(S̃) íåò ýêâàòîðîâ, ò.å. a′22(u) 6= 0 ïðè u ∈ (a, b). Òîãäà:
1) íà ïîâåðõíîñòÿõ S (S̃), ìåòðèêà (ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà) êîòîðûõ çàìåíîé u = u(ϑ)

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

G =


1

(ϑ2 + c)2
0

0
1

µ2(ϑ2 + c)

 (3)

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò (µ, c) ∈ Q>0 × R1, ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè äâà âèäà çàìûêàþùèõ
ïîòåíöèàëîâ ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé è ïîëîæèòåëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíò
V1(ϑ) = A|ϑ|+ B (A < 0, B ∈ R), V2(ϑ) = A

ϑ2 + B (A > 0, B ∈ R);
2) íà ïîâåðõíîñòÿõ S (S̃), ìåòðèêà (ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà) êîòîðûõ çàìåíîé u = u(ϑ)

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

G =


1

(ϑ2 + c− tϑ−2)2
0

0
1

µ2(ϑ2 + c− tϑ−2)

 (4)

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò (µ, c, t) ∈ Q>0 × R2, ïðè÷åì t 6= 0, ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí âèä
çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé è ïîëîæèòåëüíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé
êîíñòàíò V2(ϑ) = A

ϑ2 + B (A(ϑ4 + t) > 0, B ∈ R);
3) íà îñòàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà íå ñóùåñòâóåò.
Ç à ì å ÷ à í è å 2. Áåðòðàíîâñêèõ ïîâåðõíîñòåé íå òàê óæ è ìíîãî, îíè ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå (µ, c, t) ìíîæåñòâî. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó ïîâåðõíî-
ñòè ñ ýêâàòîðàìè è çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè (÷òî ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó ïîòåíöèàëó),
òàê íàçûâàåìûå ïîâåðõíîñòè Òàííåðè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâî, ïàðàìåòðèçîâàííîå
ôóíêöèîíàëüíûì ïàðàìåòðîì. Çàìûêàþùèõ ïîòåíöèàëîâ ñóùåñòâóåò íå áîëåå äâóõ âè-
äîâ. Â ñëó÷àå ðèìàíîâîé ìåòðèêè çíà÷åíèþ ïàðàìåòðîâ (µ, c, t) = (1, 1, 0) ñîîòâåòñòâóåò
ïîëóñôåðà, à çíà÷åíèþ (µ, c, t) = (1,−1, 0) ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî.
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Ç à ì å ÷ à í è å 3. Ïî óñëîâèþ a′22(ϑ) 6= 0, a2
22(ϑ) > 0, ÷òî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà

âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû ϑ. Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ c, t, µ, òàêèõ, ÷òî t = 0, c > 0,
ïåðåìåííàÿ ϑ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ (0,∞) â ðèìàíîâîì ñëó÷àå, è â ïñåâäîðèìàíîâîì
ïîâåðíîñòè Áåðòðàíà ñ òàêèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ c, t, µ íå ñóùåñòâóåò. Åñòåñòâåííî,
åñëè ó ïîâåðõíîñòè (0,∞) × S1 ñ ìåòðèêîé (3) ðàññìîòðåòü ïîäïîâåðíîñòü (a′, b′) × S1, òî
îíà òîæå áóäåò áåðòðàíîâñêîé. Ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäïîâåðíîñòüþ
íèêàêîé äðóãîé ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà íàçîâåì ìàêñèìàëüíîé.
Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ϑ íà ìàêñèìàëüíûõ ïîâåðõíî-

ñòÿõ Áåðòðàíà, ýòè çíà÷åíèÿ íå çàâèñÿò îò µ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ϑ > 0.
Â òàáëèöå ôèãóðèðóþò äâå êîíñòàíòû

ϑ1 =

√
−c−

√
c2 + 4t

2
, ϑ2 =

√
−c +

√
c2 + 4t

2
.

Ò à á ë è ö à 1

Âîçìîæíûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ϑ

Çíà÷åíèå (c, t) Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ϑ
â ðèìàíîâîì ñëó÷àå

Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ϑ
â ïñåâäîðèìàíîâîì ñëó÷àå

c ≥ 0, t = 0 (0, ∞) ∅
c < 0, t = 0 (

√
−c, ∞) (0,

√
−c)

t > 0 (ϑ2, ∞) (0, ϑ2)

t < 0, c < 0, c2 + 4t > 0 (0, ϑ1) ∪ (ϑ2, ∞) (ϑ1,
4
√
−t) ∪ ( 4

√
−t, ϑ2)

t < 0, c > 0, c2 + 4t > 0 (0, 4
√
−t) ∪ ( 4

√
−t, ∞) ∅

c2 + 4t ≤ 0 (0, 4
√
−t) ∪ ( 4

√
−t, ∞) ∅

1. Ãàìèëüòîíîâîñòü

Ñèñòåìà Áåðòðàíà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé. Äëÿ åå èññëåäîâàíèÿ óäîáíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ãàìèëüòîíîâûì ôîðìàëèçìîì.
Ïóñòü çàäàíà ïîâåðõíîñòü S (S̃) ñ êîîðäèíàòàìè (ϑ, ϕ mod 2π) è ìåòðèêîé (ïñåâäîðè-

ìàíîâîé ìåòðèêîé) (4), ãäå ϑ ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ íåêîòîðîãî èíòåðâàëà (a, b), ÿâëÿþùåãîñÿ
ïîäìíîæåñòâîì äîïóñòèìîâà ìíîæåñòâà çíà÷åíèé (ñì. òàáë. 1). Ïóñòü íà S (S̃) äåéñòâóåò
öåíòðàëüíûé ïîòåíöèàë V (ϑ).
Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûé Ëàãðàíæèàí

L =
a2

11(ϑ)ϑ̇2

2
+ i

a2
22(ϑ)ϕ̇2

2
− V (ϑ),

ââåäåì èìïóëüñû:

pϑ =
∂L

∂ϑ̇
= a2

11(ϑ)ϑ̇, pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= ia2

22(ϑ)ϕ̇,
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ãäå i = 1 äëÿ ðèìàíîâà ñëó÷àÿ è i = −1 äëÿ ïñåâäîðèìàíîâà. Ãàìèëüòîíèàí ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

H =
p2

ϑ

2a2
11(ϑ)

+ i
p2

ϕ

2a2
22(ϑ)

+ V (ϑ).

Òîãäà äàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà:
ϑ̇ =

∂H

∂pϑ

, ṗϑ = −∂H

∂ϑ
,

ϕ̇ =
∂H

∂pϕ

, ṗϕ = −∂H

∂ϕ
.

(5)

Ñîîòâåòñòâåííî îïèñàííûå âî ââåäåíèèèíòåãðàëû ýíåðãèèè êèíåòè÷åñêîãîìîìåíòà ïðèìóò
âèä:

E =
p2

ϑ

2a2
11(ϑ)

+ i
p2

ϕ

2a2
22(ϑ)

+ V (ϑ), (6)

K = pϕ. (7)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé. Êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó ñèñòåìû Áåðòðàíà
îòðàæàåò óñòðîéñòâî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâàM4 ≈ (a, b)×S1×R1×R1 (êîêàñàòåëüíîå ðàñ-
ñëîåíèå ê S) ñ êîîðäèíàòàìè (ϑ, ϕ, pϑ, pϕ). Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿM4 ïðåäñòàâëÿåò
èç ñåáÿ ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ íåêîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

ω = dpu ∧ du + dpϕ ∧ dϕ. (8)

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òåñíî ñâÿçàíà ñ âåêòîðîì êîñîãî ãðàäèåíòà îò ñêàëÿðíîé ôóíê-
öèè F íàM4 è ñêîáêîé Ïóàññîíà [10].
Îïðåäåëåíèå 3. Êîîðäèíàòû âåêòîðà sgradF (x1, x2, x3, x4) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøå-

íèÿ ω(v, sgradF ) = v(F ), êîòîðîå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ v. Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

(sgradF )i = ωij ∂F

∂xj
, (9)

ãäå (x1, x2, x3, x4)|ïåðåîáîçíà÷åíèå äëÿ (ϑ, ϕ, pϑ, pϕ), à ωij |ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå
ωij ôîðìû (8). ÄëÿôóíêöèéF (x1, x2, x3, x4) èG(x1, x2, x3, x4) ñêîáêàÏóàññîíà îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{F, G} = ω(sgradF, sgradG) = ωij ∂F

∂xi

∂G

∂xj
.

Ôóíêöèè F è G íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè èëè êîììóòèðóþò, åñëè {F, G} = 0.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïåðâûå èíòåãðàëû E èK, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè

íàM4.
Óòâåðæäåíèå 1. Èíòåãðàëû (6) è (7) êîììóòèðóþò è âåêòîðíîå ïîëå sgradK ïîëíî, ò.å.

åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð t íà åãî èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ îïðåäåëåí íà âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âû÷èñëèì ãðàäèåíòû ôóíêöèé E è K:

gradE =



−a′11(ϑ)
a3

11(ϑ)
p2

ϑ +
a′22(ϑ)
a3

22(ϑ)
p2

ϕ + V ′(ϑ)

0
pϑ

a2
11(ϑ)

− pϕ

a2
22(ϑ)


, gradK =


0

0

0

1

. (10)

Ñîîòíîøåíèÿ (9) ïîçâîëÿåò ïî ãðàäèåíòàì âû÷èñëèòü êîñûå ãðàäèåíòû sgradE, sgradK:

sgradE =


E ′

pϑ

E ′
pϕ

−E ′
u

0

, sgradK =


0

2

0

0

.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóò, ÷òî {F, G} = (sgradE)T ωij(sgradK) = 0. Ïîëíîòà sgradK ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî åãî èíòåãðàëüíûå ëèíèè| ýòî îêðóæíîñòè âèäà {∗}×S1×{0}×{∗}. Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Ñèñòåìû Áåðòðàíà ïîõîæè íà èíòåãðèðóåìûå ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû [10].
Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì, ó òàêèõ ñèñòåì (â íàøåì ñëó÷àå ñèñòåì ñ ÷åòûðåõ-
ìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì) ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé ê ãàìèëüòîíèàíó H ïåðâûé
èíòåãðàë G, òàêîé, ÷òî H è G ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè, à èõ
ïîòîêè sgradH , sgradK ïîëíû. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ó èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëèóâèëëþ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñëîèòñÿ íà ñîâìåñòíûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ òàêèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

TF=F0, G=G0 =
{
(ϑ, ϕ, pϑ, pϕ) ∈ M4 : F (ϑ, ϕ, pϑ, pϕ) = F0, G(ϑ, ϕ, pϑ, pϕ) = G0

}
.

Ðåãóëÿðíûé êîìïàêòíûé ñëîé âñåãäà áóäåò òîðîì (à íåêîìïàêòíûé | öèëèíäðîì); áîëåå
òîãî, â ïîäõîäÿùèõ êîîðäèíàòàõ (äåéñòâèå-óãîë) èíòåãðàëüíûé ïîòîê sgradH íà òîðàõ
ñïðÿìëÿåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðîâàíèå ëèóâèëëåâîé ñèñòåìû ðåäóöèðóåòñÿ ñ ÷åòûðåõìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà íà äâóìåðíûé òîð, ïðè÷åì èíòåãðàëüíûå êðèâûå íà òîðå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ïðÿìîëèíåéíûå îáìîòêè.
Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå, â ñèñòåìå Áåðòðàíà ïîòîê sgradE íå âñå-

ãäà ïîëîí. Òåì íå ìåíåå ñîâìåñòíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ èíòåãðàëîâE èK áóäåò
òîðîì ëèáî öèëèíäðîì. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íå-
îáõîäèìî îöåíèòü ïåðèîä îãðàíè÷åííîé òðàåêòîðèè è âðåìÿ, íåîáõîäèìîå íåîãðàíè÷åííîé
òðàåêîðèè äëÿ äîñòèæåíèÿ ãðàíèöû ïîâåðõíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè îãðà-
íè÷åííûõ îðáèò ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòîê ïîëîí, ò.å. âðåìÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè.

Ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî îãðàíè÷åííûì îðáèòàì. Ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî îðáèòå â ñëó-
÷àå ïëîñêîñòè, à òàêæå â ñëó÷àå ñôåðû äëÿ çàìûêàþùèõ ïîòåíöèàëîâ èçâåñòåí. Äëÿ âñåõ
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òàêèõ ïîâåðõíîñòåé è ïðîèçâîëüíûõ öåíòðàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ íà íèõ ñîãëàñíî òåîðåìå
Ãîðäîíà [1] ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè çàâèñèò òîëüêî îò èíòåãðàëà E è íå
çàâèñèò îò K. Â ñëó÷àå ñ ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî ÿâíûé âèä òàêîé çàâèñèìîñòè ïîëó÷åí
Â.Â. Êîçëîâûì [3]. Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 2 (Êîçëîâ). Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè CL ñ êîîðäèíàòàìè (ϑ, ϕ) è ìåòðèêîé

(3), ãäå c = −1, µ = 1, äåéñòâóåò àíàëîã íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà V1 èëè àíàëîã Ãóêîâ-
ñêîãî V2. Òîãäà ïåðèîä äâèæåíèÿ T òî÷êè ïî çàìêíóòîé îðáèòå (ò.å. ïåðèîä òðàåêòîðèè)
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:
â ñëó÷àå V1

T =

π√
A

√√√√−E

A
−
√

E2

A2
− 1√

E2

A2
− 1

;

â ñëó÷àå V2

T =
2π√

A− 2E
.

ÄëÿïîâåðõíîñòåéÁåðòðàíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿìïàðàìåòðîâ (µ, c, t): c2+4t > 0,
òàêæå ïîëó÷åí ÿâíûé âèä çàâèñèìîñòè ïåðèîäà äâèæåíèÿ ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè îò E.
Äîêàæåì ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà Áåðòðàíà (S, V ) ñ ïîâåðõíîñòüþ Áåðòðàíà

S, ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ {(c, t, µ = p/q) : c2 + 4t > 0, t 6= 0)},
V =

A

ϑ2
| àíàëîã ãóêîâñêîãî ïîòåíöèàëà. Òîãäà ïåðèîä T äâèæåíèÿ ïî çàìêíóòîé òðàåê-

òîðèè ~r(t) íå çàâèñèò îò èíòåãðàëà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòàK è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

T =
πq

2
√

∆

 √
∆ + c√

E(
√

∆ + c) + 2A
+

√
∆− c√

E(c−
√

∆) + 2A

 ,

ãäå ∆ = c2 + 4t.
Ç à ì å ÷ à í è å 4. Äàííîå óòâåðæäåíèå, êàê è åãî äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïåðåíîñÿòñÿ

è íà ñëó÷àé ïîâåðõíîñòè ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî [5] îðáèòà ñ ýíåðãèåé E è êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì K

ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êðèâóþ, êîòîðàÿ ïîäîáíî ñèíóñîèäå êîëåáëåòñÿ ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëå-
ëÿìè ϑ = ϑ̃1 (ïåðèöåíòð) è ϑ = ϑ̃2 (àïîöåíòð):

ϑ2 =
E −B

µ2K2
− c

2
+

√√√√(E −B

µ2K2
− c

2

)2

+ t− 2A

µ2K2
sin

2(ϕ + ϕ0)

µ
. (11)

Ïðè ýòîì çà p îáîðîòîâ âîêðóã ïîâåðõíîñòè, îðáèòà ñîâåðøèò q êîëåáàíèé. Ïåðèîä äâèæåíèÿ
ïî îðáèòå T â q ðàç áîëüøå ïåðèîäà îäíîãî êîëåáàíèÿ T̃ . Îáîçíà÷èì

α =
E −B

µ2K2
− c

2
, β =

√√√√(E −B

µ2K2
− c

2

)2

+ t− 2A

µ2K2
.
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Òîãäà ϑ̃2
1 = α− β, ϑ̃2

2 = α + β, à óðàâíåíèå (11) ïðèìåò âèä

ϑ2 = α + β sin 2
ϕ + ϕ0

µ
.

Óðàâíåíèå (1) èìååò ñâîèì èíòåãðàëîì êèíåòè÷åñêèé ìîìåíòK = a2
22(u)ϕ̇, â ñëó÷àå ïîâåðõ-

íîñòè Áåðòðàíà îí áóäåò èìåòü âèä

K =
ϕ̇

µ2(ϑ2 + c− tϑ−2)
,

îòêóäà
Kdt =

dϕ

µ2(ϑ2 + c− tϑ−2)
.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî äóãå îðáèòû îò ïåðèöåíòðà äî àïîöåíòðà:

Φ/2+π
2
−ϕ0∫

0−π
2
−ϕ0

a2
22(ϑ ◦ ϕ) dϕ = K

T̃

2
,

ãäå Φ|ïåðèîä îäíîãî êîëåáàíèÿ ïî óãëó, à T̃ |ïåðèîä ïî âðåìåíè. Èç èíòåãðàëà ñ ó÷åòîì
Φ = µπ, ϕ̃ =

2ϕ

µ
− π

2
ïîëó÷àåì:

T̃ =
2

K

Φ/2+π
2
−ϕ0∫

0−π
2
−ϕ0

dϕ

µ2(ϑ2 + c− tϑ−2) ◦ ϑ(ϕ)
=

=
2

Kµ2

Φ/2+π
2
−ϕ0∫

0−π
2
−ϕ0

dϕ

α + β sin
(

2ϕ

µ
− π

2

)
+ c− t

α + β sin
(2ϕ

µ
− π

2

) =

=
1

µK

π
2∫

−π
2

d
(

2ϕ

µ
− π

2

)
α + β sin ϕ̃ + c− t

α + β sin ϕ̃

=
1

µK

π
2∫

−π
2

(α + β sin ϕ̃)dϕ̃

(α + β sin ϕ̃)2 + c(α + β sin ϕ̃)− t
.

Çàìåíà τ = tg ϕ̃

2
, dϕ̃ =

2dτ

1 + τ2
ïðèâîäèò îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ê äðîáíî-ðàöèî-

íàëüíûì:

T̃ =
1

µK

1∫
−1

(
α +

2βτ

1 + τ2

)
2dτ

1 + τ2(
α +

2βτ

1 + τ2

)2

+ c
(
α +

2βτ

1 + τ2

)
− t

=

=
1

µK

1∫
−1

2(α + ατ 2 + 2βτ)dτ

(α + ατ 2 + 2βτ)2 + (cα− t)(1 + τ 2)2 + 2βcτ(1 + τ 2)
=

=
1

µK

1∫
−1

2(α+ατ 2+2βτ)dτ

τ 4(α2+cα−t)+τ 3(4βα+2βc)+τ 2(4β2+2α2+2cα−2t)+τ(4αβ+2βc)+α2+cα−t
.
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Çíàìåíàòåëü ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ âîçâðàòíûé ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, ýòî ïîçâîëÿåò
ëåãêî ðàçëîæèòü åãî íà ìíîæèòåëè:

T̃ =
1

µK

1∫
−1

2α
(
τ 2 +

2β

α
τ + 1

)
dτ

(α2 + αc− t)
(
τ 2 + β

2α + c−
√

∆
α2 + cα− t

τ + 1
)(

τ 2 + β
2α + c +

√
∆

α2 + cα− t
τ + 1

) .

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèÿ

β+ = β
2α + c +

√
∆

α2 + cα− t
, β− = β

2α + c−
√

∆

α2 + cα− t
.

Çàïèøåì èíòåãðàë Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ ñîêðàùåíèé:

T̃ =
1

µK
√

∆(α2 + cα− t)

 1∫
−1

(α
√

∆− αc + 2t)dτ

τ 2 + β+τ + 1
+

1∫
−1

(α
√

∆ + αc− 2t)dτ

τ 2 + β−τ + 1

 =

=
1

µK
√

∆(α2 + cα− t)

(
(α
√

∆− αc + 2t)I1 + (α
√

∆ + αc− 2t)I2

)
.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (â ñëó÷àå 4ac− b2 > 0)

∫ dx

ax2 + bx + c
=

2√
4ac− b2

arctg
2ax + b√
4ac− b2

íàõîäèì:

I1 =

1∫
−1

dτ

τ 2 + β+τ + 1
=

2√
4− β2

+

arctg
2τ + β+√

4− β2
+

∣∣∣∣∣∣
1

−1

=

=
2√

4− β2
+

arctg 2 + β+√
4− β2

+

− arctg −2 + β+√
4− β2

+

 .

Ïîñëåäíåå óïðîùàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà arctg x− arctg y = arctg x− y

1 + xy
:

I1 =
2√

4− β2
+

arctg

4√
4− β2

+

1 +
β2

+ − 4
4− β2

+

=
2√

4− β2
+

π

2
=

π√
4− β2

+

.

Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ I2:

I2 =
π√

4− β2
−

.
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Òàêèì îáðàçîì, ïåðèîä ðàâåí:

T̃ =
π

µK
√

∆(α2 + cα− t)

α
√

∆ + αc− 2t√
4− β2

+

+
α
√

∆− αc + 2t√
4− β2

−

 =

=
π

µK
√

∆

 α
√

∆+αc−2t

(α2+cα−t)

√
4−β2 (2α+c+

√
∆)2

(α2+cα−t)2

+
α
√

∆−αc+2t

(α2+cα−t)

√
4−β2 (2α+c−

√
∆)2

(α2+cα−t)2

=

=
π

µK
√

∆


√

∆ + c√(
α +

√
∆ + c

2

)2

− β2

+

√
∆− c√(

α−
√

∆− c

2

)2

− β2

 .

Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ïåðâàÿ äðîáü ñîêðàòèëàñü íà α− 2t√
∆ + c

, à âòîðàÿ íà α +
2t√

∆− c
.

Âñïîìèíàÿ òåïåðü ñâÿçü T = q T̃ è îïðåäåëåíèå âåëè÷èí α è β, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî
èñêîìîå óòâåðæäåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî íåîãðàíè÷åííûì îðáèòàì. Åñëè òðàåêòîðèÿ íåîãðàíè÷åííàÿ, òî,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, îðáèòà âûõîäèò íà êðàé ïîâåðõíîñòè, îäíàêî ÷àñòèöà, äâèæóùàÿñÿ
ïî ýòîé îðáèòå, ìîæåò äîñòèãíóòü ãðàíèöû êàê çà êîíå÷íîå âðåìÿ, òàê è çà áåñêîíå÷íîå.
Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü (S, V ) | ïàðà Áåðòðàíà, ãäå S | ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñ

êîîðäèíàòàìè (ϑ, ϕ mod 2π) è ðèìàíîâîé ìåòðèêîé (4), V (ϑ) | çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë
íà S. Òîãäà:
1) åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ïàðàìåòðèçîâàíà t = 0, c = 0, òî â ñëó÷àå ïîòåíöè-

àëà V1(ϑ) = Aϑ (A < 0) ãðàíèöà ϑ = 0 äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, ãðàíèöà ϑ = ∞
íå äîñòèãàåòñÿ, à â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà V2(ϑ) = A

ϑ2 (A(ϑ4 + t) > 0), îáå ãðàíèöû ϑ = 0,
ϑ = ∞ íå äîñòèãàþòñÿ;
2) åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ïàðàìåòðèçîâàíà t = 0, c > 0, òî â ñëó÷àå ïîòåíöè-

àëà V1(ϑ) ãðàíèöà ϑ = 0 äîñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ãðàíèöà ϑ = ∞ íå äîñòèãàåòñÿ, à
â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà V2(ϑ) îáå ãðàíèöû ϑ = 0, ϑ = ∞ íå äîñòèãàþòñÿ;
3) åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ïàðàìåòðèçîâàíà t = 0, c < 0, òî â ñëó÷àå ïîòåí-

öèàëà V1(ϑ) ãðàíèöà ϑ =
√
−c äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, ãðàíèöà ϑ = ∞ íå

äîñòèãàåòñÿ, à â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà V2(ϑ) ãðàíèöà ϑ =
√
−c äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷íîå

âðåìÿ, ãðàíèöà ϑ = ∞ íå äîñòèãàåòñÿ;
4) åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ïàðàìåòðèçîâàíà t > 0, òî â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà V2

ãðàíèöà ϑ = ∞ íå äîñòèãàåòñÿ, ãðàíèöà ϑ = ϑ2 äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ;
5) åñëè (µ, c, t) ∈ {(t < 0, c < 0, c2 + 4t ≥ 0)}, òî èìååì äâå ìàêñèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè

(0, ϑ1)×S1 è (ϑ2,∞)×S1 c ïîòåíöèàëîì V2, ïðè÷åì äëÿ ïåðâîé ïîâåðõíîñòè ãðàíèöà ϑ = 0

äîñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ãðàíèöà ϑ = ϑ1 äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, à äëÿ
âòîðîé ïîâåðõíîñòè ãðàíèöà ϑ = ϑ2 äîñòèãàåòñÿ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, ãðàíèöà ϑ = ∞ íå
äîñòèãàåòñÿ;
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6) åñëè (µ, c, t) ∈ {c2 + 4t < 0} ∪ {c > 0, t < 0, c2 + 4t ≥ 0}, òî èìååì äâå ìàêñè-
ìàëüíûå ïîâåðõíîñòè (0, 4

√
−t)× S1 è ( 4

√
−t,∞)× S1 c ïîòåíöèàëîì V2, ïðè÷åì äëÿ ïåðâîé

ïîâåðõíîñòè ãðàíèöà ϑ = 0 äîñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ãðàíèöà ϑ = 4
√
−t äîñòèãàåòñÿ

çà êîíå÷íîå âðåìÿ, à äëÿ âòîðîé ïîâåðõíîñòè ãðàíèöà ϑ = 4
√
−t äîñòèãàåòñÿ çà êîíå÷íîå

âðåìÿ, ãðàíèöà ϑ = ∞ íå äîñòèãàåòñÿ.
Ç à ì å ÷ à í è å 5. Ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå ëåãêî ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ è äëÿ íåìàê-

ñèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà. Äëÿ ïîäïîâåðõíîñòè S ′ ≈ (a1, b1) × S1 ïîâåðõíîñòè
Áåðòðàíà S ≈ (a, b)×S1, ãäå a < a1 < b1 < b, îãðàíè÷åíèåì çàìûêàþùåãî ïîòåíöèàëà V (ϑ)

íà (a1, b1) òàêæå áóäåò çàìûêàþùèì. Â ñëó÷àå ïîäïîâåðíîñòè S ′ åå ãðàíèöû ϑ = a1 è ϑ = b1

äîñòèãàþòñÿ, è ïðèòîì çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòèæèìîñòü ãðàíèöû ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèå
ýíåðãèè E è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà K, òàêèå, ÷òî îðáèòà ñ ýòèìè çíà÷åíèÿìè âûõîäèò
íà ãðàíèöó ïîâåðõíîñòè ϑ0. Òàêæå â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû âîçìîæíî äâèæåíèå ñ òàêèìè
ïåðâûìè èíòåãðàëàìè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

W (ϑ0) = E − V (ϑ0)−
K2

2a2
22(ϑ0)

≥ 0. (12)

Ñîãëàñíî (2) âûïîëíåíî Ṽ (ϑ0) =
a2

11(ϑ0)ϑ̇2
0

2
, ÷òî äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü. Äîñòàòî÷íîñòü

ñëåäóåò èç òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϑ(ϕ0) = ϑ0.
Äàëåå, âðåìÿ äâèæåíèÿ îò ïàðàëëåëè ϑ = ϑ11 äî ïàðàëëåëè ϑ = ϑ22 ïî îðáèòå ñ ýíåðãèåé

E è ìîìåíòîì K, ñîãëàñíî 2, ðàâíî

T =

ϑ22∫
ϑ11

a11(ϑ)dϑ√
2(E − V (ϑ))− K2

a2
22(ϑ)

.

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü S ≈ (0,∞) × S1, ñîîòâåòñòâóþùóþ c = t = 0, è ïîòåíöèàë
V1(ϑ). Òîãäà âðåìÿ äâèæåíèÿ ìåæäó ïàðàëëåëÿìè ϑ11 è ϑ22 òàêîâî:

T =

ϑ22∫
ϑ11

dϑ

ϑ2
√

2(E − Aϑ)−K2µ2ϑ2
.

Åñëè ãðàíèöà ϑ = ∞ äîñòèãàåòñÿ, òî òîãäà ñóùåñòâóåò îðáèòà ñ íåêîòîðûìè E, K è Ṽ (ϑ)

â îêðåñòíîñòè ∞ íåîòðèöàòåëüíà. Íî ïðè ϑ → ∞ ôóíêöèÿ Ṽ (ϑ) = E − Aϑ − K2µ2

2
ϑ2

ñòðåìèòñÿ ê −∞, à ýòî îçíà÷àåò (ïî êðèòåðèþ (12)), ÷òî äàííàÿ ãðàíèöà íå äîñòèãàåòñÿ.
Âèäíî, ÷òî åñëè âçÿòü E > 0, òî ϑ → 0 ôóíêöèÿ Ṽ (ϑ) → E, ò.å. ãðàíèöà äîñòèãàåòñÿ.

Òàêæå ϑ11 = 0 èíòåãðàë â íóëå ðàñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíèöà ϑ = 0 äîñòèãàåòñÿ çà
áåñêîíå÷íîå âðåìÿ.
Ïóñòü S1 ≈ (0, 4

√
−t) | ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà èç îáëàñòè Ω3, ò.å. ñîîòâåòñòâóþùàÿ

çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ {c2 + 4t < 0} ∪ {c2 + 4t ≥ 0, t < 0, c > 0}. Íà íåé äåéñòâóåò
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ïîòåíöèàë V2 = Aϑ−2 (A > 0). Òîãäà âðåìÿ äâèæåíèÿ ìåæäó ïàðàëëåëÿìè ϑ11 è ϑ22 äëÿ íåå
âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T =

ϑ22∫
ϑ11

dϑ

(ϑ2 + c− tϑ−2)
√

2(E − A
ϑ2 )−K2µ2(ϑ2 + c− tϑ−2)

.

Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòàK =

√
2A

µ2t
è çíà÷åíèå ýíåðãèèE > K2µ2c.

Ïðè ϑ → 0 ôóíêöèÿ Ṽ (ϑ) ñòðåìèòñÿ ê E − K2µ2c > 0, çíà÷èò ãðàíèöà ϑ = 0 äîñòèãà-
åòñÿ.Ñîîòâåòñòâåííî èíòåãðàë ïðè ϑ → 0 ñõîäèòñÿ, çíà÷èò ãðàíèöà ϑ = 0 äîñòèãàåòñÿ çà
êîíå÷íîå âðåìÿ. Ïðè ϑ ñòðåìÿùèìñÿ ê ϑ22 = 4

√
−t è äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè E ôóíê-

öèÿ Ṽ (ϑ) íåîòðèöàòåëüíà, èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, çíà÷èò ãðàíèöà ϑ = 4
√
−t äîñòèãàåòñÿ è çà

êîíå÷íîå âðåìÿ.
Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàþòñÿ îñòàëüíûå ñëó÷àè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ïîâåðõíîñòè Áåðòðàíà ñ ïñåâäîðèìàíîâîé ìå-
òðèêîé.
Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü (S̃, V )| ïàðà Áåðòðàíà, ãäå S̃ | ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñ êîîð-

äèíàòàìè (ϑ, ϕ mod 2π) è ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé (4), V (ϑ)|çàìûêàþùèé ïîòåíöèàë
íà S̃. Òîãäà:
1) åñëè S̃ ≈ (0,

√
−c)×S1, t = 0, V = Aϑ (A < 0), òî ãðàíèöà ϑ = 0ìîæåò äîñòèãàòüñÿ

çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ãðàíèöà ϑ =
√
−c äîñòèãàåòñÿ òîëüêî çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ;

2) åñëè S̃ ≈ (0,
√
−c)×S1, t = 0, V = Aϑ−2 (A > 0), òî òðàåêòîðèÿ íà ãðàíèöó ϑ =

√
−c

ìîæåò âûéòè òîëüêî çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, íà ãðàíèöó ϑ = 0 íå ìîæåò âûéòè äàæå çà
áåñêîíå÷íîå âðåìÿ;
3) åñëè S̃ ≈ (0, ϑ2) × S1, t > 0, V = Aϑ−2 (A > 0), òî òðàåêòîðèÿ íà ãðàíèöó ϑ = 0

ìîæåò âûéòè çà êîíå÷íîå âðåìÿ, à íà ãðàíèöó ϑ = ϑ2 ìîæåò âûéòè ëèøü çà áåñêîíå÷íîå
âðåìÿ;
4) åñëè S̃ ≈ (ϑ1,

4
√
−t) × S1, t < 0, c < 0, c2 + 4t > 0, V = Aϑ−2 (A < 0), òî ãðàíèöà

ϑ = 4
√
−t äîñòèæèìà çà êîíå÷íîå âðåìÿ, à ãðàíèöà ϑ = ϑ1 äîñòèæèìà ëèøü çà áåñêîíå÷íîå

âðåìÿ;
5) åñëè S̃ ≈ ( 4

√
−t, ϑ2) × S1, t < 0, c < 0, c2 + 4t > 0, V = Aϑ−2 (A > 0), òî ãðàíèöà

ϑ = 4
√
−t äîñòèæèìà çà êîíå÷íîå âðåìÿ, à ãðàíèöà ϑ = ϑ2 äîñòèæèìà ëèøü çà áåñêîíå÷íîå

âðåìÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ðèìàíîâó ñëó÷àþ, è ìû åãî íå ïðèâîäèì. Êàê è â ðèìàíîâîì

ñëó÷àå, äëÿ íåìàêñèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Áåðòðàíà (åñëè òàêàÿ ïîâåðõíîñòü êîìïàêòíî
âêëàäûâàåòñÿ â ìàêñèìàëüíóþ) îáå ãðàíèöû ìîãóò äîñòèãàòüñÿ, ïðèòîì çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

2. Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû

×òîáû îïèñàòü òîïîëîãèþ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàññìîòðèì îòî-
áðàæåíèå ìîìåíòà FEK : M4 → R2, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ òàê: (ϑ, ϕ, pϑ, pϕ) → (K, E).
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Òàêæå ïîñòðîèì áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà äëÿ ïîâåðõíîñòåé Áåð-
òðàíà, ò.å. íà ïëîñêîñòè OKE èçîáðàçèì ìíîæåñòâî Σ òî÷åê (K, E), òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò
èíòåãðàëüíàÿ ëèíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, âäîëü êîòîðîé èíòåãðàëû ýíåðãèè è ìîìåíòà
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ E è K.
Êàæäîé òî÷êå (K, E) ñîîòâåòñòâóåò ñëîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ (ñîâìåñòíàÿ ïîâåðõíîñòü

óðîâíÿ èíòåãðàëîâ K, E). Cëó÷àè K > 0 è K < 0 ñèììåòðè÷íû, áèôóðêàöèîííàÿ äèà-
ãðàììà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè OE, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ïîñòðîåíèåì â ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòè K > 0. Ìíîæåñòâî Σ ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ:

Σ2 | îáðàç ìíîæåñòâà òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ðàíã rk dFEK = 2;
Σ1 | îáðàç ìíîæåñòâà òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ðàíã rk dFEK = 1;
Σ0 | îáðàç ìíîæåñòâà òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ðàíã rk dFEK = 0;
IB | îáðàç ìíîæåñòâà òî÷åê, êîòîðûå ëåæàò íà ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

îãðàíè÷åííûì îðáèòàì.
Ç à ì å ÷ à í è å 6. Êàíîíè÷åñêè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé íàçûâàåòñÿ îáðàç êðèòè÷å-

ñêèõ òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. òàêèõ, â êîòîðûõ ïàäàåò ðàíã îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà,
äðóãèìè ñëîâàìè rk dFEK ≤ 1. Áîëåå òîãî, â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè îáûêíîâåííî ïîä Σi

ïîíèìàþò îáðàç ìíîæåñòâà òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, à êîòîðûõ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
ðàíãà ðàâíî i. Îäíàêî â ñëó÷àå ñèñòåìû Áåðòðàíà Σ = Σ0 tΣ1 tΣ2. Äàëåå, â âèäó òîãî, ÷òî
gradK 6= 0 â ñèëó (10), çàêëþ÷àåì, ÷òî Σ0 = ∅.
×òî æå êàñàåòñÿ ìíîæåñòâà Σ1, òî äëÿ íåãî âûïîëíåíî óñëîâèå rk dFEK = 1, èëè

rk(gradK, gradE) = 1. ÷òî ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ gradE è gradK. Ñ
ó÷åòîì (10) ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî

−2
a′22(ϑ)

µ2a5
22(ϑ)

p2
ϑ +

a′22(ϑ)

a3
22(ϑ)

p2
ϕ + V ′(ϑ) = 0,

pϑ

a2
11(ϑ)

= 0,

èëè 
a′22(ϑ)

a3
22(ϑ)

p2
ϕ + V ′(ϑ) = 0,

pϑ = 0.

(13)

Ýòè óñëîâèÿ â òî÷íîñòè îçíà÷àþò, ÷òî äàííûå çíà÷åíèÿ K, E äîñòèãàþòñÿ íà êðóãîâîé
îðáèòå {ϑ} × S1, è òîëüêî íà íåé. Ïîýòîìó ïðîîáðàç F−1

EK(Σ1) ñîñòîèò èç òî÷åê ôàçîâûõ
òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóãîâûì îðáèòàì. Âåðíî è îáðàòíîå, íà êðóãîâûõ îðáèòàõ
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (13). Òàêèì îáðàçîì, Σ1 ñîñòîèò òîëüêî èç îáðàçà òî÷åê ôàçîâûõ
òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóãîâûì îðáèòàì. Çíà÷èò, Σ1 ∩ Σ2 = ∅.
Äàëåå ñòðîÿòñÿ äèàãðàììû äëÿ ñèñòåìû íà ìàêñèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ S̃ ñ

ïñåâäîðèìàíîâîé ìåòðèêîé (4). Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ: t = 0, V1 = Aϑ + B; t = 0, V2 =

= A/ϑ2 + B; t > 0, V2; t < 0, V2 | áóäåò ñâîÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà. Îòìåòèì, ÷òî
êîíñòàíòà B íè íà ÷òî íå âëèÿåò, ïîýòîìó äàëåå ìû åå áóäåì îïóñêàòü.
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Óòâåðæäåíèå 6. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà S̃, îòâå÷àþùóþ çíà÷åíèÿì ïàðà-
ìåòðîâ (c, t, µ): t = 0, c < 0, è ïîòåíöèàë V = Aϑ (A < 0). Äëÿ òàêîé ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà (íà ïëîñêîñòè (K, E)) èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà
ðèñ. 1). Êîîðäèíàòû òî÷êè A1 ñëåäóþùèå: (

√
−A

µ2
√
−c

, A
√
−c), òî÷êà A1 íå ïðèíàäëåæèò Σ,

ìíîæåñòâî Σ1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ

E1(K) =

{
(K, E) : E =

cµ2K2

2
− A2

2µ2K2
,

√
−A

µ2
√
−c

< K < ∞
}

.

Îáëàñòü Σ2 äåëèòñÿ êðèâûìè E2(K), E3(K) íà ÷åòûðå çîíû (ðèñ. 2): IB, I1, I2, I3, ãäå

E2(K) =

{
(K, E) : E =

cµ2K2

2
, 0 < K < ∞

}
,

E3(K) =

{
(K, E) : E = A

√
−c,

√
−A

µ2
√
−c

< K < ∞
}

.

Ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç Σ1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü, ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç
IB |òîð (ñì. ðèñ. 2). Ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èç I1|öèëèíäð, ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå
ïîòîêè ïîëíû. Ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èç I2 | öèëèíäð ñ íåïîëíûìè ôàçîâûìè ïîòîêàìè,
âðåìÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõòðàåêòîðèÿõ íå ïðîäîëæàåòñÿ íè äî+∞, íè äî−∞. Ïðîîáðàç
I3 | ïàðà öèëèíäðîâ ñ íåïîëíûìè ïîòîêàìè; âðåìÿ íà òðàåêòîðèÿõ öèëèíäðà, ëåæàùåãî
â {pϑ < 0}, íå ïðîäîëæàåòñÿ äî +∞, íî ïðîäîëæàåòñÿ äî −∞, äëÿ öèëèíäðà {pϑ > 0}
íàîáîðîò.

Ðèñ. 1. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà l1, V1 Ðèñ. 2. Äåòàëèçèðîâàííàÿ äèàãðàììà l1, V1

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ÌíîæåñòâîΣ ñîñòîèò èç òî÷åê (K, E), îòâå÷àþùèõ òåì çíà÷åíèÿì
K,E, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îðáèòû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëîâ ýíåðãèè

è ìîìåíòà. Ñîãëàñíî (2) ïðè íåêîòîðîì äîïóñòèìîì ϑ âûïîëíÿåòñÿ E =
ϑ̇2

2
a2

11 − K2

2a2
22

+ V .
Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:

E − V +
K2

2a2
22

=
ϑ̇2

2
a2

11 ≥ 0.
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Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû áûëî âîçìîæíî äâèæåíèå ñ ýíåðãèåé E

è ìîìåíòîì K, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ϑ0 èç äîïóñòèìîãî èíòåðâàëà (0,
√
−c), ÷òî

E − V (ϑ0) +
K2

2a2
22(ϑ0)

≥ 0. (14)

Ýòî æå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì, òàê êàê, åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ìîæíî ïîäîáðàòü
ϑ̇, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (2), à äàëåå âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.
Äàëåå, ïîäñòàâèì â (14) çàäàííóþìåòðèêó a2

22(ϑ) = − 1
µ2(ϑ2 + c)

è ïîòåíöèàë V (ϑ) = Aϑ,

îáîçíà÷èì σ(ϑ) = E − Aϑ− K2µ2c

2
− K2µ2ϑ2

2
. Óñëîâèå (14) ñóùåñòâîâàíèÿ ϑ0 ∈ (0,

√
−c)

ïðèìåò âèäσ(ϑ0) ≥ 0. Äëÿ ïîèñêàìàêñèìóìà çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿσ′(ϑ) = −A−K2µ2ϑ

îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå ϑmax = − A

K2µ2
.

Åñëèìàêñèìóìôóíêöèèσ (ò.å. íóëü ïðîèçâîäíîéσ′) ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0,
√
−c), òî

òðåáîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ϑ0, óäîâëåòâîðÿþùåé σ(ϑ0) ≥ 0, ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ
σ(ϑ) íåîòðèöàòåëüíà õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå, à ýòî ýêâèâàëåíòíî σ(ϑmax) ≥ 0.
Òàêèì îáðàçîì,

E +
A2

µ2K2
− µ2K2c

2
− A2

2µ2K2
≥ 0,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ïðè K >

√
−A√
−c
òî÷êè (E, K) ðàñïîëîæåíû íà êðèâîé E1(K)

èëè âûøå íåå.
Åñëè ôóíêöèÿ σ íå èìååò ìàêñèìóìà íà (0,

√
−c), òî îíà âîçðàñòàåò è ñóùåñòâîâàíèå

ϑ0, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ σ(ϑ0) ≥ 0, ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ σ(
√
−c) > 0. Â èòîãå

E > A
√
−c äëÿ òî÷åê ïðèK ≤

√
−A√
−c
(íà ðèñ. 1 óðîâåíü E = A

√
−c îáîçíà÷åí ïóíêòèðîì).

Ïîêàæåì, ÷òî Σ1 çàäàåòñÿ êðèâîé E1(K). Ïåðâûé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäàÿ
êðóãîâàÿ îðáèòà ϑ = ϑ0 èìååò ñâîþ óíèêàëüíóþ K, ïîýòîìó ìîæíî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû (13) âûðàçèòü ϑ ÷åðåç K è, ïîäñòàâèâ â (6), ïîëó÷èòü, êàê ñâÿçàíû E è K äëÿ
êðóãîâîé îðáèòû. Ñîãëàñíî (13) äëÿ a2

22 = − 1
µ2(ϑ2 + c)

è V = Aϑ èìååì µ2ϑK2 + A = 0,

ò.å. ϑ =
−A

µ2K2
. Äàëåå ïîëó÷åííóþ ϑ âìåñòå ñ óñëîâèåì pϑ = 0 ïîäñòàâèì â (6) è ïîëó÷èì

E1(K):

E =
K2µ2c

2
− A2

2µ2K2
.

Òàê êàê ϑ ∈ (0,
√
−c) (ñì. òàáë. 1), òî K ∈ (

√
−A

µ2
√
−c

,∞).
Âòîðîé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî óñëîâèÿ (13) îïðåäåëÿþò êðóãîâóþ îðáèòó. Îáðàòèìñÿ

ê óðàâíåíèþ îðáèòû (11), îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå çàìêíóòîé îðáèòû, ïðîèñõîäèò

ôëóêòóàöèÿ âîêðóã ïîëîæåíèÿ − A

µ2K2
ñ àìïëèòóäîé

√
1 +

2Eµ2K2

A2
− c

µ4K4

A2
, äëÿ êðóãîâîé

îðáèòû àìïëèòóäà ïðèðàâíèâàåòñÿ ê íóëþ, ÷òî äàåò òó æå çàâèñèìîñòü E1(K) ìåæäó E èK.
Ìíîæåñòâî IB ñîñòîèò èç òî÷åê (K, E), ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åííûì îðáèòàì. Äëÿ

óñòàíîâëåíèÿ òàêèõ òî÷åê âîñïîëüçóåìñÿ ÿâíûì âèäîì îðáèòû ϑ(ϕ) è îïðåäåëèì, ïðè êàêèõ
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óñëîâèÿõ íà (K, E) îíà íå âûõîäèò íà ãðàíèöû {0} × S1, {
√
−c} × S1 íè ïðè êàêîì ϕ:

0 < − A

µ2K2

1−
√

1 +
2Eµ2K2

A2
− c

µ4K4

A2

 , (15)

− A

µ2K2

1 +

√
1 +

2Eµ2K2

A2
− c

µ4K4

A2

 <
√
−c. (16)

Ýòè íåðàâåíñòâà ñî âñåìè óñëîâèÿìè íà êîíñòàíòû A < 0, c < 0, K >

√
−A√
−c
äàþò:

E <
cK2

2
, E <

√
−cA, E ≥ K2µ2c

2
− A2

2µ2K2
.

Ïðîîáðàçîì êàæäîé òî÷êè (K, E) ∈ IB ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, è îíî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé òîð Ëèóâèëëÿ T 2 ≈ F−1[(K, E)] â ñëó÷àå IB \ Σ1 è îêðóæíîñòüþ â ñëó÷àå Σ1.
Íà ìíîæåñòâå I2 êàæäîé òî÷êå (K,E) ñîîòâåòñòâóþò îðáèòû, îãðàíè÷åííûå òîëüêî ñ

îäíîé ñòîðîíû (ñî ñòîðîíû ïàðàëëåëè {
√
−c} × S1), òàê êàê íàðóøàåòñÿ óñëîâèå (15) è âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (16). Ïî ïðåæíåìó êàæäàÿ òàêàÿ îðáèòà ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé ïîâîðîòîì
âîêðóã îñè âðàùåíèÿ ïîâåðõíîñòè, ò.å. îðáèòà ϑ = ϑ1(ϕ) ïîëó÷àåòñÿ èç îðáèòû ϑ = ϑ2(ϕ)

ïîäñòàíîâêîé ϑ1(ϕ) = ϑ2(ϕ + ϕ0) äëÿ íåêîòîðîãî ϕ0. Ïîýòîìó ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç
I2 áóäåò öèëèíäðîì. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5 òðàåêòîðèÿ âûõîäèò çà êîíå÷íîå âðåìÿ íà
ãðàíèöó ϑ = 0 ïîâåðõíîñòè S ′, çíà÷èò, è ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ âûõîäèò íà ãðàíèöó öèëèíäðà
çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ò.å. ïîòîê íà öèëèíäðå íåïîëîí.
Àíàëîãè÷íî îðáèòû, ñîîòâåòñòâóþùèå çîíå I1, îãðàíè÷åíû ñî ñòîðîíû ïàðàëëåëè {0}×

S1 è íå îãðàíè÷åíû ñ ïðîòèâîïîëîæíîé. Ïðîîáðàçîì êàæäîé òî÷êè èç I1 òîæå áóäåò öèëèíäð,
íî óæå ñ ïîëíûì ïîòîêîì.
Äëÿ çîíû I3 âåðíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå îðáèòû áóäóò íå îãðàíè÷åíû ñ äâóõ ñòîðîí.

Òåïåðü îðáèòû äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû { ñ ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèåì pϑ (òî÷êà äâèæåòñÿ îò
0 äî

√
−c) è îòðèöàòåëüíûì pϑ (òî÷êà äâèæåòñÿ îò

√
−c äî 0), ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîîáðàçàìè

â çîíå I3 áóäóò ïàðû öèëèíäðîâ, ñèììåòðè÷íûå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå M4 îòíîñèòåëüíî
ãèïåðïëîñêîñòè pϑ = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè (K, E) ∈ Σ áóäåò ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ãèïåð-
ïëîñêîñòè pϑ = 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå 3 óòâåðæäåíèÿ.
Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü äàíà ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà S̃, îòâå÷àþùàÿ çíà÷åíèÿì ïàðà-

ìåòðîâ (c, t, µ): t = 0, è ïîòåíöèàë V = Aϑ−2 (A > 0). Òîãäà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 3.
Òî÷êà A1 èìååò êîîðäèíàòû (

√
2A

−µc
, A
−c

) è íå ïðèíàäëåæèò Σ, ìíîæåñòâî Σ1 | ýòî êðèâàÿ

E1(K) =

{
(K, E) : E =

cµ2K2

2
+
√

2AµK,

√
2A

−µc
< K < ∞

}
.
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Îáëàñòü Σ2 äåëèòñÿ êðèâîé E2(K) íà äâå çîíû IB, I1 (ðèñ. 4), ãäå

E2(K) =

{
(K, E) : E =

A

−c
,

√
2A

−µc
< K < ∞

}
.

Ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èçΣ1|îêðóæíîñòü, ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç IB |òîð (ñì. ðèñ. 4),
ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç I1 | öèëèíäð ñ ïîëíûìè ôàçîâûìè ïîòîêàìè.

Ðèñ. 3. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà l1, V2 Ðèñ. 4. Äåòàëèçèðîâàííàÿ äèàãðàììà l1, V2

Óòâåðæäåíèå 8. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà S̃, ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèÿì
ïàðàìåòðîâ (c, t, µ): t > 0, è ïîòåíöèàë V = Aϑ−2 (A > 0). Äëÿ òàêîé ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 5). Òî÷êè A1 è A2

èìåþò êîîðäèíàòû (
√

2A

µ
√

ϑ4
2+t

, A
ϑ2

2
) è (

√
2A

µ
√

t
, Ac

t
) ñîîòâåòñòâåííî, îáå îíè íå ïðèíàäëåæàò Σ.

Ìíîæåñòâî Σ1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ

E1(K) =

{
(K, E) : E =

cµ2K2

2
+ µ2K2

√
2A

µ2K2
− t,

√
−A

µ2
√
−c

< K < ∞
}

.

Îáëàñòü Σ2 äåëèòñÿ êðèâûìè E2(K), E3(K) íà ÷åòûðå çîíû IB, I1, I2, I3 (ðèñ. 6), ãäå

E2(K) =

(K, E) : E =
A

ϑ2
2

,

√
2A

µ
√

ϑ4
2 + t

< K < ∞

 ,

E3(K) =

{
(K,E) : K =

√
2A

µ
√

t
,

Ac

t
< E < ∞

}
.

Ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç Σ1 | îêðóæíîñòü; ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç IB | òîð (cì.
ðèñ. 6); ïðîîáðàç êàæäîéòî÷êè èç I1|öèëèíäð, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèåôàçîâûå ïîòîêè
ïîëíû; ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç I2 | öèëèíäð ñ íåïîëíûìè ôàçîâûìè ïîòîêàìè, âðåìÿ íà
ñîîòâåòñòâóþùèõôàçîâûõòðàåêòîðèÿõ íå ïðîäîëæàåòñÿ íè äî+∞, íè äî−∞. Ïðîîáðàç
I3 | ïàðà öèëèíäðîâ ñ íåïîëíûìè ïîòîêàìè, âðåìÿ íà òðàåêòîðèÿõ öèëèíäðà, ëåæàùåãî
â {pϑ < 0}, íå ïðîäîëæàåòñÿ äî +∞, íî ïðîäîëæàåòñÿ äî −∞, äëÿ öèëèíäðà {pϑ > 0}
íàîáîðîò.
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Ðèñ. 5. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà Ω1, V2 Ðèñ. 6. Äåòàëèçèðîâàííàÿ äèàãðàììà Ω1, V2

Óòâåðæäåíèå 9. Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü Áåðòðàíà S̃ ñ êîîðäèíàòàìè (ϑ, ϕ) è ìåòðè-
êîé (4), ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ (c, t, µ) èç îáëàñòè {t < 0, c2 + 4t >

0, c < 0}; áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî êîîðäèíàòà ϑ ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ
ïåðâîé êîìïîíåíòû (ϑ1,

4
√
−t). Íà S̃ äåéñòâóåò ïîòåíöèàë V = Aϑ−2 (A < 0). Äëÿ òà-

êîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà
ðèñ. 7. Òî÷êà A1 èìååò êîîðäèíàòû (

√
2A

µ
√

ϑ4
1+t

, A
ϑ2

1
) è íå ïðèíàäëåæèò Σ. Ìíîæåñòâî Σ1

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ

E1(K) =

(K, E) : E =
cµ2K2

2
+ µ2K2

√
2A

µ2K2
− t,

√
2A

µ
√

ϑ4
1 + t

< K < ∞

 .

Îáëàñòü Σ2 äåëèòñÿ êðèâûìè E2(K), E3(K) íà ÷åòûðå çîíû IB, I1, I2, I3 (ðèñ. 8), ãäå

E2(K) =

(K, E) : E = −µ2K2

2

√
c2 + 4t,

√
2A

µ
√

ϑ4
1 + t

< K < ∞

 ,

E3(K) =

{
(K,E) : E =

cµ2K2

2
+
√
−tµ2K2 +

A√
−t

, 0 < K < ∞
}

.

Ðèñ. 7. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà Ω2, V2 Ðèñ. 8. Äåòàëèçèðîâàííàÿ äèàãðàììà Ω2, V2
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Ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç Σ1 | îêðóæíîñòü, ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè èç IB | òîð (ñì.
nfigpic::p44). Ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èç I1 | öèëèíäð, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå
ïîòîêè ïîëíû; ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè èç I2 | öèëèíäð ñ íåïîëíûìè ôàçîâûìè ïîòîêàìè,
âðåìÿ íà òðàåêòîðèÿõ, ëåæàùèõ íà öèëèíäðå íå ïðîäîëæàåòñÿ âïðàâî äî +∞ è íå ïðî-
äîëæàåòñÿ âëåâî äî −∞. Ïðîîáðàç I3 | ïàðà öèëèíäðîâ ñ íåïîëíûìè ïîòîêàìè, âðåìÿ íà
òðàåêòîðèÿõ öèëèíäðà, ëåæàùåãî â {pϑ < 0}, ïðîäîëæàåòñÿ äî +∞, íî íå ïðîäîëæàåòñÿ
äî −∞, äëÿ öèëèíäðà {pϑ > 0} íàîáîðîò.

Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ, îáëàäàþùèõ ñèììåòðèåé âðàùåíèÿ, ïîä äåéñòâèåì öåí-
òðàëüíîãî çàêîíà ñèë, èçâåñòíû âñå ñëó÷àè, ïðèâîäÿùèå ê çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì. Îïèñàí-
íûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè, ïðè ðàáîòå ñ êîòîðûìè î÷åíü ýôôåêòèâíûìè îêà-
çûâàþòñÿ ìåòîäû ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè, â òîì ÷èñëå ãåîìåòðè÷åñêèå. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà óêàçàííûõ ñèñòåì ãåîìåòðè÷åñêèìèìåòîäàìè îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì
çíàíèå èíòåðâàëîâ âðåìåíè, íåîáõîäèìûõ òðàåêòîðèÿì, ÷òîáû òå çàìêíóëèñü èëè âûøëè íà
ãðàíèöó. Ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå èíòåðâàëû óñòàíîâëåíû â óòâåðæäåíèÿõ 3, 4, 5.
Êàê ïîêàçûâàþò óòâåðæäåíèÿ 4, 5, âðåìÿ âäîëü èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé íå âñåãäà ïðî-

äîëæàåòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî âëå÷åò íåïîëíîòó ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàçîâûõ ïîòîêîâ, à êàê
ñëåäñòâèå | íåâîçìîæíîñòè íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû,
òàêèå, êàê òåîðåìà Ëèóâèëëÿ [10]. Âìåñòî ýòîãî íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ èõ àíàëîãàìè, íàïðè-
ìåð òåîðåìîé Àëåøêèíà [9]. Áîëåå òîãî, çíàíèå òî÷íîé çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T äâèæåíèÿ
ïî çàìêíóòîé îðáèòå îò ïîëíîé ýíåðãèè E ïîìîãàåò ÿâíî ïîñòðîèòü êîîðäèíàòû <äåéñòâèå-
óãîë>, â êîòîðûõ ôàçîâûé ïîòîê âûïðÿìëÿåòñÿ è ìíîãèå îáúåêòû (ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà)
ïðèíèìàþò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä.
Äëÿ îäíîðîäíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñòðîåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íåñåò ìíîãî

èíôîðìàöèè î òèïå âîçíèêàþùåãî äâèæåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî | ïëîñêîñòü (x, ẋ) | ñîñòîèò èç òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿ-
íèþ ïîêîÿ, îêðóæíîñòåé (êðèâûõ, ãîìåîìîðôíûõ îêðóæíîñòè), ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàëûì
êîëåáàíèÿì, íåîãðàíè÷åííûõ ëèíèé (ãîìåîìîðíûõ ïðÿìîé), ñîîòâåòñòâóþùèõ äâèæåíèþ
ïî îêðóæíîñòè âîêðóã òî÷êè êðåïëåíèÿ íèòè, à òàêæå ñåïàðàòðèñû, ðàçäåëÿþùåé ðàçíûå
òèïû äâèæåíèé. Ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèâåäåíî è äëÿ ñèñòåìû Áåðòðàíà, ïîñòðîåíû
áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû. Âèäíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå èç çîíû IB â çîíó I1 îãðàíè÷åííîå
ðåçîíàíñíîå äâèæåíèå ïåðåõîäèò â íåîãðàíè÷åííîå.
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Bertrand systems and their phase space
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Keywords: Bertrand system, closed orbit, surface of revolution, bifurcation diagram, Liouville |
Arnold theorem

Consider a pair (S, V ), where S is a two-dimensional surface of revolution without equators,
i.e. cylinder equipped Riemannian metric of revolution, V is a central potential on S such that
it keeps constant when the group of rotation acts. Also consider central potentials acting on the
surfaces equipped Pseudoriemannian metric of revolution. Lets select Bertrand pairs in the set of
all considered pairs | the potential has to be locking, i.e. under the influence of it all bounded
orbits must be closed. Such dynamical systems are Hamiltonian ones possessed four-dimensional
phase space. And one could represent Bertand pairs as five-parametric set, three parameters define
the inner product of the manifold, other two define potential. It is proved that only generalized law
of universal gravitation and the generalized oscillator Hook law could be locking.
It is well-known that in case of closed orbit the period of moving depends on the full energy,

but not depends on angular momentum (classical Gordon's theorem); in this paper we established
the explicit form of this relation for Bertrand systems. In case of nonbounded orbits we calculated
full time of moving, noted the infinite cases, and derived the fullness of corresponding phase flows,
i.e. whether time-parameter could be continued to infinitely on the integral curves of Hamiltonian
vector field of energy.
We show, that Bertrand systems in pseudoriemannian caseweren't integrable by the Liouville|

Arnold theorem, however the connected components of regular Liouvill folia of two first integrals
energy and angular momentum stayed either torii or cylinders. We proved any folia of the foliation
could be either circle or torus or cylinder or pair of cylinders. Also we constructed bifurcation
diagrams of momentum map, all the diagrams is divided into areas corresponding to different types
of Liouville folii. Finally it was discovered whether flows were full or not.
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