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Ðàññìàòðèâàåòñÿ èçîëèðîâàííàÿ ïîïóëÿöèîííàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ âèäîâ ñòâîëîâûõ
êëåòîê ÷åëîâåêà: íîðìàëüíûõ êëåòîê è êëåòîê ñ õðîìîñîìíûìè àíîìàëèÿìè (àíîìàëüíûõ). Â
ðàáîòå óòî÷íÿåòñÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòåé êëåòî÷íûõ ïî-
ïóëÿöèé, ðàçâèâàþùèõñÿ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in vitro). Ìîäåëü ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü
ïðîöåññû îáðàçîâàíèÿ ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê èç ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê, à òàêæå
ñîâìåñòíîãî ðàçâèòèÿ ýòèõ ïîïóëÿöèé è ó÷èòûâàåò îãðàíè÷åííîñòü ðåñóðñîâ. Ñóùåñòâåííîé
îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷íûé âèä ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè. Àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ìîäåëè
ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå, íå âûõîäÿò èç íåãî, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò áèîëîãè÷åñêîìó ñìûñëó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Òàêæå â ïåðâîì êâàäðàíòå âûäåëåí
èíâàðèàíòíûé êîìïàêò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü; ñòâîëîâûå êëåòêè; ïîïóëÿöèîííàÿ äèíàìèêà; èíâà-
ðèàíòíûé êîìïàêò

Ââåäåíèå

Ïðîáëåìû àíàëèçà äèíàìèêè êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé, ðàçâèâàþùèõñÿ â ëàáîðàòîðíûõ
óñëîâèÿõ, ïðèâëåêàþò áîëüøîå âíèìàíèå [2, 5, 10, 11, 12]. Â ðàáîòàõ [2, 5] áûëà ïðåäëî-
æåíà íåïðåðûâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçâèòèÿ èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû,
ñîñòîÿùåé èç äâóõ âèäîâ ñòâîëîâûõ êëåòîê ÷åëîâåêà: íîðìàëüíûõ êëåòîê è êëåòîê ñ õðîìî-
ñîìíûìè àíîìàëèÿìè (àíîìàëüíûõ). Ýòà ìîäåëü ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ïðîöåññû îáðàçîâà-
íèÿ ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê èç ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê, à òàêæå ñîâìåñòíîãî
ðàçâèòèÿ ýòèõ ïîïóëÿöèé ïðè êóëüòèâèðîâàíèè â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in vitro), îäíàêî
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé è íå ó÷èòûâàåò îãðàíè÷åííîñòü ðåñóðñîâ.
Èçâåñòíî, ÷òî íà ïðîöåññû ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ äîìèíèðóþùåå âëèÿíèå îêàçûâàåò

áîðüáà çà ðåñóðñû [1, 7, 8]. Ïðè êóëüòèâèðîâàíèè â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ êëåòî÷íûõ
ïîïóëÿöèé áîðüáà çà ðåñóðñû â ïåðâóþ î÷åðåäü âëèÿåò íà ïðîöåññû ðàçìíîæåíèÿ êëåòîê,
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÷òî íàõîäèò ñâîå îòðàæåíèå â íàëè÷èè çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû äåëåíèÿ êëåòîê îò ñóììàðíîé
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê.

Äëÿ ó÷åòà òàêèõ çàâèñèìîñòåé èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå íåëèíåéíûå ôóíêöèè [1, 8]. Îä-
íàêî èñïîëüçîâàíèå òàêèõ íåëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé ïðèâîäèò íà ïîñëåäóþùèõ ýòàïàõ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ê òðóäíîñòÿì ïðè íàõîæäåíèè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè. Â òî æå âðåìÿ çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâóþùèõ äîâåðè-
òåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ îöåíîê äîñòàòî÷íî ïðîñòî óäàåòñÿ ðåøèòü â ñëó÷àå, åñëè íåëèíåéíàÿ
ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ [4].

Â äàííîé ðàáîòå óòî÷íÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè êëåòî÷íîé
ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê ïðè êóëüòèâèðîâà-
íèè â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñû, ïðåäëîæåííàÿ â [3]. Îòëè÷èå ñîñòîèò â àêêóðàòíîì
ó÷åòå ðàçëè÷íîé ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè êëåòî÷íûõ öèêëîâ íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ
êëåòîê, à òàêæå â ó÷åòå çàâèñèìîñòè âèäà ïðàâîé ÷àñòè îò îáëàñòè, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ
ìîäåëü. Óòî÷íåííàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ïîëó÷åíà èç ëèíåéíîéìîäåëè, îáîñíîâàíèå êîòîðîé
ïðîâåäåíî â [5]. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü, ïðåäñòàâëåííàÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ïî ïåðåìåííûì
ñîñòîÿíèÿ, îäíàêî ëèíåéíîé ïî íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðàì.

Äëÿ ìîäåëåé ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèîííûõ ñèñòåì ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá èõ àäå-
êâàòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåìûå ðåøåíèÿ íå äîëæíû ïðîòèâîðå÷èòü áèîëîãè÷åñêîìó
ñìûñëó ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ | ÷èñëåííîñòÿì ïîïóëÿöèé, ïîýòîìó äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ
ïðåäëîæåííîé íåëèíåéíîé ìîäåëè íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé, íà÷èíà-
þùèõñÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå. Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè âòîðîãî
ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷íûé âèä ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ðàç-
ëè÷íûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê èññëåäîâàíèþ ñåìåéñòâà íåëèíåéíûõ ìîäåëåé è
àíàëèçó âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìî-
äåëè.

Ìàòåðèàë ñòàòüè îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû îñíîâ-
íûå ñâåäåíèÿ î ëèíåéíîé ìîäåëè ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû. Âî âòîðîì
ðàçäåëå ïîëó÷åíà íåëèíåéíàÿ ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåñóðñîâ. Â òðåòüåì
ðàçäåëå ïðîâåäåí àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé íåëèíåéíîé ìîäåëè è óñòàíîâëåí èíâàðè-
àíòíûé êîìïàêò, ëåæàùèé â ïåðâîì êâàäðàíòå.

1. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ïðèïîñòðîåíèè ëèíåéíîéìîäåëè [5] çà îñíîâó áûëè âçÿòû åñòåñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè
ðàçâèòèÿ êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé [9]: ÷àñòîòà äåëåíèÿ êëåòîê, ÷àñòîòà ãèáåëè êëåòîê è ÷àñòîòà
âîçíèêíîâåíèÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ïðè äåëåíèè íîðìàëüíûõ êëåòîê.
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Ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
dx

dt
= q00х ,

dy

dt
= q10x + q11y,

(1)

ãäå x| íîðìèðîâàííàÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê (x = X/X0); y | íîð-
ìèðîâàííàÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê (y = Y/X0); X , Y | ÷èñëåííîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé; X0 > 0 | íà÷àëüíàÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ
êëåòîê.
Ïàðàìåòðû ìîäåëè ñâÿçàíû ñ åñòåñòâåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðàçâèòèÿ êëåòî÷íûõ ïî-

ïóëÿöèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q00 = (1− A0)(1 + M0 − 2M0γ0)− 1,

q10 = 2(1− A0)M0γ0,

q11 = µ(−A1 + M1 − A1M1).

Çäåñü âñå ïàðàìåòðû ìîäåëè, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê, èìåþò èí-
äåêñ 0, à àíîìàëüíûõ| 1: T 0, T 1 | ñðåäíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè êëåòî÷íûõ öèêëîâ êàæäîé
èç ïîïóëÿöèè êëåòîê; A0, A1 | äîëè êëåòîê â ïîïóëÿöèÿõ, ïîãèáàþùèõ íà âðåìåííûõ èí-
òåðâàëàõ T 0 è T 1 ñîîòâåòñòâåííî; M0, M1 | äîëè êëåòîê â ïîïóëÿöèÿõ, ðàçäåëèâøèõñÿ
íà óêàçàííûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ; γ0 | äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê, ïåðåõîäÿùèõ íà âðå-
ìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè T 0 â ïðîöåññå äåëåíèÿ â ïîïóëÿöèþ àíîìàëüíûõ êëåòîê;
µ = T 0/T 1 | êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé ðàçëè÷íóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñðåäíèõ êëåòî÷-
íûõ öèêëîâ. Ïðè ýòîì 0 ≤ A0 ≤ 1, 0 ≤ A1 ≤ 1, 0 ≤ M0 ≤ 1, 0 ≤ M1 ≤ 1 è 0 ≤ γ0 ≤ 1.
Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò îãðàíè÷åííîñòü ðåñóðñîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê

íåîãðàíè÷åííîìó ðîñòó ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû.

2. Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé îãðàíè÷åííîñòü ðåñóðñîâ. Ïîñêîëüêó
ïðè êóëüòèâèðîâàíèè â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé áîðüáà çà ðåñóðñû â
ïåðâóþ î÷åðåäü âëèÿåò íà ïðîöåññû ðàçìíîæåíèÿ êëåòîê, ââåäåì â ìîäåëü (1) çàâèñèìîñòè
ïàðàìåòðîâM0 èM1, îïðåäåëÿþùèõ ñêîðîñòè äåëåíèÿ êëåòîê, îò ñóììàðíîé ÷èñëåííîñòè
ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè, ëèíåéíîé ïî íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðàì, ðàññìîòðèì

êóñî÷íî-ëèíåéíûå çàâèñèìîñòè. Òàêèå çàâèñèìîñòè àïïðîêñèìèðóþò èçâåñòíûå [8] s-îáðàç-
íûå çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ, îò ÷èñëåííîñòè z ïî-
ïóëÿöèîííîé ñèñòåìû (ðèñ. 1).
Çàäàäèì ôóíêöèè

f0(x, y) = α0 − β00x− β01y, f1(x, y) = α1 − β10x− β11y, (2)

ãäå 0 ≤ αj ≤ 1, βij ≥ 0, i, j ∈ {0, 1}.
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü äîëè äåëÿùèõñÿ êëåòîê
îò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ôóíêöèé çàâèñèìîñòè äîëåé êëåòîê, ðàçäåëèâøèõñÿ çà ñðåäíåå
âðåìÿ êëåòî÷íîãî öèêëà, îò íîðìèðîâàííûõ ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ è àíî-
ìàëüíûõ êëåòîê ïðèìóò âèä

M j(x, y) =


0, fj(x, y) ≤ 0;

1, fj(x, y) ≥ 1;

fj(x, y), fj(x, y) ∈ (0, 1),

j = 1, 2. (3)

Çàâèñèìîñòè (3) ñîãëàñóþòñÿ ñ åñòåñòâåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè 0 ≤ M0 ≤ 1, 0 ≤ M1 ≤ 1.
Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò [8] â ñîîòíîøåíèÿõ (3) ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå íîðìèðîâàííîé
÷èñëåííîñòè êàæäîé èç ïîïóëÿöèé.
Ïîäñòàâèâ ñîîòíîøåíèÿ (3) â (1), ïîëó÷èì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
dx

dt
=

(
(1− A0)(1 + M0(x, y)− 2M0(x, y)γ0)− 1

)
х ,

dy

dt
= µ(−A1 + M1(x, y)− A1M1(x, y))y + 2M0(x, y)(1− A0)γ0x,

(4)

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìàëüíî ñèñòåìà (4) îïðåäåëåíà íà âñåé ïëîñêîñòè xOy, îäíàêî ïåðåìåí-
íûå x è y íå ìîãóò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó çàäàþò íîðìèðîâàííûå
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ áèîëîãè÷åñêèì ñìûñëîì çàäà÷è ïåðåìåííûå x è y ìîãóò ïðèíèìàòü

òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òàê ÷òî çàäà÷ó ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü íà ìíîæåñòâå
G = {(x, y): x ≥ 0; y ≥ 0}.
Â îáùåì ñëó÷àå, â ìíîæåñòâå G ìîæíî âûäåëèòü ÷åòûðå ìíîãîóãîëüíûõ ïîäìíîæåñòâà:

G1 = {(x, y) ∈ G: f0(x, y) ≥ 0; f1(x, y) ≥ 0} ,

G2 = {(x, y) ∈ G: f0(x, y) ≤ 0; f1(x, y) ≤ 0} ,

G3 = {(x, y) ∈ G: f0(x, y) ≤ 0; f1(x, y) ≥ 0} ,

G4 = {(x, y) ∈ G: f0(x, y) ≥ 0; f1(x, y) ≤ 0} .

(5)

Íà ðèñ. 2{3 ïîêàçàíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâ G1{G4.
Ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè ýòèõ ìíîæåñòâ G = G1 ∪G2 ∪G3 ∪G4.
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à á

â ã

ä å

Ðèñ. 2
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à á

â

Ðèñ. 3

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ f0(x, y) = 0 è f1(x, y) = 0 ñ îñüþ Ox îáîçíà÷èì (xM0 , 0) è
(xM1 , 0), à ñ îñüþ Oy | (0, yM0) è (0, yM1) ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè ìíîæåñòâà G1, G2, G3 è G4 è äëÿ êàæäîãî èç íèõ çàïèøåì

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèå èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè
íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê.
Íà ìíîæåñòâå G1, ÿâëÿþùèìñÿ áàçîâûì ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè ïîïóëÿöèîííîé

ñèñòåìû, ñèñòåìà (4) ñ ó÷åòîì (2) è (3) ïðèìåò âèä
dx

dt
= h01х + h02x

2 + h03xy,

dy

dt
= h11x + h12y + h13x

2 + h14xy + h15y
2,

(6)

ãäå
h01 = (1− A0)(1− 2γ0)α0 − A0, h02 = −β00(1− A0)(1− 2γ0),

h03 = −β01(1− A0)(1− 2γ0), h11 = 2α0(1− A0)γ0,

h12 = µ((1− A1)α1 − A1), h13 = −2β00(1− A0)γ0,

h14 = −(µβ10(1− A1) + 2β01(1− A0)γ0), h15 = −µβ11(1− A1).

(7)
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Íà ìíîæåñòâå G2 äîëè íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê, ðàçäåëèâøèõñÿ íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ T j , ðàâíû 0 (M0(x, y) ≡ 0 èM1(x, y) ≡ 0). Ïîëîæèâ â (7)
α0 = α1 = 0 è βij = 0, i, j = 0, 1, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ:

h01 = −A0, h02 = 0,

h03 = 0, h11 = 0,

h12 = −µA1, h13 = 0,

h14 = 0, h15 = 0.

(8)

Â ðåçóëüòàòå íà ìíîæåñòâåG2 ñèñòåìà óðàâíåíèé (4) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì
âèäå: 

dx

dt
= −A0х ,

dy

dt
= −µA1y.

(9)

Òî åñòü ÷èñëåííîñòè íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî äîëÿìè <ïîãè-
áàþùèõ> êëåòîê â ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ (j = 0) è àíîìàëüíûõ (j = 1) êëåòîê.
Íà ìíîæåñòâå G3 äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê, ðàçäåëèâøèõñÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè T 0

ðàâíà 0 (M0(x, y) ≡ 0). Ôîðìàëüíî ïîëîæèâ â (7) α0 = β00 = β01 = 0, îïðåäåëèì êîýôôè-
öèåíòû ñèñòåìû:

h01 = −A0, h03 = 0, h12 = µ((1− A1)α1 − A1), h14 = −µβ10(1− A1),

h02 = 0, h11 = 0, h13 = 0, h15 = −µβ11(1− A1).
(10)

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ èçìåíåíèÿ ÷èñëåííî-
ñòè ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê, ïðèìåò âèä

dx

dt
= h01х = −A0х ,

dy

dt
= h12y + h14xy + h15y

2.

(11)

Íà ìíîæåñòâå G4 ðàâíà 0 äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê, ðàçäåëèâøèõñÿ íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè T 1 (M1(x, y) ≡ 0).
Ïîëîæèâ êîýôôèöèåíòû α1 = β10 = β11 = 0, â (7), ïîëó÷èì

h01 = (1− A0)(1− 2γ0)α0 − A0, h12 = −µA1,

h02 = −β00(1− A0)(1− 2γ0), h13 = −2β00(1− A0)γ0,

h03 = −β01(1− A0)(1− 2γ0), h14 = −2β01(1− A0)γ0,

h11 = 2α0(1− A0)γ0, h15 = 0.

(12)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé íà ìíîæåñòâå G4 èìååò âèä
dx

dt
= h01х + h02x

2 + h03xy,

dy

dt
= h11x + h12y + h13x

2 + h14xy.

(13)
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå èññëåäóåìîé
ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû ïðè âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòàõ ðàñïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâ G1, G2,
G3 è G4. Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû, íà÷èíàþùèõñÿ â ïåðâîì
êâàäðàíòå.

3. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé

Ïîêàæåì, ÷òî âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4), äëÿ êîòîðûõ (x(0), y(0)) ∈ G, íå âûõîäÿò èç
ìíîæåñòâà G, è íàéäåòñÿ òàêîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî F ⊆ G, ÷òî òðàåêòîðèè
ñèñòåìû (4), íà÷èíàþùèåñÿ â F , íå ïîêèäàþò ýòî ìíîæåñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòðû ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) òàêîâû, ÷òî ìíîæåñòâàG1,G3 èG4

íå ïóñòû, è ìíîæåñòâî G1 ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó. Ìíîæåñòâî G2 â ýòîì
ñëó÷àå âñåãäà íå ïóñòî.
Èññëåäóåì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (4), íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà G è

ïîêàæåì, ÷òî óêàçàííîå ìíîæåñòâî áóäåò èíâàðèàíòíûì äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
Ðàññìîòðèì îñü Ox ïðè x ≥ 0, ò.å. íà ìíîæåñòâî {(x, y) : y = 0, x ≥ 0} è ïîêàæåì, ÷òî

òðàåêòîðèè åå íå ïåðåñåêàþò, ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé èññëåäóåì äëÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâG1,
G2, G3 è G4.
Ïðîâåäåì àíàëèç ìíîæåñòâà G1. Â ñëó÷àÿõ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2, à, â, å è íà

ðèñ. 3, á òî÷êà xM1 ðàñïîëîæåíà ëåâåå òî÷êè xM0 (èëè ñîâïàäàåò ñ íåé â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ),
ãäå xM0 =

α0

β00
, xM1 =

α1

β10
.

Íà îòðåçêå [0, xM1 ] îñè Ox èññëåäóåì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (6). Ñèñòåìà (6)
ïðèìåò âèä

dy

dt

∣∣∣∣
y=0

= h11x + h13x
2 = (h11 + h13x)x. (14)

Âûðàæåíèå (14) ïðè x1 = 0 è x2 = −h11

h13
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå 0. Ñ ó÷åòîì ñîîòíî-

øåíèé (7) x2 =
α0

β00
= xM0 è h11 + h13x ≥ 0 ïðè x ∈ [0, xM0 ].

Ñëåäîâàòåëüíî, dy

dt

∣∣∣
y=0

≥ 0 è òðàåêòîðèè íå ìîãóò âûõîäèòü èç ìíîæåñòâà G1 ÷åðåç

ãðàíèöó, îáðàçîâàííóþ îòðåçêîì [0, xM1 ] îñè Ox, ïîñêîëüêó òî÷êà xM1 ðàñïîëîæåíà ëåâåå
òî÷êè xM0 èëè ñîâïàäàåò ñ íåé.
Íà ðèñ. 2, á, ã, ä è íà ðèñ. 3, à òî÷êà xM0 ðàñïîëîæåíà ëåâåå òî÷êè xM1 , à íà ðèñ. 3, â

ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè xM0 è xM1 ñîâïàäàþò. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ òðàåêòîðèè òàêæå
íå ìîãóò ïîêèíóòü ìíîæåñòâî G1 ÷åðåç ãðàíèöó, îáðàçîâàííóþ îòðåçêîì [0, xM0 ] îñè Ox,
ïîñêîëüêó dy

dt

∣∣∣
y=0

≥ 0. Çàìåòèì, ÷òî íóëåâûå çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ òîëüêî íà êîíöàõ
îòðåçêà.
Íà ìíîæåñòâå G2 ñèñòåìà (4) èìååò âèä (9). Â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ

òî÷åê xM0 è xM1 ãðàíèöà ìíîæåñòâà G2 íà îñè îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì xM0 ≤ x èëè
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xM1 ≤ x. Â òî÷êàõ îñè Ox, îáðàçóþùèõ ãðàíèöó ìíîæåñòâà, ïîëó÷èì

dy

dt

∣∣∣∣
y=0

= −µA1y
∣∣
y=0

= 0 (15)

ïðè ëþáîì âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê xM0 è xM1 . Ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèè, íà÷èíàþ-
ùèåñÿ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà G2, íå íå ìîãóò ïîêèíóòü ìíîæåñòâî G2 ÷åðåç îñü Ox.
Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ìíîæåñòâàG3. Ñëó÷àè, â êîòîðûõ îòðåçîê îñèOx [xM0 , xM1 ] ÿâëÿåòñÿ

ãðàíèöåéìíîæåñòâàG3, ïðåäñòàâëåíûíà ðèñ. 2, á, ã, ä è ðèñ. 3, à. Íà ýòîììíîæåñòâå ñèñòåìà
(4) èìååò âèä (11), (10). Ïðè y = 0 âûðàæåíèå dy

dt
= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå òðàåêòîðèè,

íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà G3, ÷åðåç òî÷êè îòðåçêà [xM0 , xM1 ] îñè Ox íå ìîãóò
ïîêèíóòü ìíîæåñòâî G3.
Íà ìíîæåñòâå G4 ñèñòåìà (4) èìååò âèä (13), (12). Ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà îòðåçîê

[xM1 , xM0 ] îñè Ox ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà G4 (ñì. ðèñ. 2, à, â, å è ðèñ. 3, á). Ïðè y = 0

èìååì
dy

dt

∣∣∣∣
y=0

= (h11x + h12y + h13x
2 + h14xy)

∣∣
y=0

= h11x + h13x
2. (16)

Â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ òî÷êà O(0, 0) íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó G4, âûðàæåíèå (16)
ìîæåò áûòü ðàâíûì íóëþ òîëüêî ïðè x1 = −h11

h13
=

α0

β00
= xM0 . Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå

h11 + h13x > 0 ïðè x ∈ [xM1 , xM0), òî òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà G4,
íå ìîãóò ïîêèíóòü ýòî ìíîæåñòâî íà îòðåçêå [xM1 , xM0 ] îñè Ox.
Ðàññìîòðèì îñüOy è ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êàõ ìíîæåñòâàG, íå

ìîãóò âûéòèèç óêàçàííîãîìíîæåñòâà ÷åðåçìíîæåñòâî {(x, y): x = 0; y ≥ 0} òî÷åê, ëåæàùèõ
íà îñè Oy, ò.å. â ýòèõ òî÷êàõ

dx

dt

∣∣∣∣
x=0

≥ 0. (17)

Äëÿ ìíîæåñòâà G1 èññëåäóåì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (6), (7) íà îòðåçêå [0, yM0 ],

ãäå yM0 = α0/β01, â ñëó÷àÿõ ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2, à, ã, ä è ðèñ. 3, à. Ïðè x = 0
dx

dt
= 0,

è òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà G1, íå ìîãóò ïîêèíóòü ýòî ìíîæåñòâî íà
îòðåçêå [0, yM0 ] îñè Oy.
Äëÿ ñëó÷àåâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2, á, â, å è ðèñ. 3, á, ïðîèçâîäíàÿ dx

dt
ðàâíà íóëþ

ïðè x = 0 íà îòðåçêå [0, yM1 ], ãäå yM1 = α1/β11.
Íà ðèñ. 3, â ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé, ãäå òî÷êè yM0 è yM1 ñîâïàäàþò, â óêàçàííîé òî÷êå

ïðîèçâîäíàÿ (17) òàêæå ðàâíà íóëþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êàõ ìíîæåñòâàG1 òðàåêòîðèè íå ïåðåñåêàþò îñüOy.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (9), çàäàííóþ íà ìíîæåñòâå G2. Â

çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê yM0 è yM1 íà îñè Oy ãðàíèöà ìíîæåñòâà
G2 îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì yM0 ≤ y èëè yM1 ≤ y, ãäå yM0 = α0/β01, yM1 = α1/β11 è
yM0 < yM1 .
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Â òî÷êàõ îñè Oy, îáðàçóþùèõ ãðàíèöó ìíîæåñòâà, íåçàâèñèìî îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæå-
íèè òî÷åê yM0 è yM1 âûðàæåíèå

dx

dt
èìååò âèä

dx

dt

∣∣∣∣
x=0

= −A0x |x=0= 0. (18)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû, íà÷èíàþùèåñÿ â ìíîæåñòâåG2, ïîêèäàòü ìíîæåñòâî
G2 ÷åðåç óêàçàííóþ ãðàíèöó íå ìîãóò.
Ñèñòåìà (4) íà ìíîæåñòâå G3 çàäàíà âûðàæåíèÿìè (11), (10). Íà ðèñ. 2, à, ã, ä è ðèñ. 3, à

ïðåäñòàâëåíû ñëó÷àè, â êîòîðûõ ãðàíèöåé ìíîæåñòâàG3 ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [yM0 , yM1 ] îñèOy.
Âûðàæåíèå dx

dt
ïðèx = 0 îáíóëÿåòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, â òðàåêòîðèè ñèñòåìû, íà÷èíàþùèåñÿ

â ìíîæåñòâå G3, íå ìîãóò ïîêèäàòü åãî ÷åðåç ãðàíèöó ðàñïîëîæåííóþ íà îñè Oy.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àè, â êîòîðûõ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà G4 ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [yM1 , yM0 ],

ëåæàùèé íà îñè Oy. Îíè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2, á, â, å è ðèñ. 3, á.
Âûðàæåíèå dx

dt
ñèñòåìû (4) íà ìíîæåñòâåG4 èìååò âèä

dx

dt
= h01х +h02x

2 +h03xy, è ïðè

x = 0
dx

dt
= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû, íà÷èíàþùèåñÿ â ìíîæåñòâå G4, íå

ìîãóò ïîêèäàòü åãî ÷åðåç îòðåçîê [yM1 , yM0 ], ðàñïîëîæåííûé íà îñè Oy.
Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4), íà÷èíàþùèåñÿ â ìíî-

æåñòâå G, îñè Ox è Oy ïåðåñåêàòü íå ìîãóò è, çíà÷èò îñòàþòñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå.
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî G134 = G1 ∪ G3 ∪ G4 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì êîìïàêòîì. Â

îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî G134 îãðàíè÷åíî îòðåçêàìè ïðÿìûõ f0(x, y) = 0 è f1(x, y) = 0, è
îòðåçêàìè îñåé Ox è Oy. ×àñòü ãðàíèöû ìíîæåñòâà G134, îáðàçîâàííàÿ îòðåçêàìè ïðÿìûõ
f0(x, y) = 0 è f1(x, y) = 0, ÿâëÿåòñÿ òàêæå ÷àñòüþ ãðàíèöû ìíîæåñòâà G2.
Â ìíîæåñòâåG ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (4) íåïðåðûâíû, ïîýòîìó äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà ïî-

âåäåíèÿ òðàåêòîðèéíà ãðàíèöåìíîæåñòâàG134, îáðàçîâàííîé îòðåçêàìèïðÿìûõ f0(x, y) = 0

è f1(x, y) = 0, ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (9) íà ãðàíèöå ìíî-
æåñòâà G2.
Ñíà÷àëà èññëåäóåìïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìûíà ãðàíèöå, çàäàííîé îòðåçêîìïðÿìîé

f0(x, y) = 0, äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì çíàê âûðàæåíèÿ df0(x, y)
dt

ïðè f0(x, y) = 0. Çàïèøåì

df0(x, y)

dt

∣∣∣∣
α0−β00x−β01y=0

=
(
−β00

dx

dt
− β01

dy

dt

)∣∣∣∣
α0−β00x−β01y=0

=

=
(
β00A

0х + β01µA1y
)∣∣∣∣

α0−β00x−β01y=0

= β00A
0х + β01µA1

( α0

β01

− β00

β01

x
)

=

= A0β00x− µA1β00x + µA1α0 = A0β00x + µA1(α0 − β00x). (19)

Ïîñêîëüêó ïðè x ≥ 0 âûðàæåíèå A0β00x âñåãäà íåîòðèöàòåëüíî, òî ïðè y > 0

A0β00x + µA1(α0 − β00x) ≥ µA1(α0 − β00x) = µA1β01y > 0. (20)
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Ãðàäèåíò ôóíêöèè f0(x, y) èìååò âèä (−β00,−β01), ãäå β00 > 0, β01 > 0. Âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà (20) îçíà÷àåò, ÷òî âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4) ïåðåñåêàþò îáùóþ ãðàíèöó ìíî-
æåñòâ G134 è G2, îáðàçîâàííóþ îòðåçêîì ïðÿìîé f0(x, y) = 0, ïî íàïðàâëåíèþ <âíóòðü>
ìíîæåñòâà G134.
Ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4) íå ìîãóò ïîêèäàòü ìíîæåñòâîG134 ÷åðåç óêàçàí-

íóþ ãðàíèöó.
Èññëåäóåì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (4) íà ãðàíèöå ìíîæåñòâ G134 è G2, çàäàííîé

îòðåçêîì ïðÿìîé f1(x, y) = 0. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, íàõîäèì, ÷òî

df1(x, y)

dt

∣∣∣∣
f1(x,y)=0

=
(
−β10

dx

dt
− β11

dx

dt

)∣∣∣∣
α1−β10x−β11y=0

=

=
(
β10A

0х + β11µA1y
)∣∣∣∣

α1−β10x−β11y=0

= β10A
0х + β11µA1

( α1

β11

− β10

β11

x
)

=

= A0β10x− µA1β10x + µA1α1 = A0β10x + µA1(α1 − β10x). (21)

Èññëåäóåì çíàê (21). Ïîñêîëüêó A0β10x ≥ 0 ïðè x ≥ 0, òî ïðè y > 0

A0β10x + µA1(α1 − β10x) ≥ µA1(α1 − β10x) = µA1β11y > 0. (22)

Ãðàäèåíò ôóíêöèè f1(x, y) èìååò âèä (−β10,−β11), ãäå β10 > 0, β11 > 0. Âûïîëíå-
íèå íåðàâåíñòâà (22) îçíà÷àåò, ÷òî âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4) ïåðåñåêàþò îáùóþ ãðàíèöó
ìíîæåñòâ G134 è G2, îáðàçîâàííóþ îòðåçêîì ïðÿìîé f1(x, y) = 0, ïî íàïðàâëåíèþ âíóòðü
ìíîæåñòâà G134.
Ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4) íå ìîãóò ïîêèäàòü ìíîæåñòâîG134 ÷åðåç óêàçàí-

íóþ ãðàíèöó. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî âàæíîå ñâîéñòâî ñèñòåìû (4) íà ìíîæåñòâå G.
Óòâåðæäåíèå. Åñëè ïàðàìåòðû íåëèíåéíîé ñèñòåìû (4) óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì

0 ≤ Aj ≤ 1, 0 ≤ γ0 ≤ 1, 0 ≤ αi ≤ 1, 0 ≤ βij , i, j ∈ {0, 1}, òî âñå òðàåêòîðèè ýòîé ñèñòåìû,
íà÷èíàþùèåñÿ â ìíîæåñòâå G134, íå âûõîäÿò èç ýòîãî ìíîæåñòâà.
Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü êà÷å-

ñòâåííî ïðàâèëüíî îòðàæàåò áèîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå ïðè ðàçìíîæåíèè in
vitro ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ñòâîëîâûõ êëåòîê, è íå äîïóñêàåò ïîëó÷åíèÿ
ïðè ìîäåðîâàíèè îòðèöàòåëüíûõ ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé, à òàêæå íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà
÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé, âõîäÿùèõ â ïîïóëÿöèîííóþ ñèñòåìó.

Çàêëþ÷åíèå

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðè åå ïî-
ñòðîåíèè áèîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèîí-
íîé ñèñòåìå, òàêèõ êàê äîëè êëåòîê, ðàçäåëèâøèõñÿ çà çàäàííîå âðåìÿ, íå ðàçäåëèâøèõñÿ,
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ïîãèáøèõ, à òàêæå ïåðåøåäøèõ â ïîïóëÿöèþ àíîìàëüíûõ êëåòîê èç ïîïóëÿöèè íîðìàëü-
íûõ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò áîëåå äåòàëüíî àíàëèçèðîâàòü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ïåðâè÷íûõ
ïàðàìåòðîâ íà äèíàìèêó ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû.
Îáùèé àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé íåëèíåéíîé ìîäåëè ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàåêòîðèè,

íà÷èíàþùèåñÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå, íå âûõîäÿò èç íåãî, ÷òî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò áèîëîãè-
÷åñêîìó ñìûñëó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áóäóò íàïðàâëåíû íà äåòàëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèåâ

ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû íà îñíîâå íåëèíåéíîé ìîäåëè.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ¹ 13-07-00720.
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An isolated population system is considered which consists of two types of human stem cells:
normal cells and cells with chromosomal anomalies (abnormal). In the paper the nonlinear dynamic
model which describes dynamics of cell populations developing in vitro is elaborated. The model
allows to investigate the processes of the formation of the abnormal cells population from the
abnormal cells population of normal cells as well as joint development of these populations. The
model takes into account the limited resources.
An important feature of the developed model is the use of biological characteristics of processes

in the cell population system, such as the proportion of cells, divided over a specified time,
the proportion of cells whish are not divided, and which are "lost" and which are passed in
the population of abnormal cells from the normal population. This approach allows a more
detailed analysis of the impact of various "primary" parameters on the evolution of the population
system.
Under cultivation of cell populations in vitro a struggle for resources primarily affects the

processes of the cell reproduction. This is reflected in the existence of the dividing cells frequency
dependence of the total population of normal and abnormal cells. For the account of such de-
pendencies different non-linear functions are typically used. However, the use of such non-linear
relationships leads to the difficulties in finding confidence intervals for the estimates of the model
parameters at subsequent stages of research. At the same time, the problem of the system param-
eters estimating and finding of the corresponding confidence intervals for estimates can be solved
easy in case when the nonlinear system is linear with respect to the unknown parameters. In the
paper it is achieved due to the piecewise linear approximation of nonlinear dependencies.
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An important feature of themodel is a different view of the right part of the differential equations
system at various points in the plane. The analysis of the model trajectories behavior shows that
the trajectories starting in the first quadrant don't leave it. This fact corresponds to the biological
sense of the problem. Also the invariant compact of the system is found in the first quadrant.
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