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Ââåäåíèå

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ â ìèêðîóñòðîéñòâàõ (ìèêðîêàíàëàõ, ìèêðîíàñîñàõ è ò.ä.) è
àíàëèç îáòåêàíèÿ ñïóñêàåìûõ àïïàðàòîâ ïðîèçâîëüíîé (ðåàëèñòè÷íîé) ôîðìû òðåáóþò ñî-
çäàíèÿ ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ òå÷åíèé ðàçðåæåííîãî
ãàçà. Îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüö-
ìàíà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ïî ñêîðîñòÿì. Â âèäó âûñîêîé ðàçìåðíîñòè
óðàâíåíèÿ è ñëîæíîé ñòðóêòóðå èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êèíåòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ âîçìîæíî ëèøü â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ, â òî âðåìÿ êàê ÷èñëåííîå ðåøåíèå
òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè. Çàìåòèì, ÷òî â ïðèëîæåíèÿõ îñíîâíîé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, à íåêîòîðîå ÷èñëî åå ïåðâûõ ìîìåíòîâ |
ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ãàçà, òàêèõ êàê ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, äàâëåíèå. Ïîýòîìó äëÿ
ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî çàìåíèòü òî÷íîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà íåêîòîðûì ïðèáëè-
æåííûì óðàâíåíèåì, òàêèì ÷òîáû ìàêðîïàðàìåòðû ãàçà, âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ ýòîãî
ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ, ñîâïàäàëè èëè áûëè áû áëèçêè ñ ìàêðîïàðàìåòðàìè, âû÷èñëåí-
íûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íîãî óðàâíåíèÿ.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé îäíîàòîìíîãî ðàçðåæåííîãî ãàçà øèðî-

êîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëî ìîäåëüíîå óðàâíåíèå íåïîëíîãî òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ, ïî-
ëó÷èâøèå íàçâàíèå ìîäåëèØàõîâà, èëè S-ìîäåëè [1, 2]. Ñðàâíåíèÿ ñ ðàñ÷åòàìè ïî òî÷íîìó
óðàâíåíèþ Áîëüöìàíà, ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî è ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïîêàçàëè
õîðîøóþ òî÷íîñòü S-ìîäåëè [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]. Óñïåøíîå ïðèìåíåíèå S-ìîäåëè ñòèìóëèðî-
âàëî åå îáîáùåíèå íà òå÷åíèÿ äâóõàòîìíîãî ãàçà ñ ó÷åòîì âðàùàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû,
è ðàçâèòèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà [10, 11, 12]. Òåì íå ìåíåå, íåñìîòðÿ íà
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îòíîñèòåëüíóþ ïðîñòîòó, S-ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèåì âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, ÷èñëåííîå ðåøåíèå êîòîðîãî òðåáóåò ðàçâèòèÿ âûñîêîòî÷íûõ
ïàðàëëåëüíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Â áîëüøèíñòâå èìåþùèõñÿ ðàáîò äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ òî÷íûì ëèáî ìîäåëüíûì èíòåãðàëàìè ñòîëêíîâåíèé èñïîëüçóþòñÿ ÿâíûå ìåòîäû
äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè è ðàñùåïëåíèå óðàâíåíèÿ íà ïðîöåññû ïåðåíîñà è ðåëàêñàöèè.
Èñïîëüçóåìûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ðåàëèçîâàíû íà ìíîãîáëî÷íûõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ [13],
íåñòðóêòóðèðîâàííûõ äåêàðòîâûõ [14] è òåòðàýäðàëüíûõ [15] ñåòêàõ. Ñîçäàííûå íà îñíî-
âå äàííûõ ìåòîäîâ êîìïëåêñû ïðîãðàìì ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå
òå÷åíèé ðàçðåæåííîãî ãàçà äëÿ îáúåêòîâ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû.
Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ÿâíûõ ìåòîäîâ äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííûõ ñåòîê
áåç àäàïòàöèè ê ïîâåðõíîñòè òåëà âåäåò ê áîëüøèì çàòðàòàì ìàøèííîãî âðåìåíè. Ïðî-
âåäåíèå âû÷èñëåíèé ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ ñòàíîâèòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì äàæå äëÿ
îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ çàäà÷, òàêèõ êàê èñòå÷åíèå ãàçà ÷åðåç êðóãëûé êàíàë. Òàêèì îáðà-
çîì, àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè áîëåå ýôôåêòèâíûõ è óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ òåîðèè ðàçðåæåííûõ ãàçîâ íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ îáçîð ïîñëåäíèõ ðåçóëüòàòîâ ïî ðàçðàáîòêå [16, 17, 18]
è ïðèìåíåíèþ íîâîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ
S-ìîäåëüíûì èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé [1, 2] è ðåàëèçóþùåãî åãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåê-
ñà <Íåñâåòàé-3Ä>. Îñíîâíûìè áëîêàìè ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ êâàçèìîíîòîííàÿ ñõåìà âòîðîãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà ãèáðèäíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ, êîíñåðâàòèâíàÿ ïðîöåäóðà
ðàñ÷åòà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ãàçà è ïîëíîñòüþ íåÿâíûé ìåòîä äèñêðåòèçàöèè ïî
âðåìåíè áåç èòåðàöèé íà âåðõíåì ñëîå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðàññìà-
òðèâàþòñÿ òå÷åíèÿ ðàçðåæåííîãî ãàçà â êàíàëàõ è îáòåêàíèå ìîäåëè ñïóñêàåìîãî àïïàðà-
òà. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå ðåçóëüòàòàìè. Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå
ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñ÷åòà (ðàçðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè, çíà÷åíèÿ ÷èñëà Êóðàí-
òà, ÷èñëà ïðîöåññîðîâ è ò.ä.) íà òî÷íîñòü ñ÷åòà è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê ñòàöèîíàðíîìó
ðåøåíèþ.

1. Ðàñ÷åòíûå óðàâíåíèÿ

Ðàçìåðíûé âèä óðàâíåíèÿ. Ñîñòîÿíèå ðàçðåæåííîãî ãàçà â òî÷êå x = (x1, x2, x3)

â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ïî ñêîðîñòÿì f =

= f(t,x, ξ), ãäå ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) | êîìïîíåíòû âåêòîðà ìîëåêóëÿðíîé ñêîðîñòè ïî íàïðà-
âëåíèÿì (x1, x2, x3) ñîîòâåòñòâåííî. Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïåðåìåííûå, òàêèå êàê ÷èñëîâàÿ
ïëîòíîñòü n, òåìïåðàòóðà T , äàâëåíèå p, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ãàçà u = (u1, u2, u3) è ïîòîê òåïëà
q = (q1, q2, q3), âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå èíòåãðàëîâ ïî ïðîñòðàí-
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ñòâó ìîëåêóëÿðíûõ ñêîðîñòåé:

n =

∫
fdξ, nu =

∫
ξfdξ,

3

2
mnRgT +

1

2
mnu2 =

1

2
m

∫
ξ2fdξ,

q =
1

2
m

∫
vv2f dξ, v = ξ − u, ρ = mn, p = ρRgT,

u2 = uαuα, v2 = vαvα, ξ2 = ξαξα, dξ = dξxdξydξz.

Çäåñüm|ìàññà ìîëåêóëû; Rg | ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ; ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïî-
âòîðÿþùèìñÿ ãðå÷åñêèì èíäåêñàì â ïðåäåëàõ îò 1 äî 3. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà
äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f ìîëåêóë ïî ñêîðîñòÿì ñ S-ìîäåëüíûì èíòåãðàëîì ñòîëêíîâå-
íèé [1, 2] èìååò âèä

∂f

∂t
+ ξα

∂f

∂xα

= J, J =
p

µ
(f+ − f), f+ = fM

[
1 +

4

5
(1− Pr)Sαcα

(
c2 − 5

2

)]
,

fM =
n

(2πRgT )3/2
exp (−c2), Si =

1

n

∫
cic

2fdξ, c =
v√

2RgT
, c2 = cβcβ,

ãäå µ = µ(T )| âÿçêîñòü; ÷èñëî Ïðàíäòëÿ äëÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà Pr = 2/3; Pr = 1 ñîîòâåò-
ñòâóåò ìîäåëè ÁÃÊ [19].
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõ-

íîñòè òåëà. Ïåðâîå óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò äèôôóçíîìó îòðàæåíèþ ñ ïîëíîé òåïëîâîé àê-
êîìîäàöèåé ê òåìïåðàòóðå ïîâåðõíîñòè Tsur. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îòðàæåííûõ
ìîëåêóë çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

fw =
nw

(2πRgTsur)3/2
exp

(
− ξ2

2RgTsur

)
, nw =

√
2π

RgTsur

Ni, Ni = −
∫

ξn<0

ξnfdξ, (1)

ãäå ξn | ïðîåêöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ìîëåêóëû ξ íà âíåøíþþ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè òåëà
nsur. Ïëîòíîñòü nw îòðàæåííûõ ìîëåêóë íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ.
Âòîðîå óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò èñïàðåíèþ èëè êîíäåíñàöèè ñ çàäàííûìè ïëîòíîñòüþ nsur

è òåìïåðàòóðîé Tsur:

fw =
nsur

(2πRgTsur)3/2
exp

(
− ξ2

2RgTsur

)
, ξn > 0. (2)

Áåçðàçìåðíûé âèä óðàâíåíèÿ. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü áåç-
ðàçìåðíûå ïåðåìåííûå. Ïóñòü n∗, T∗, l∗ | íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëîâîé
ïëîòíîñòè, òåìïåðàòóðû è ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû. Ââåäåì õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ
äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè p∗ = mn∗RgT∗, v∗ =

√
2RgT∗. Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì

ïî ôîðìóëàì

x′ =
x

l∗
, t′ =

v∗
l∗

t, n′ =
n

n∗
, p′ =

p

p∗
, T ′ =

T

T∗
,

u′ =
u

v∗
, ξ′ =

ξ

v∗
, q′ =

q

mn∗v3
∗
, f ′ =

f

n∗v3
∗
.
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Ñòåïåíü ðàçðåæåííîñòè ãàçà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì ðàçðåæåííîñòè δ, êîòîðûé îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëåí ÷èñëó Êíóäñåíà Kn, îïðåäåëåííîìó ïî äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà λ∗:

δ =
l∗p∗
µ∗v∗

=
8

5
√

π

1

Kn
, Kn =

λ∗
l∗

.

Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû òåìè æå áóêâàìè, ÷òî è ðàçìåðíûå,
ïîñêîëüêó ýòî íå ïðèâîäèò ê íåîäíîçíà÷íîñòè. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

∂f

∂t
+ ξα

∂f

∂xα

= J, (3)

ãäå

J = ν(f+ − f), ν =
δp

µ
, f+ = fM

(
1 +

8

5
(1− Pr)Sαcα

(
c2 − 5

2

))
,

S =
q

nT 3/2
, fM =

n

(πT )3/2
exp (−c2).

Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èí ïîëó÷àåì:(
n, nu,

3

2
nT + nu2, q

)
=

∫ (
1, ξ, ξ2,

1

2
vv2

)
fdξ. (4)

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ãðàíè÷íîå óñëîâèå äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ (1) ïåðåïèñûâà-
åòñÿ â âèäå

fw =
nw

(πTsur)3/2
exp

(
− ξ2

Tsur

)
, nw = 2

√
π

Tsur

Ni, Ni = −
∫

ξn<0

ξnfdξ. (5)

Äëÿ óñëîâèÿ èñïàðåíèÿ/êîíäåíñàöèè (2) èìååì

fw =
nsur

(πTsur)3/2
exp

(
− ξ2

Tsur

)
, ξn > 0.

Â äàëüíåéøåì ïðèíèìàëîñü µ ∼
√

T , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìåæìîëåêóëÿðíîìó âçàèìîäåé-
ñòâèþ ïî çàêîíó æåñòêèõ ñôåð.

2. ×èñëåííûé ìåòîä

Îáùèé âèä ìåòîäà. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3) íàõîäèòñÿ ìå-
òîäîì óñòàíîâëåíèÿ ïî âðåìåíè. Â ïðîñòðàíñòâå ìîëåêóëÿðíûõ ñêîðîñòåé íåñîáñòâåííûå
èíòåãðàëû îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàìåíèì ñîáñòâåííûìè èíòåãðàëàìè ïî íåêîòîðîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Âèä îáëàñòè è åå ðàçìåðû îïðåäåëÿþòñÿ ðåøàåìîé çàäà÷åé. Ââåäåì
â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ðàñ÷åòíóþ (êàê ïðàâèëî êîíå÷íî-îáúåìíóþ) ñåòêó ñ óçëàìè (öåíòðà-
ìè ÿ÷ååê) ξj = (ξ1j, ξ2j, ξ3j). Îáùåå êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè îáîçíà÷èì ÷åðåç Nξ. Ïóñòü
Ξk | âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ k-êîìïîíåíòà ìîëåêóëÿðíîé ñêîðîñòè âî
âñåõ óçëàõ ñåòêè:

Ξk = (ξk1, ξk2, ξk3, . . . ξkNξ
)T .
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Ôóíêöèè f , f (S) áóäåì çàäàâàòü â öåíòðàõ ÿ÷ååê ñêîðîñòíîé ñåòêè, èíòåðïðåòèðóÿ èõ êàê
âåêòîðû äëèíû Nξ ñ êîìïîíåíòàìè

fj = f(t,x, ξj), f
(S)
j = f (S)(t,x, ξj).

Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (3) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìûèçNξ óðàâíåíèé, çàïèñàííîé
â âåêòîðíîé ôîðìå

∂

∂t
f +

∂

∂xα

(Ξα ◦ f) = J , J = ν(f (S) − f). (6)

Çäåñü ÷åðåç ◦ îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ ïîêîìïîíåíòíîãî óìíîæåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ: c = a ◦ b|
âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè ci = aibi. Îòìåòèì, ÷òî â ñóùåñòâóþùåé ëèòåðàòóðå êàê ïðàâèëî
èñïîëüçóåòñÿ ñêàëÿðíàÿ çàïèñü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ξj . Îä-
íàêî äëÿ ðåàëèçàöèè íà ñîâðåìåííûõ ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðàõ ñ âåêòîðíûìè ðåãèñòðàìè
óäîáíåå èñïîëüçîâàòü çàïèñü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êàê âåêòîðíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (6).
Ïîìèìî óäîáñòâà ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè, âåêòîðíàÿ çàïèñü (6) äàåò âîçìîæíîñòü íî-

âîé ïî ñðàâíåíèþ ðàííèìè ðàáîòàìè [16] èíòåðïðåòàöèè íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ
êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü â ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ðàçáèâàåòñÿ íà êîíòðîëüíûå îáúåìû (ÿ÷åé-

êè) Vi òåòðàýäàëüíîé, ïèðàìèäàëüíîé, ãåêñàýäðàëüíîé èëè ïðèçìàòè÷åñêîé ôîðìû. Êàæäàÿ
èç ÿ÷ååê îáðàçîâàíà íåñêîëüêèìè òðåóãîëüíûìè èëè ÷åòûðåõóãîëüíûìè ãðàíÿìè Ail, ãäå
l | íîìåð ãðàíè. Îáùåå êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê ðàâíÿåòñÿ Nspace. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçíîñò-
íîé ñõåìû óðàâíåíèå (6) èíòåãðèðóåòñÿ ïî ÷åòûðåõìåðíîìó êîíòðîëüíîìó îáúåìó îáëàñòè
Vi × [tn, tn+1], îáúåìíûé èíòåãðàë îò êîíâåêòèâíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðåîáðàçóåòñÿ â ñóììó
ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïî ãðàíèöàì ãðàíÿì ðàñ÷åòíîé ÿ÷åéêè îò ïîòîêîâ F k, ñïðîåöè-
ðîâàííûõ íà íîðìàëè nil ê ãðàíÿì. Ñòàíäàðòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èíòåãðàëîâ îò ïîòîêîâ è
ïðàâîé ÷àñòè (ìîäåëüíîãî èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé) íà âåðõíåì ñëîå ïðèâîäèò ê íåÿâíîé
îäíîøàãîâîé ñõåìå âèäà

∆f i

∆t
= Rn+1

i , Rn+1
i = − 1

|Vi|
∑
l=1

Φn+1
il + Jn+1

i , (7)

ãäå fn
i = f(tn,xi) | ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÿ÷åéêå Vi â ìîìåíò

âðåìåíè tn; ∆f i = fn+1
i − fn

i | ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çà øàã ïî âðåìåíè.
Íîðìàëüíûé ÷èñëåííûé ïîòîê ÷åðåç ãðàíü Ail îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

Φn+1
il =

∫
Ail

(ξnil ◦ f)ds, ξnil = n1lΞ1 + n2lΞ2 + n3lΞ3. (8)

Âåêòîð ξnl ñîñòîèò èç ïðîåêöèé óçëîâ ñêîðîñòíîé ñåòêè íà âíåøíþþ åäèíè÷íóþ íîðìàëü
nil ãðàíè l ÿ÷åéêè Vi.
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Ïðîâåäåì ïðèáëèæåííóþ ëèíåàðèçàöèþ (7) ïî âðåìåíè. Äëÿ ìîäåëüíîãî èíòåãðàëà
ñòîëêíîâåíèé áóäåì îïóñêàòü äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ çàâèñèìîñòü ìàêðîñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èí
îò f i òàê ÷òî

Jn+1
i ≈ Jn

i − νn
i ∆f i.

Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëåííîãî ïîòîêà (8) ñîäåðæèò èíòåãðàë îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî
ãðàíè ÿ÷åéêè. Êàê îáû÷íî â ïðîòèâîïîòî÷íûõ ñõåìàõ òèïà Ãîäóíîâà [20, 21, 22], íà êàæäîé
ãðàíè åñòü äâà çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ. Ïåðâîé çíà÷åíèå f− ïîëó÷àåòñÿ ýêñòðàïîëÿöèåé íà ãðàíü
â ðàìêàõ ÿ÷åéêè Vi. Âòîðîå çíà÷åíèå f+ ñîîòâåòñòâóåò ýêñòðàïîëÿöèè íà ãðàíè Ail ñíàðóæè
ÿ÷åéêè. ×èñëåííûé ïîòîê ÷åðåç ãðàíü l ÿ÷åéêè Vi âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Φn
il = G(fn

il
,fn

il,l1
)|Ail|, (9)

ãäå il | íîìåð ÿ÷åéêè, ñîñåäíåé ê ãðàíè l (åñëè òàêàÿ ñóùåñòâóåò); l1 | íîìåð ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ãðàíè ÿ÷åéêè il. Ôóíêöèÿ äâóõ âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ G(f−,f+) ïî àíàëîãèè ñ
âû÷èñëèòåëüíîé ãàçîäèíàìèêîé ÿâëÿåòñÿ ðåøàòåëåì çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè f−, f+. Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äâà âèäà ôóíêöèèG:
òî÷íûé ðåøàòåëü

G(f−,f+)exact =
1

2
ξnil ◦

[
(f− + f+)− sign(ξnil) ◦ (f+ − f−)

]
(10)

è ðåøàòåëü òèïà Ðóñàíîâà

G(f−,f+)Rus =
1

2

[
ξnil ◦ (f− + f+)− ξmax

il (f+ − f−)
]
, ξmax

il = max
j
|ξilj|. (11)

Â îáùåì ñëó÷àå ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà çíà÷åíèÿ íà ãðàíÿõ ÿ÷åéêè íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ
ïðîöåäóðû ðåêîíñòðóêöèè ðåøåíèÿ è îïðåäåëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì f â íåñêîëüêèõ ñîñåäíèõ
ÿ÷åéêàõ, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì è ïîðÿäêîì ïðîñòðàíñòâåííîé àïïðîê-
ñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ïðîâîäÿ ëèíåàðèçàöèþ ÷èñëåííîãî ïîòîêà, ïðè âû÷èñëåíèè
ïðîèçâîäíûõ áóäåì ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü ïîòîêà òîëüêî îò çíà÷åíèé f â ÿ÷ååêå i è åå
íåïîñðåäñòâåííîì ñîñåäå il ïî ãðàíè l, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðîòèâîïîòî÷íîé ñõåìå ïåðâîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó. Òàê æå ó÷òåì, ÷òî j-ÿ êîìïîíåíòà Φn+1

il çàâèñèò
òîëüêî îò j-õ êîìïîíåíò f i, f il

. Ïîëó÷àåì

Φn+1
il ≈ Φn

il +
∂Φn

il

∂fn
i
◦∆f i +

∂Φn
il

∂fn
il

◦∆f il
.

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå îòΦil ïî f i, f il
ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè è ìîãóò

áûòü çàïèñàíû â âèäå âåêòîðîâ. ×èñëåííûé ïîòîê íà íèæíåì ñëîåΦn
il âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîëíûì

ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâó, èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ ÿ÷ååê.
Ãðóïïèðóÿ ÷ëåíû, ïîëó÷àåì ëèíåàðèçîâàííûé âèä ðàçíîñòíîé ñõåìû (7):(

(1 + ∆tνn
i )Iξ +

∆t

|Vi|
∑
l=1

∂Φn
il

∂fn
i

)
◦∆f i +

∆t

|Vi|
∑
l=1

(
∂Φn

il

∂fn
il

)
◦∆f il

= ∆tRn
i . (12)
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Çäåñü Iξ = diag(1, . . . , 1)T | åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòèNξ. Ñîîòíîøåíèÿ (12) ñâÿçû-
âàþò ïðèðàùåíèÿ ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå Vi è åå ñîñåäÿõ äëÿ âñåõ ÿ÷ååê ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè
i = 1, . . . , Nspace. Îïèñàíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà áóäåò çàêîí÷åííûì, åñëè áóäóò óêàçàíû
ñëåäóþùèå ÷àñòè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà: ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ â ïðàâîé
÷àñòè ñõåìû (12) c âûñîêèì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè, ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèõ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â ìîäåëüíûé èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé, è ñïîñîá ðåøåíèÿ ëèíåéíî
ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ïðèðàùåíèé ðåøåíèÿ ∆f i. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýòèõ ýëåìåíòîâ
÷èñëåííîãî àëãîðèòìà äàåòñÿ íèæå.

Àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà ïåðåíîñà íà ïðîèçâîëüíîé ñåòêå. ×èñëåííûé ïîòîê ÷åðåç
ãðàíü l ÿ÷åéêè Vi âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (9) c èñïîëüçîâàíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î
ðàñïàäå ðàçðûâà| ôóíêöèèGexact. Çíà÷åíèå f− = fn

il ïîëó÷àåòñÿ ýêñòðàïîëÿöèåé íà ãðàíü
â ðàìêàõ ÿ÷åéêè Vi. Âòîðîé çíà÷åíèå f+ = fn

i1l1
ñîîòâåòñòâóåò ýêñòðàïîëÿöèè íà ãðàíè Ail

ñíàðóæè ÿ÷åéêè. Äëÿ ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü fn
il = fn

i .
Îäíàêî äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé ãàçà ïðè óìåðåííûõ è ìàëûõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñõåìû êàê ìèíèìóì âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Â íàñòîÿùåì ìåòîäå
èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâåííîé
ÿ÷åéêå, îáåñïå÷èâàþùåå âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó

pn
i (x, y, z) = fn

i + cn
i1ei1(x, y, z) + cn

i2ei2(x, y, z) + cn
i3ei3(x, y, z). (13)

Çäåñü eik|áàçèñíûå ôóíêöèè äëÿ ÿ÷åéêè Vi. Êîýôôèöèåíòû cn
i1, cn

i2, cn
i3 äàííîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé f â ÿ÷åéêàõ
øàáëîíà ðåêîíñòðóêöèè, êîòîðûé ôîðìèðóåòñÿ ïóòåì ðåêóðñèâíîãî äîáàâëåíèÿ ê ÿ÷åéêå
Vi íåîáõîäèìîãî ÷èñëà åå íåïîñðåäñòâåííûõ ñîñåäåé. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðèìåíÿåòñÿ â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ ÿ÷åéêîé
Vi, ÷òî ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû. Ïåðåõîä ê
ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîêàçàí íà ðèñ. 1, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëåí òèïè÷íûé øàáëîí
ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà íà ãåêñàýäðàëüíîé ñåòêå.

Ðèñ. 1. Øàáëîí ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ôèçè÷åñêîé (ñëåâà)
è ëîêàëüíîé (ñïðàâà) ñèñòåìàõ êîîðäèíàò äëÿ ãåêñàýäðàëüíîé ñåòêè

http://technomag.bmstu.ru/doc/712314.html 130

http://technomag.bmstu.ru/doc/712314.html


Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ðåøåíèÿ îïèñàíî â [23] äëÿ òåòðàýäðàëüíûõ ÿ÷ååê è â [16, 24] äëÿ òðåõìåðíûõ ÿ÷ååê ïðî-
èçâîëüíîé ôîðìû. Äëÿ ëèíåéíîé ñõåìû ìîæíî ïîëîæèòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ fn

il
ïî êàæäîé ãðàíè l ÿ÷åéêè ðàâíûìè ñðåäíèì çíà÷åíèÿì pn

il ïîëó÷åííîãî
ðåêîíñòðóêöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà pn

i (x). Ïðè ýòîì pn
il ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè çíà÷åíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ÿ÷åéêàõ øàáëîíà, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé
îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ãåîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè. Êàê èçâåñòíî, ëèíåéíûå ñõåìû
âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íåìîíîòîííû â îáëàñòÿõ áûñòðîãî èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ [20]. Äëÿ
ïîäàâëåíèÿ ïàðàçèòíûõ îñöèëëÿöèé â áëîê ðåêîíñòðóêöèè ââîäèòñÿ òàê íàçûâàåìûé îãðà-
íè÷èòåëü íàêëîíîâ [21]. Äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé óäîáåí îãðàíè÷èòåëü íàêëîíîâ,
ïðåäëîæåííûé â [25].
Èçâåñòíî, ÷òî òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ìåòîäîâ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïàäàåò äëÿ ñèëü-

íî âûòÿíóòûõ ÿ÷ååê [26]. Òàêæå, äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷, íàïðèìåð, ïðè ðàñ÷åòå òå-
÷åíèé â äëèííûõ êàíàëàõ, òå÷åíèå ìîæåò èìåòü âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå, ãðàäèåíòû âäîëü
êîòîðîãî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïîïåðå÷íûõ ïðîèçâîäíûõ, ÷òî íå èñïîëüçóåòñÿ â ïîëíîñòüþ
òðåõìåðíîì ìåòîäå. Ïîýòîìó äëÿ ãåêñàýäðàëüíûõ ÿ÷ååê ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ïåðå-
êëþ÷åíèÿ íà ëîêàëüíî-îäíîìåðíûé (ñòðóêòóðèðîâàííûé) ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé íà
ãðàíÿõ ÿ÷ååê [27]:

fn
il

= fn
i +ψ1d(S

n
L,Sn

R)∆l, (14)

ãäå ∆l | ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ÿ÷åéêè i äî öåíòðà ãðàíè l; Sn
L è S

n
R | ëåâàÿ è ïðàâàÿ

îöåíêè ïðîèçâîäíîé (íàêëîíà) ðåøåíèÿ; ψ1d(a, b) | îäíîìåðíûé îãðàíè÷èòåëü íàêëîíîâ,
ïðèìåíÿåìûé ïîêîìïîíåíòíî. Â íàñòîÿùåì ìåòîäå ìîãóò èñïîëüçîâàòü ðàçíûå îãðàíè÷è-
òåëè, âêëþ÷àÿ êëàññè÷åñêèé îãðàíè÷èòåëü Êîëãàíà [21] (òèïà minmod), monotonized central
(MC) îãðàíè÷èòåëü [28], à òàêæå îãðàíè÷èòåëü âàí Àëáàäà [22].
Äàëåå äëÿ âñåõ ãðàíåé ÿ÷ååê ñåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, ôîðìóëà äëÿ

÷èñëåííîãî ïîòîêà (9) âèäîèçìåíÿåòñÿ òàê, ÷òîáû àïïðîêñèìèðîâàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå.
Ïðè ýòîì ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â óñëîâèå äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ (5),
âû÷èñëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.

Íàõîæäåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èí. Âû÷èñëåíèå ìîäåëüíîãî èíòåãðàëà ñòîëêíî-
âåíèé â ïðàâîé ÷àñòè ñõåìû òðåáóåò çíàíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èí: ïëîòíîñòè, òåìïå-
ðàòóðû, êîìïîíåíò ñêîðîñòè è âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêà. Äàííûå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ
êàê èíòåãðàëû îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ìîëåêóëÿðíîé ñêîðîñòè (4). Ïðÿìàÿ àïïðîê-
ñèìàöèÿ âûðàæåíèé (4) ïîñðåäñòâîì êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ñ âåñàìè ωj (èíäåêñû i è n

îïóùåíû äëÿ ïðîñòîòû)

eve


n

nu
3
2
nT + nu2

q

 =

Nξ∑
j=1


1

ξj

ξ2
j

1
2
vjv

2
j

fjωj (15)

http://technomag.bmstu.ru/doc/712314.html 131

http://technomag.bmstu.ru/doc/712314.html


ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ â ÷èñëåííîé ñõåìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåð-
ãèè [29]. Ïîÿâëÿþùèéñÿ ïðè ÷èñëåííîì ñ÷åòå ïàðàçèòíûé èñòî÷íèê ïðÿìî ïðîïîðöèîíà-
ëåí ïàðàìåòðó ðàçðåæåííîñòè δ. Â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèå ïåðåõîäíûõ è ñïëîøíîñðåä-
íûõ òå÷åíèé ãàçà ìîæåò òðåáîâàòü íåïðèåìëåìî áîëüøîãî ÷èñëà óçëîâ Nξ â ñêîðîñòíîé
ñåòêå.
Êîðîòêèé îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì äëÿ ìîäåëü-

íîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèâåäåí â [17]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîíñåðâàòèâíîé àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëà ñòîëêíîâå-
íèé [29, 30, 31]. Ìàêðîïàðàìåòðû ãàçà íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, èñïîëü-
çóåìîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ S-ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ:

H(W ) =

Nξ∑
j=1


1

ξj

ξ2
j

vjv
2
j

(f
(S)
j − fj)ωj +


0

0

0

2 Pr q

 = 0, W =


n

u

T

q

. (16)

Äëÿ êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé ÿ÷åéêè i ñèñòåìà èç âîñüìè óðàâíåíèé (16) ðåøàåòñÿ
ìåòîäîì Íüþòîíà

M(W s−1)(W s −W s−1) = −H(W s−1), s = 1, 2, . . . , M =
∂H

∂W
.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå èç ïðèáëèæå-
íèÿ (15).
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå Pr = 1 (ìîäåëü ÁÃÊ [19]) ôóíêöèÿ f (S) íå ñîäåðæèò çíà÷åíèé âåê-

òîðà ïîòîê òåïëà, òàê ÷òî ïîñëåäíèå òðè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (16) ñòàíîâÿòñÿ èçáûòî÷íû-
ìè. Â äàííîì ñëó÷àå ñèñòåìà (16) ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â [32, 33] äëÿ
ÁÃÊ-ìîäåëè.
Ìåäëåííîé ÷àñòüþ ìåòîäà Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ßêîáè M ñèñòåìû

óðàâíåíèé (16), ïðåäñòàâëÿþùåé èç ñåáÿ äèñêðåòíûå ñóììû îò ïðîèçâîäíûõ f (S) ïî ìàêðî-
ñêîïè÷åñêèì ïåðåìåííûì. Òî÷íîå âû÷èñëåíèåM òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ çàòðàò ìàøèííîãî
âðåìåíè, îñîáåííî äëÿ áîëåå ñëîæíûõ êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé, òàêèõ êàê ìîäåëü Ðûêîâà
äâóõàòîìíîãî ãàçà [10]. Ñëåäóÿ [31], ïåðåéäåì â âûðàæåíèè äëÿ ìàòðèöû M îò ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ê òî÷íîìó (àíàëèòè÷åñêîìó). Â ðåçóëüòàòå M âûðàæàåòñÿ â ÿâíîì
âèäå ÷åðåç ìàêðîïàðàìåòðû ãàçà. Êàê ïðàâèëî, èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû äëÿ
M ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò âðåìÿ ñ÷åòà äëÿ δ ≤ 1000, íåñìîòðÿ íà ïîòåðþ êâàäðàòè÷íîé
ñõîäèìîñòè èòåðàöèé.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé íà âåðõíåì ñëîå. Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (12) áóäåò ïîëàãàòü, ÷òî â
ëåâîé ÷àñòè ÷èñëåííûé ïîòîê àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïðîòèâîïîòî÷íîé ñõåìîé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà ìåòîäà. Â ïåðâîì âàðèàíòå ìåòîäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ âûðàæåíèé
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äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò ÷èñëåííîãî ïîòîêà èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ Ðóñàíîâà (11) c àðãóìåíòàìè
f i, f il

. Íåÿâíûé êîíå÷íî-îáúåìíûé ìåòîä (12) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå(
(1 + ∆tνn

i )Iξ +
∆t

2|Vi|
∑

l

(ξil + ξmax
il Iξ)|Ail|

)
◦∆f i +

+
∆t

2|Vi|
∑

l

(ξil − ξmax
il Iξ)|Ail| ◦∆f il

= ∆tRn
i . (17)

Áîëåå àêêóðàòíûì ñïîñîáîì äèñêðåòèçàöèè ëåâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òî÷íîé
ïðîòèâîïîòî÷íîé ôîðìóëû, âûðàæàåìîé ôóíêöèåé (10). Íåÿâíàÿ ñõåìà (12) ïåðåïèñûâàåòñÿ
â âèäå(

(1 + ∆tνn
i )Iξ +

∆t

2|Vi|
∑

l

ξil ◦ (Iξ + signξil)|Ail|
)
◦∆f i +

+
∆t

2|Vi|
∑

l

ξil ◦ (Iξ − signξil)|Ail| ◦∆f il
= ∆tRn

i . (18)

Ñõåìà (17) òàê êàê íå òðåáóåò äîðîãîñòîÿùåãî ìíîãîêðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíûwil äëÿ
êàæäîé ÿ÷åéêè è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ìåíåå òðóäîçàòðàòíîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ôîðìà çàïèñè ìåòîäà (18) ÿâëÿåòñÿ áîëåå íàäåæíîé ïðè ðàñ÷åòå ñèëüíî íå-
ðàâíîâåñíûõ òå÷åíèé ãàçà, íàïðèìåð èñòå÷åíèÿ ãàçà â âàêóóì. Âàðèàíò (17) ÿâëÿåòñÿ íîâûì
è ïðåäëàãàåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, â òî âðåìÿ êàê (18) èñïîëüçîâàëñÿ âî âñåõ ïðåäûäóùèõ
ðàáîòàõ àâòîðà.
Î÷åâèäíî, ÷òî îáå ñèñòåìû (17), (18) îáëàäàþò ñâîéñòâîì äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ.

Ãðóïïèðóÿ ÷ëåíû è âûäåëÿÿ â ÿâíîì âèäå êîýôôèöèåíò ïåðåä ∆f i, ïîëó÷àåì

di ◦∆f i + ∆t
∑

l

cil ◦∆f il
= ∆tRn

i . (19)

Ïðÿìîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (19) ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî çàòðàòíîé îïåðàöèåé. Ïîýòîìó
ïðîèçâîäèòñÿ ïðèáëèæåííàÿ ôàêòîðèçàöèÿ ðàçðåæåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû íà îñíîâå ïîäõî-
äà, ïðåäëîæåííîãî â [34]. Ñèñòåìà ðåøàåòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ïðîèçâîäèòñÿ îáðàòíûé
õîä ìåòîäà, è íàõîäÿòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ∆f ∗i :

di ◦∆f ∗i = −
∑
l: il<i

cil ◦∆f ∗il + ∆tRn
i , i = Nspace, . . . , 1. (20)

Ïðÿìîé õîä ìåòîäà âûäàåò îêîí÷àòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïðèðàùåíèÿ ðåøåíèÿ:

di ◦∆f i = ∆f ∗i −
∑
l: il>i

cil ◦∆f il
, i = 1, . . . , Nspace. (21)

Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë (20), (21) íå òðåáóåò õðàíåíèÿ â ïàìÿòè ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé; âûïîëíÿåìîå ÷èñëî îïåðàöèé ëèíåéíî ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó ïðîñòðàíñòâåííûõ
ÿ÷ååê Ntot. Â ðåçóëüòàòå îñíîâíûå âî âðåìÿ ðàñ÷åòà îäíîãî øàãà ïî âðåìåíè îñíîâíûå
çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìåíè ïðèõîäÿòñÿ íà ïðîöåäóðó ðåêîíñòðóêöèè è âû÷èñëåíèÿ ìàêðî-
ñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èí. Òåñòîâûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî îäèí øàã íåÿâíîãî ìåòîäà òðåáóåò
ëèøü íà 30% áîëüøå ìàøèííîãî âðåìåíè, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùåãî ÿâíîãî.
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3. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ <Íåñâåòàé-3Ä>

Ñòðóêòóðà ïàêåòà. Êîìïëåêñ <Íåñâåòàé-3Ä> ñîñòîèò èç âû÷èñëèòåëüíîãî ÿäðà (áàçî-
âîé áèáëèîòåêè), íåïîñðåäñòâåííî êèíåòè÷åñêîãî ðåøàòåëÿ è ïðåïðîöåññîðà. Èñõîäíûé êîä
ïàêåòà íàïèñàí íà ÿçûêå Fortran 90. Ïðè ðàçðàáîòêå êîäà ïðèíèìàëèñü âî âíèìàíèÿ òðåáîâà-
íèÿ ïåðåíîñèìîñòè è ñîâìåñòèìîñòè ñ ðàçëè÷íûìè îïåðàöèîííûìè ñèñòåìàìè (Windows 7,
Linux) è âîçìîæíîñòè ðàáîòû íà âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ, îò ðàáî÷èõ
ñòàíöèé äî ñóïåðêîìïüþòåðîâ. Ïåðåíîñèìîñòü è ñîâìåñòèìîñòü ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè
îçíà÷àþò, ÷òî îïèñûâàåìûé ïàêåò ïðîãðàìì íå èñïîëüçóåò íèêàêèõ ïðîãðàììíûõ ðåøåíèé,
çàâèñÿùèõ îò òèïà ÎÑ è êîíêðåòíîé àðõèòåêòóðû âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ. Ïàðàëëåëüíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ èñïîëüçóåò MPI (âåðñèÿ ñòàíäàðòà 2) äëÿ ìîäåëè ñ ðàñïðåäåëåííîé ïà- ìÿòüþ
è OpenMP (ñòàíäàðò 3.0) äëÿ ìîäåëè ñ îáùåé ïàìÿòüþ. Ðàáîòà ñ êîäîì âåäåòñÿ â èíòåãðèðî-
âàííîé ñðåäå ðàçðàáîòêè (IDE) Microsoft Visual Studio 2010 ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïèëÿòîðà
Intel Fortran 14. Äëÿ óïðàâëåíèå âåðñèÿìè èñïîëüçóåòñÿ ïàêåò Git.

Âû÷èñëèòåëüíîå ÿäðî. ßäðî ïàêåòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ìîäóëåé, ðåàëèçóþ-
ùèõ áàçîâûå îïåðàöèè, íåîáõîäèìûå äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ. ßäðî ðåàëèçóåò ïðîöåäóðû
÷òåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñåòîê â ôîðìàòàõ Neutral è StarCD è ïîñòðîåíèå èíôîðìàöèè î
ñâÿçíîñòè ñåòêè (ñîñåäè ãðàíåé, ÿ÷åéêå è âåðøèí). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà ïåðåíîñà
èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû ðåêîíñòðóêöèè ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ íà ïðîèçâîëüíîé ñåòêå (äî 5-ãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè âêëþ÷èòåëüíî) è àëãîðèòìû
íåëèíåéíîãî îãðàíè÷åíèÿ ðåøåíèÿ òèïà Total Variation dimishing (TVD). Äëÿ ïðîâåäåíèÿ
ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþMPI ðåàëèçîâàíî ñîçäàíèå äîïîëíèòåëüíûõ ñòðóêòóð
äàííûõ è àëãîðèòìû ïàðàëëåëüíîãî ââîäà-âûâîäà ðåøåíèÿ â ôàéë ïåðåçàïóñêà íà îñíîâå
ïðîöåäóð MPI I/O. Â ÿäðå òàêæå âõîäÿò ïðîöåäóðû âûâîäà ïðîñòðàíñòâåííûõ è ïîâåðõíîñò-
íûõ äàííûõ â ôîðìàòå Tecplot.
Îñòàíîâèìñÿ íà îñîáåííîñòÿõ ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ â ïàêåòå. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü â

ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íà íåñòðóêòóðèðîâàííîé ãèáðèäíîé ñåòêå îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñêîì
êîîðäèíàò óçëîâ ñåòêè, ñïèñêîì ýëåìåíòîâ è ñïèñêîì âíåøíèõ ãðàíåé ñåòêè. Îáùåå êîëè-
÷åñòâî óçëîâ, ýëåìåíòîâ è ãðàíåé ðàâíÿåòñÿ Nvert, Nspace è Nface, ñîîòâåòñòâåííî. Â ïàêåòå
äîïóñêàþòñÿ ýëåìåíòû ÷åòûðåõ òèïîâ: ãåêñàýäðû, òåòðàýäðû, ïðèçìû è ïèðàìèäû. Âíåø-
íèå ãðàíè ýòèõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè èëè ÷åòûðåõóãîëüíèêàìè. Îòìåòèì,
÷òî â îáùåì ñëó÷àå ÷åòûðåõóãîëüíûå ãðàíè ìîãóò áûòü íåïëîñêèìè. Êàæäàÿ ãðàíü çàäàåòñÿ
ñïèñêîì âåðøèí. Äëÿ ýëåìåíòîâ äëÿ óäîáñòâà ðàáîòû õðàíÿòñÿ êàê ñïèñîê âåðøèí, òàê è
ñïèñîê ãðàíåé. Òîïîëîãèÿ ñåòêè ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ñåòî÷íûì ýëåìåíòàì (ýëåìåíòàì è
ãðàíÿì) íàáîð ñîñòàâëÿþùèõ èõ óçëîâ (âåðøèí) ñåòêè. Îáðàòíàÿ òîïîëîãèÿ äëÿ êàæäîãî
óçëà ñåòêè õðàíèò ñîäåðæàùèå åãî ýëåìåíòû, ÷òî ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü áûñòðûé äîñòóï ê
ñîñåäíèì óçëàì âûáðàííîãî óçëà è êî âñåì ýëåìåíòàì, ñîäåðæàùèì óçåë.
Â ñêîðîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü çàäàåòñÿ ñïèñêîì óçëîâ è âåñàìè êâàäðà-

òóðíîé ôîðìóëû. Êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ ðàçáèåíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà ãåêñà-
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ýäðàëüíûå ÿ÷åéêè, îäíàêî, ïðè èñïîëüçîâàíèè öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ñåòêó
ìîãóò âõîäèòü ïðèçìû.

Ïðåïðîöåññîð. Ïðåïðîöåññîð ïàêåòà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ
ñåòîê íà áëîêè äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà ìíîãîáëî÷íûõ ñåòêàõ. Ðàñ-
ïðåäåëåíèå ÿ÷ååê èñõîäíîé îäíîáëî÷íîé íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè ìåæäó ïðîöåññîðàìè
ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû Metis [35]. Èñïîëüçóÿ ýòî ðàçáèåíèå, ïðåïðîöåññîð
ðàñïðåäåëÿåò ÿ÷åéêè ñåòêè ìåæäó ïðîöåññîðàìè, ïðîâîäèò ïåðåíóìåðàöèþ âñåõ ýëåìåíòîâ
ñåòêè (âåðøèí, ãðàíåé è ÿäåð), îáåñïå÷èâàåò íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïåðåêðû-
òèå ìåæäó áëîêàìè è ñîçäàåò ñïèñêè ÿ÷ååê äëÿ îáìåíà äàííûìè ìåæäó âñåìè ïðîöåññîðàìè.
Âñÿ íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå îòäåëüíûõ áëîêîâ òàê, ÷òî ïðè ïðîâå-
äåíèè ïàðàëëåëüíûõ ðàñ÷åòîâ êàæäàÿ íèòü ñ÷èòûâàåò ñâîþ ÷àñòü ñåòêè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó
ïàðàëëåëüíàÿ è ïîñëåäîâàòåëüíàÿ âåðñèè ðåøàòåëÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.

Êèíåòè÷åñêèé ðåøàòåëü. Êèíåòè÷åñêèé ðåøàòåëü ÿâëÿåòñÿ íàäñòðîéêîé íàä ÿäðîì è
ðåàëèçóåò íåÿâíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îñíîâíûå ðàñ÷åò-
íûå âåëè÷èíû (ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïàðàìåòðû è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ) çàäàþòñÿ â öåíòðàõ
ÿ÷ååê ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè. Äàííûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå áëî÷íûõ âåêòîðîâ ðàçìåðíî-
ñòèNspace ïîM ýëåìåíòîâ â áëîêå, ãäåN|÷èñëî ýëåìåíòîâ èM|÷èñëî âåëè÷èí, çàäàííûõ
â ýëåìåíòå. Íàïðèìåð, ïîëÿ ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå áëî÷íîãî âåê-
òîðà ñ ðàçìåðîì áëîêà, ðàâíûì 8: ïëîòíîñòü, òðè êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðà è òðè
êîìïîíåíòû âåêòîðà ïîòîêà òåïëà. Äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíà áëîêà ðàâíà ÷èñëó
óçëîâ ñêîðîñòíîé ñåòêè Nξ.
Ïîìèìî çíà÷åíèé ìàêðîñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èí è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê

ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè, êèíåòè÷åñêèé ðåøàòåëü õðàíèò â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ãðàíÿõ ñåòêè (ïî äâà çíà÷åíèÿ íà ãðàíü) è ïðàâóþ ÷àñòü Ri.
Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûå çàòðàòû îïåðàòèâíîé ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ ðåøåíèÿ â áàéòàõ
îöåíèâàþòñÿ êàê

TotalMemory = (2NspaceNξ + 2NfaceNξ + 8Nspace) RealSize,

ãäå äëÿ âû÷èñëåíèé ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ RealSize = 8.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé âîçìîæåí òàêæå ýêîíîìè÷íûé ñïîñîá îðãàíè-

çàöèè ðàñ÷åòîâ, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ãðàíÿõ íå ñîõðàíÿþòñÿ â
ïàìÿòè ÝÂÌ.
Â ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû àëãîðèòì ðåêîíñòðóêöèè ïðèìåíÿåòñÿ

â êàæäîé ÿ÷åéêå ñðàçó äëÿ âñåãî âåêòîðà f ; ðåçóëüòàò çàïèñûâàåòñÿ â ìàññèâ çíà÷åíèé
f+, f− ðàçìåðà Nface. Äàëåå â îäíîìåðíîì öèêëå ïî ñïèñêó ãðàíåé íàõîäèòñÿ ÷èñëåííûé
ïîòîê ÷åðåç êàæäóþ ãðàíü iface. Îêîí÷àòåëüíî âêëàä â ïðàâóþ ÷àñòü ñõåìû Rn

i íàõîäèòñÿ ñ
ó÷åòîì îðèåíòàöèè ãðàíè îòíîñèòåëüíî ÿ÷åéêè. Äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà íåÿâíîé ñõåìû (17)
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âåëè÷èíû ξmax
il íàõîäÿòñÿ íà ýòàïå èíèöèàëèçàöèè ñ÷åòà è õðàíÿòñÿ â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè,

â òî âðåìÿ êàê sign ξil â (18) äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ
ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Îðãàíèçàöèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþMPI.×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå
ïðîñòðàíñòâåííûõ òå÷åíèé ðàçðåæåííîãî ãàçà òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ øåñòèìåðíûõ ðàñ÷åò-
íûõ ñåòîê ñ ÷èñëîì óçëîâ ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ìèëëèàðäîâ. Äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé
ìåòîä ðåøåíèÿ äîëæåí áûòü ðåàëèçîâàí íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ ñ ðàçáèåíèåì ðàñ-
÷åòíîé ñåòêè íà áëîêè. Ïðè ýòîì æåëàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå îäíîãî èç îñíîâíûõ
äîñòîèíñòâ ìåòîäà | áûñòðîé ñõîäèìîñòè ê ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó ïðè èñïîëüçîâàíèè
íåÿâíîé äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè.
Äëÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âîçìîæíû äâà ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ïàðàëëåëüíîé âåð-

ñèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Ïåðâûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííûì è ïðåäïîëàãàåò ðàçáèåíèå
ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè íà áëîêè ñ íåêîòîðûì ïåðåêðûòèåì ñ ó÷åòîì øàáëîíà ðàçíîñòíîé
ñõåìû. Ðåàëèçàöèÿ ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû íà ìíîãîáëî÷íûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ
õîðîøî îïèñàíà â ëèòåðàòóðå, ñì., íàïðèìåð, [36]. Ïðÿìîå îáîáùåíèå íåÿâíîãî àëãîðèòìà
(12) íà ìíîãîáëî÷íûå ñåòêè ñòàëêèâàåòñÿ ñ ñåðüåçíûìè òðóäíîñòÿìè êàê ñ àëãîðèòìè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ, òàê è â îáåñïå÷åíèè õîðîøåéìàñøòàáèðóåìîñòèìåòîäà ïî ÷èñëó ïðîöåññîðîâ.
Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçà-
öèÿ ìåòîäà áåç îáìåíà äàííûìè ìåæäó áëîêàìè íà ýòàïå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (20),
(21). Ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè ýòîì ïàðàëëåëüíûé ìíîãîáëî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íå
ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ýêâèâàëåíòíûì îäíîáëî÷íîìó ìåòîäó, íî ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ñòàöèîíàðíîìó
ðåøåíèþ.
Âî âòîðîì ïîäõîäå, âïåðâûå ïðèìåíåííîì äëÿ ðåøåíèÿ òî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ

ïîìîùüþ ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû â ðàáîòå [37], èñïîëüçóåòñÿ ðàçáèåíèå ñêîðîñòíîé ñåòêè.
Ïðè ýòîì êàæäîìó ïðîöåññîðó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íàáîð òî÷åê ñêîðîñòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, äëÿ êîòîðîãî ñòðîèòñÿ ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçíîñòíîé ñõåìû. Íà
êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè âêëàäû â èíòåãðàëüíûå ñóììû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ
âåëè÷èí è ïëîòíîñòè îòðàæåííûõ ìîëåêóë â ãðàíè÷íîì óñëîâèè ñêëàäûâàþòñÿ è ðàññû-
ëàþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìàíäû MPI AllReduce íà êàæäûé èç ïðîöåññîðîâ. Ïîëó÷àþùèéñÿ
ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòåí ïîñëåäîâàòåëüíîìó ìåòî-
äó ñ÷åòà è äëÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðîñò â ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.
Â òåêóùåé âåðñèè <Íåñâåòàé-3Ä> ðåàëèçîâàíû îáà ïîäõîäà ê îðãàíèçàöèè ðàñ÷åòîâ ñ

MPI, ñ íåêîòîðûìè ìîäèôèêàöèÿìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàííèìè âåðñèÿìè ïàêåòà. Äëÿ ïåðâîãî
ïîäõîäà èñïîëüçóåòñÿ áîëåå øèðîêîå ïåðåêðûòèå áëîêîâ ñåòêè, ñ òåì, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâåí-
íàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ äàííûõ ìîãëà ïðîâîäèòñÿ è â íåïîñðåäñòâåííûõ ñîñåäÿõ ê ãðàíèöå áëî-
êà. Â áîëåå ðàííèõ âåðñèÿõ ïàêåòà [17] èñïîëüçîâàëîñü ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ïåðåêðûòèå
áëîêîâ, íî ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî òðåáîâàëñÿ îáìåí äàííûìè íà ãðàíÿõ ãðàíè÷íûõ ÿ÷ååê,
÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿëî ïðîãðàììíûé êîä. Äëÿ âòîðîãî ïîäõîäà ðåàëèçîâàíà ãèáêàÿ
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ïðîöåäóðà îáìåíà äàííûìè íà ýòàïå ðàñ÷åòû ìàêðîñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èí: MPI AllReduce
âûçûâàåòñÿ òîëüêî äëÿ òåõ ÿ÷ååê, â êîòîðûõ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (16) íå ñîøåëñÿ.
Ñðàâíåíèå äâóõ ïîäõîäîâ ê îðãàíèçàöèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ïðîâåäåíî â [18, 38].

Ïîêàçàíà õîðîøàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü êîäà íà 4-õ ÿäåðíûõ ïðîöåññîðàõ Intel Xeon ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ïðè èñïîëüçîâàíèè äî 512 âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð.

4. Ïðèëîæåíèÿ

Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ïàêåòà <Íåñâåòàé-3Ä> ìîãóò ìîäåëèðîâàòüñÿ êàê ïðîñòûå
òå÷åíèÿ ðàçðåæåííîãî ãàçà, òàê è òå÷åíèÿ â ñëîæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. Áëàãîäàðÿ
ðåàëèçîâàííûì â ïàêåòå àëãîðèòìàì ïîâûøåííîé òî÷íîñòè è íåÿâíîé äèñêðåòèçàöèè ïî âðå-
ìåíè, <Íåñâåòàé-3Ä> ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè ðàçðåæåííîãî
ãàçà ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ ñ÷åòà. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ òå÷åíèé â ìèêðîêàíàëàõ è ðåøåíèÿ çàäà÷ âíåøíåãî îáòåêàíèÿ òåë
ñëîæíîé ôîðìû.

Òå÷åíèÿ ãàçà â ìèêðîêàíàëàõ. Èññëåäîâàíèå òå÷åíèé ðàçðåæåííûõ ãàçîâ â êàíàëàõ è
òðóáàõ âàæíî äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå âîïðîñà îòðàæåíî â îáçî-
ðàõ [7, 8]. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äîñòàòî÷íî ïîëíî ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðàñ÷åòà òå÷åíèé
â òðóáàõ è êàíàëàõ áåñêîíå÷íîé äëèíû è ïðîèçâîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íà îñíîâå
ëèíåàðèçîâàííûõ êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé [39]. Îäíîé èç àêòóàëüíûõ ñîâðåìåííûõ çàäà÷
ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à îá èñòå÷åíèè â âàêóóì. Â ñòàòüå [40] ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî
èçó÷åíû îñîáåííîñòè òàêîãî òå÷åíèÿ äëÿ îòíîñèòåëüíî êîðîòêèõ êðóãëûõ òðóá. Ñ óâåëè÷å-
íèåì îòíîñèòåëüíîé äëèíû òðóáû ïðîáëåìà óñëîæíÿåòñÿ è òðåáóåò âñå áîëüøèõ è áîëüøèõ
çàòðàò ñ÷åòíîãî âðåìåíè. Â íåäàâíåé ðàáîòå [41] èñòå÷åíèå ãàçà ÷åðåç êîðîòêóþ êðóãëóþ
òðóáó ïðåäëîæåíî â âèäå îäíîé èç ñòàíäàðòíûõ âåðèôèêàöèîííûõ çàäà÷, íà êîòîðîé ìîæíî
ñðàâíèâàòü ðåçóëüòàòû ñ÷åòà ïî ðàçíûì ìåòîäàì è êîìïëåêñàì ïðîãðàìì.
Äåòàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î òå÷åíèè ãàçà ÷åðåç òðóáó êîíå÷íîé äëèíû èçëîæåíà â ðà-

áîòàõ [27, 40, 43]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå ðàçðåæåííîãî ãàçà èç ðåçåðâóàðà
1 â ðåçåðâóàð 2 ÷åðåç òðóáó äëèíû L è êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ ðàäèóñîì âõîäíîãî
òå÷åíèÿ a. Â îáùåì ñëó÷àå ðàäèóñ òðóáû ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïî äëèíå. Ââåäåì äåêàðòîâó
ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ îñüþ z, ðàñïîëîæåííîé ïî îñè òðóáû. Íà÷àëî êîîðäèíàò z = 0 âûáåðåì
â öåíòðå âõîäíîãî ñå÷åíèÿ òðóáû, òàê ÷òî ðåçåðâóàðû 1 è 2 çàíèìàþò ïîëóïðîñòðàíñòâà
z < 0 è z > L ñîîòâåòñòâåííî. Äàâëåíèå è òåìïåðàòóðó â ðåçåðâóàðàõ 1 è 2 îáîçíà÷èì p10

è p20, T10 è T20; ïðè ýòîì p20 = 0. Áîêîâûå ñòåíêè ðåçåðâóàðîâ è òðóáû ïîääåðæèâàþòñÿ
ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå T10 = T20 = Tw, íà íèõ ïðîèñõîäèò ïîëíàÿ àêêîìîäàöèÿ èì-
ïóëüñà è ýíåðãèè ïàäàþùèõ ìîëåêóë è äèôôóçíîå îòðàæåíèå èõ c ðàâíîâåñíîé ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ fw ïðè òîé æå òåìïåðàòóðå Tw è ñ ïëîòíîñòüþ nw, îïðåäåëÿåìîé óñëîâèåì
íåïðîòåêàíèÿ. Â ðàñ÷åòàõ çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ, òåìïåðàòóðû è âÿçêîñòè â ðåçåðâóàðå 1 èñ-
ïîëüçóþòñÿ êàê õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ p∗, T∗, µ∗, â òî âðåìÿ êàê ðàäèóñ âõîäíîãî ñå÷åíèÿ
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òðóáû a ñëóæèò ìàñøòàáîì êîîðäèíàòû l∗. Îñíîâíîé ðàñ÷åòíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ðàñõîä
ìàññû Ṁ ÷åðåç ñå÷åíèå òðóáû, îòíåñåííûé ê mn10β1a

2. Ïðè àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ óäîáíåå
ïîëüçîâàòüñÿ âåëè÷èíîéQ, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ðàñõîä Ṁ ãàçà ÷åðåç ñå÷åíèå òðóáû, íîð-
ìèðîâàííûé íà âåëè÷èíó ðàñõîäà Ṁ

отв

0 ïðè ñâîáîäíî-ìîëåêóëÿðíîì èñòå÷åíèè â âàêóóì
÷åðåç îòâåðñòèå [44, 45]:

Q = Ṁ/Ṁ
отв

0 , Ṁ
отв

0 =
√

π/2. (22)

Îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé êðóãëîé òðóáû ïîñòîÿííîãî ðàäèóñà, ðàâíîãî ðàäèóñó âõîä-
íîãî ñå÷åíèÿ a. Â öèêëå ðàáîò [17, 27, 43, 46] ðåøåíèå çàäà÷è áûëî ïîñòðîåíî ïàêåòîì
<Íåñâåòàé-3Ä> äëÿ ìàëîãî îòíîøåíèÿ äàâëåíèé |p10/p20|− 1 � 1 (ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à),
à òàêæå äâóõ íåëèíåéíûõ ðåæèìîâ p10/p20 = 2 (óìåðåííûé ïåðåïàä äàâëåíèé) è p10/p20 = ∞
(òå÷åíèå â âàêóóì). Ðàññìàòðèâàëèñü òðóáû ðàçíîé îòíîñèòåëüíîé äëèíû 1 ≤ L/a ≤ 50.
Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé èñòå÷åíèÿ â âàêóóì. Â ðàáîòå [18] áûëà ïðîâå-

äåíà ñåðèÿ âåðèôèêàöèîííûõ ðàñ÷åòîâ ñ öåëüþ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü òî÷íîñòü è ñõîäèìîñòü
ìåòîäà ðåøåíèÿ äëÿ êîðîòêîé òðóáû L/a = 1. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñåòîê. Ïåðâàÿ ñåòêà ñîñòîÿëà èç 5600 ãåêñàýäðîâ; ïðè ýòîì
âäîëü òðóáû èñïîëüçîâàëîñü 10 ÿ÷ååê, â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè | 116 ÿ÷ååê. Øàã ñåòêè ïî
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè òðóáû ðàâíÿëñÿ 0.06 åäèíèöàì. Âòîðàÿ è òðåòüÿ ñåòêè ïîëó÷àëèñü
ïîñëåäîâàòåëüíûì óäâîåíèåì ÷èñëà ÿ÷ååê ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ è ñîñòîÿëè èç 40761 è
349 905 ÿ÷ååê ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ è ðàçðåøåíèå ñåòêè. Â ñêîðîñòíîì ïðîñòðàíñòâå èñïîëüçîâàëàñü ðàñ÷åòíàÿ
îáëàñòü â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ÷èñëîì óçëîâ 25× 32× 32 äëÿ δ ≤ 1. Òàêèì
îáðàçîì, ÷èñëî óçëîâ â øåñòèìåðíîé ðàñ÷åòíîé ñåòêå ìîæåò äîñòèãàòü 4.5× 109.

Ðèñ. 2. Ïðîñòðàíñòâåííûå ñåòêè äëÿ òå÷åíèÿ â êîðîòêîé êðóãëîé òðóáå
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Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïàêåòîì <Íåñâåòàé-3Ä>, ìåòîäîì DSMC [40]
è ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [42]. Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ðàçðåæåííîñòè 0 ≤ δ ≤
≤ 500 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ äî ïðàêòè÷åñêè
êîíòèíóàëüíîãî. Âèäíà áûñòðàÿ ñõîäèìîñòü ðàñ÷åòîâ ðàñõîäà ìàññû ïî ïðîñòðàíñòâåííîé
ñåòêå. Ïðèåìëåìàÿ òî÷íîñòü äëÿ âñåõ δ îáåñïå÷åíà óæå íà âòîðîé, îòíîñèòåëüíî ãðóáîé, ñåò-
êå. Îòêëîíåíèå îò ðåçóëüòàòîâ ñ÷åòà ïî ìåòîäóÌîíòå-Êàðëî íå ïðåâûøàåò 2%è äîñòèãàåòñÿ
ïðè δ = 1; äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ðàçðåæåííîñòè ñîãëàñèå ëó÷øå. Ðàñõîæäåíèå
ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ñîñòàâëÿåò 2{3% ïðè îöåíêå îøèáêè èçìåðåíèé â 2%.

Ò à á ë è ö à 1
Ñõîäèìîñòü ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêå äëÿ íîðìèðîâàííîãî ðàñõîäà ìàññû

δ
<Íåñâåòàé-3Ä> DSMC [40] Ýêñïåðèìåíò [42]

(i) (ii) (iii)
0.0 0.666 0.670 0.672 0.672
0.1 0.678 0.683 0.684 0.680 0.675
1.0 0.758 0.766 0.768 0.754 0.743

10.0 1.035 1.061 1.066 1.062 1.06
100.0 1.290 1.351 1.367 1.358 1.33
200.0 1.331 1.406 1.425 1.412
500.0 1.331 1.454 1.474 1.449

Ï ð è ì å ÷ à í è å . Íîðìèðîâàííûé ðàñõîä ìàññû Q îïðåäåëÿòñÿ ñîãëàñíî (22); èñïîëüçóåòñÿ
ñõåìà (14); âàðèàíòû (i), (ii) è (iii) ñîîòâåòñòâóþò ñåòêàì ñ 5600, 40761 è 349905 ãåêñàýäðàìè
ñîîòâåòñòâåííî.

Â öèòèðóåìûõ ðàáîòàõ òàêæå áûëî ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ L/a = 10, 20, 50.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ âåðèôèêàöèè ìåòîäà íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé L/a = 10, äëÿ
êîòîðîãî åñòü ðåøåíèå ìåòîäîìDSMC. Â öèòèðóåìûõ ðàáîòà ïîêàçàíî îòëè÷íîå ñîâïàäåíèå
ðåçóëüòàòîâ ñ÷åòà ïîS-ìîäåëüíîìó êèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþèìåòîäàDMSC; ðàñõîæäåíèå
ìåæäó ðàñ÷åòàìè ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 1%.
Ïîìèìî òðóáû ïîñòîÿííîãî ðàäèóñà, ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíî äëÿ êîíè÷åñêîé òðóáû

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ðàäèóñîâ âõîäíîãî è âûõîäíîãî ñå÷åíèé [47], à òàêæå äëÿ ñîñòàâíîé
êðóãëîé òðóáû [48], ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé îäèíàêîâîé äëèíû ïîñòîÿííîãî ðàäèóñà; ïðè
ýòîì îòíîøåíèå ðàäèóñîâ ÷àñòåé ðàâíî 2. Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçíèêàþ-
ùåé êàðòèíû òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ðàñøèðÿþùåéñÿ ñîñòàâíîé òðóáû, â êîòîðîé âòîðàÿ
ñåêöèÿ, ïðèìûêàþùàÿ ê âàêóóìíîé êàìåðå, èìååò âäâîå áîëüøèé ðàäèóñ ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïåðâîé. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà ïëîñêîñòü ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè äëÿ äàííîãî ñëó-
÷àÿ. Èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ òå÷åíèÿ â òàêîé òðóáå ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå ïðè δ � 1 âî
âòîðîé ñåêöèè äèñêàÌàõà è çîíû âîçâðàòíîãî òå÷åíèÿ. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ëèíèè óðîâíÿ ÷è-
ñëà Ìàõà è ëèíèè òîêà äëÿ δ = 1000. Â îáëàñòè ðàñøèðÿþùåãîñÿ òå÷åíèÿ ãàçà íà îñè òðóáû
ìàêðîñêîïè÷åñêèå âåëè÷èíû ñëåäóþò ïî óíèâåðñàëüíîé êðèâîé, ñëàáî çàâèñÿùåé îò δ. Ïðè
ýòîì â òå÷åíèè ïðèñóòñòâóåò âîëíà ðàçðåæåíèÿ Ïðàíäòëÿ | Ìàéåðà, êîòîðàÿ îòðàæàåòñÿ îò
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Ðèñ. 3. Ñå÷åíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè äëÿ òå÷åíèÿ â ñîñòàâíîé òðóáå äëèíû L = 10a

à

á

â

Ðèñ. 4. Êàðòèíà òå÷åíèÿ â ðàñøèðÿþùåéñÿ ñîñòàâíîé òðóáå äëÿ δ = 1000 è L/a = 10:
à | ÷èñëîâàÿ ïëîòíîñòü; á | ÷èñëî Ìàõà; â | ëèíèè òîêà
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âòîðîé ÷àñòè òðóáû âíèç ïî òå÷åíèþ. Ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðàçðåæåííîñòè (óìåíü-
øåíèÿ ÷èñëà Êíóäñåíà) ñòðóêòóðà óäàðíîé âîëíû ñòàíîâèòñÿ áîëåå âûðàæåííîé è ïîçèöèÿ
ìàõîâñêîãî äèñêà óñòàíàâëèâàåòñÿ îêîëî z ≈ 9.

Çàäà÷è âíåøíåãî îáòåêàíèÿ òåë ñëîæíîé ôîðìû. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèìåíå-
íèÿ ïàêåòà ïðîãðàìì ê çàäà÷àì âíåøíåé àýðîäèíàìèêè ïîñòðîèì ïîëå òå÷åíèÿ âîêðóã äâóõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé [18, 49].
Ïåðâàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü ðàêåòû ñ äâóìÿ êðûëüÿìè è ÷åòûðüìÿ ñòàáèëè-

çàòîðàìè. Ãåîìåòðèÿ ìîäåëè ïîäðîáíî îïèñàíà â [50]. Äèàìåòð ðàêåòû è çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ
è òåìïåðàòóðû â íàáåãàþùåì ïîòîêå âûáèðàþòñÿ â êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ äëèíû l∗, p∗, T∗.
Òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè ïðèíèìàëàñü ðàâíîé òåìïåðàòóðå íàáåãàþùåãî ïîòîêà (õîëîäíîå
òåëî). Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ÷èñëà Ìàõà íàáåãàþùåãî ïîòîêàM∞ = 3, ïàðàìåòðà ðàçðå-
æåííîñòè δ = 1 è óãëà àòàêè 10 ãðàäóñîâ. Â ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçîâàëàñü
ãèáðèäíàÿ òåòðà-ïðèçìàòè÷åñêîé ñåòêà, ÷òî ïîçâîëèëî àêêóðàòíî ðàçðåøèòü âñå îñíîâíûå
îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ ïðè ìèíèìàëüíûõ òðóäîçàòðàòàõ íà åå ïîñòðîåíèå. Îáùåå ÷èñëî ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ÿ÷ååê Nspace = 3.3× 105, èç êîòîðûõ 7.4× 103 ÿ÷ååê | ïðèçìû. Ñêîðîñòíàÿ
ñåòêà ñîñòîÿëà èç 25×16×32 óçëîâ. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî ÿ÷ååê â 6-ìåðíîé ðàñ÷åòíîé
ñåòêå ðàâíÿëîñü ≈ 4.2× 109.
Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêà ðàçáèâàëàñü íà 128 áëîêîâ; â êàæäîì áëîêå áûëî ïî 2580 ÿ÷ååê.

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû äåòàëè ñåòêè âîêðóã òåëà, âêëþ÷àÿ ïðèçìàòè÷åñêèé ñëîé íà ïîâåðõíî-
ñòè è ðàçáèåíèå íà áëîêè. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîëíîñòüþ
òðåõìåðíûìøàáëîíîì (13). ×èñëîÊóðàíòà ïðèíèìàëîñü ðàâíûì 25. Ðèñ. 6 äàåò îáùåå ïðåä-
ñòàâëåíèå î êàðòèíå òå÷åíèÿ. Ïðåäñòàâëåíû èçîëèíèè ïëîòíîñòè â ïëîñêîñòÿõ x{z è y{z.
Âèäíà òèïè÷íàÿ êàðòèíà îáòåêàíèÿ õîëîäíîãî òåëà ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ðàçðåæåííîãî

Ðèñ. 5. Ïîâåðõíîñòíàÿ ñåòêà èç òðåóãîëüíèêîâ ñ ðàçáèåíèåì íà áëîêè (ñëåâà) è ñå÷åíèå
îáúåìíîé ñåòêè ñ ïðèçìàòè÷åñêèì ñëîåì (ñïðàâà) âîêðóã ìîäåëè ðàêåòû
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Ðèñ. 6. Ëèíèè óðîâíÿ ïëîòíîñòè â ïëîñêîñòÿõ x− z (ñëåâà) è y − z (ñïðàâà)

ãàçà. Òå÷åíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ãëàäêî ìåíÿþùèìèñÿ ïðîôèëÿìè ïëîòíîñòè è òåìïåðàòó-
ðû íà ëèíèè òîðìîæåíèÿ ïåðåä òåëîì, à òàê æå ðåçêèì ïàäåíèå ïëîòíîñòè è äàâëåíèå â
ñëåäå. Âäîëü ïîâåðõíîñòè âñå âåëè÷èíû ìåíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî çà èñêëþ÷åíèåì
îáëàñòè êðûëüåâ è ñòàáèëèçàòîðîâ. Ñëåäóåò òàê æå îòìåòèòü, ÷òî íåáîëüøàÿ ïîòåðÿ ñèì-
ìåòðèè òå÷åíèÿ â ïëîñêîñòè y{z ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èñïîëüçîâàíèå äîñòàòî÷íî ãðóáîé è
íåñèììåòðè÷íîé òåòðàýäðàëüíîé ñåòêè.
Âòîðàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîáîé Âîçäóøíî-Êîñìè÷åñêèé Àïïàðàò (ÂÊÀ) ÖÀÃÈ

[51, 52]. Ìîäåëü ÂÊÀ èìååò ñëîæíóþ ôîðìó è ñîñòîèò èç ôþçåëÿæà ñ çàòóïëåííûì íîñêîì,
äâóõ êðûëüåâ, âåðòèêàëüíîãî êèëÿ è ùèòêà. Îáùàÿ äëèíà òåëà ñî ùèòêîì | 10 ì. Îáùàÿ
äëèíà ÂÊÀ è çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû â íàáåãàþùåì ïîòîêå âûáèðàþòñÿ â êà÷å-
ñòâå ìàñøòàáîâ äëèíû l∗, p∗, T∗. Òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè ïðèíèìàëàñü ðàâíîé òåìïåðàòóðå
íàáåãàþùåãî ïîòîêà (õîëîäíîå òåëî). Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ÷èñëà Ìàõà íàáåãàþùåãî
ïîòîêàM∞ = 2, ïàðàìåòðà ðàçðåæåííîñòè ïðèíèìàëñÿ ðàâíûì δ = 1000, ÷òî ïðèáëèæåííî
ñîîòâåòñòâóåò âûñîòå ïîëåòà 100 êì (äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà 1 ñì).
Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü ãèáðèäíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêà ñî ñãóùåíèåì ê íîñó òåëà

è ïîâåðõíîñòÿì áîëüøîé êðèâèçíû. Âáëèçè ïîâåðõíîñòè ââîäèëñÿ ïðèçìàòè÷åñêèé ñëîé
òîëùèíîé 4 ÿ÷åéêè, âûñîòà êàæäîé ÿ÷åéêè | 20 ìì. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
çàïîëíÿëàñü òåòðàýäðàìè. Ñåòêà ðàçáèâàëàñü íà 256 áëîêîâ. Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíà ïîâåðõíîñò-
íàÿ ñåòêà. Îáùåå ÷èñëî ïðîñòðàíñòâåííûõ ÿ÷ååê ðàâíÿëîñü Nspace ≈ 533× 103, èç êîòîðûõ
386 × 103 | òåòðàýäðû, 147 × 103 | ïðèçìû è 551 | ïèðàìèäû. Êàæäûé èç 256 áëî-
êîâ ñîñòîÿë èç 2100 âíóòðåííèõ ÿ÷ååê è 900. . . 2800 ôèêòèâíûõ ÿ÷ååê, êîòîðûå òðåáîâàëèñü
äëÿ ÒÂÄ-ñõåìû (13). Ñêîðîñòíàÿ ñåòêà ñîñòîÿëà èç 243 óçëîâ. Îáùåå êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê â
6-ìåðíîé ñåòêå ðàâíÿëîñü ≈ 6.9× 109.
Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíû óðîâíè ïëîòíîñòè è äàâëåíèå â ïëîñêîñòè ñèììåòðèè. Ðàñïðåäåëåíèå

äàâëåíèÿïîïîâåðõíîñòè òåëà ïðåäñòàâëåíîíà ðèñ. 9. Êàêè â ñëó÷àå îáòåêàíèÿ ðàêåòû, âèäíà
òèïè÷íàÿ êàðòèíà òå÷åíèÿ âîêðóã çàòóïëåííîãî õîëîäíîãî òåëà. Âáëèçè íîñêà òåëà íà÷èíàåò
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Ðèñ. 7. Ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà íà ïîâåðõíîñòè ÂÊÀ ñ ãðàíèöàìè áëîêîâ

Ðèñ. 8. Ëèíèè óðîâíÿ ïëîòíîñòè (ñëåâà) è äàâëåíèÿ (ñïðàâà) â ïëîñêîñòè x{y
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Ðèñ. 9. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè ÂÊÀ

ôîðìèðîâàòüñÿ îòîøåäøàÿ óäàðíàÿ âîëíà. Ïîñêîëüêó ëîêàëüíûé ïàðàìåòð ðàçðåæåííîñòè,
ïîñ÷èòàííûé ïî ðàäèóñó çàêðóãëåíèÿ íîñêà äîñòàòî÷íî ìàë δnose ≈ 45, ôðîíò âîëíû ñèëüíî
ðàçìûò. Äëÿ âûáðàííîãî ðåæèìà îáòåêàíèÿ çà òåëî îáðàçóåòñÿ çîíà âîçâðàòíîãî òå÷åíèÿ (íå
ïîêàçàíà).

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðèâåäåí îáçîð ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà <Íåñâåòàé-3Ä>, ïðåäíàçíà÷åííîãî
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ òå÷åíèé îäíîàòîìíîãî ðàçðåæåííîãî ãàçà. Îñíîâíîé
êîìïëåêñà ÿâëÿåòñÿ íåÿâíàÿ êîíå÷íî-îáúåìíàÿ ÒÂÄ ñõåìà òèïà Ãîäóíîâà, ðåàëèçîâàííàÿ íà
ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ. Ñ ïîìîùüþ <Íåñâåòàé-3Ä>ìîæíî ðåøàòü êàê
èññëåäîâàòåëüñêèå ôóíäàìåíòàëüíûå çàäà÷è ìåõàíèêè ðàçðåæåííûõ ãàçîâ, òàê è ìîäåëèðî-
âàòü òå÷åíèÿ ðàçðåæåííîãî ãàçà â ðåàëüíûõ ïðîìûøëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåäåòñÿ ðàáîòà ïî ðåàëèçàöèè â ïàêåòå íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ
íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé ðàçðåæåííîãî ãàçà, àäàïòàöèÿ äëÿ ýôôåêòèâíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
çàäà÷ ãèïåðçâóêîâîãî îáòåêàíèÿ òåë ñëîæíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû è îáîáùåíèå íà
ñëó÷àé äâóõàòîìíîãî ãàçà íà îñíîâå ìîäåëè Ðûêîâà [10, 11, 12].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 13-01-00522-à è 14-08-00604-à). Äëÿ
ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü ñóïåðêîìïüþòåðû Óíèâåðñèòåòà Êðåíôèëäà (Âåëèêîáðèòàíèÿ),
ÍÈÂÖ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà è ÌÔÒÈ.
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Analysis of three-dimensional rarefied gas flowsin microdevices (micropipes, micropumps etc)
and over re-entry vehicles requires development of methods of computational modelling. One of
such methods is the direct numerical solution of the Boltzmann kinetic equation for the velocity
distribution function with either exact or approximate (model) collision integral. At present, for
flows of monatomic rarefied gas the Shakhov model kinetic equation, also called S-model, has
gained wide-spread use. The equation can be regarded as a model equation of the incomplete third-
order approximation. Despite its relative simplicity, the S-model is still a complicated integro-
differential equation of high dimension. The numerical solution of such an equation requires
high-accuracy parallel methods.
The present work is a review of recent results concerning the development and application of

three-dimensional computer package Nesvetay-3D intended for modelling of rarefied gas flows.
The package solvesBoltzmann kinetic equationwith theBGK (Krook) and Shakhovmodel collision
integrals using the discrete velocity approach. Calculations are carried out in non-dimensional
variables. A finite integration domain and a mesh are introduced in the molecular velocity space.
Next, the kinetic equation is re-written as a system of kinetic equations for each of the discrete
velocities. The system is solved using an implicit finite-volume method of Godunov type. The
steady-state solution is computed by a time marching method. High order of spatial accuracy is
achieved by using a piece-wise linear representation of the distribution function in each spatial
cell. In general, the coefficients of such an approximation are found using the least-square method.
Arbitrary unstructured meshes in the physical space can be used in calculations, which allow
considering flows over objects of general geometrical shape. Conservative property of the method
with respect to themodel collision integral is guaranteed bymeans of a special procedure to calculate
macroscopic variables. Another important part of the numerical method is the fast solution of the
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linear system for time increments of the distribution function. The solution is based on the LU-SGS
approach so that the number of operations is linearly proportional to the number of cells in the
spatial mesh. Large problems can be solved on hundreds of CPU cores using the Message Passing
Interface (MPI).
Performance and robustness of the numerical method and computer code are illustrated on a

number of problems, including rarefied gas flows through microchannels into vacuum and external
flows over re-entry vehicles on the high altitude of flight. Rarefied gas flows through simple and
composite channels of circular cross sectional area are considered. Comparisons with the results
of other authors and experimental data are shown.Good spatial mesh convergence of the method
is demonstrated. For the flow in a composite channel the formation of a Mach disk is shown.
One of the examples of external flow calculation is the analysis of rarefied gas flow over model
winged re-entry space vehicle (RSV), which is a three-dimensional object of a very complex shape.
The RSV is proposed by Central Aerohydrodynamic Institute (TsAGI). Its geometry includes a
blunt fuselage, sweptwings, keel and flap. The flow pattern over the RSV and surface pressure
distribution are shown.
At present thework is underway to incorporate an implicit numerical scheme for time-dependent

rarefied gas flows, an adaptation algorithm for the efficient modelling of hypersonic flows over
complex objects and extension to the diatomic gas modelling on the bases of the Rykov kinetic
model.

Publications with keywords: parallelism, rarefied gas, S-model, kinetic equation, implicit TVD
method
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