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Ââåäåíèå

Â êëåòî÷íîé òðàíñïëàíòîëîãèè ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ïåðåñàäêè ñòâîëîâûå êëåòêè ïî-
ëó÷àþò â íóæíîì êîëè÷åñòâå ïóòåì èõ ðàçìíîæåíèÿ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in vitro),
ïîñêîëüêó èñõîäíîãî êîëè÷åñòâà êëåòîê, âçÿòûõ èç îðãàíèçìà ïàöèåíòà, íåäîñòàòî÷íî [1, 2].
Â ïðîöåññå ðàçìíîæåíèÿ â ñèëó åñòåñòâåííîé èçìåí÷èâîñòè â êóëüòóðå êëåòîê ìîãóò ïî-
ÿâèòüñÿ êëåòêè ñ õðîìîñîìíûìè ìóòàöèÿìè (àíîìàëüíûå êëåòêè) [3, 8]. Åñëè òàêèõ êëåòîê
â êóëüòóðå áóäåò äîñòàòî÷íî ìíîãî, òî ïðè òðàíñïëàíòàöèè ïîëó÷åííîãî ìàòåðèàëà èìååòñÿ
ðèñê âîçíèêíîâåíèÿ êàíöåðîãåíåçà (ðàêà) ó ïàöèåíòà [5].
Îäíèì èç èíñòðóìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèõ ëó÷øå ïîíÿòü ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèe â êëåòî÷-

íîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå, âêëþ÷àþùåé ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê,
ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè ðàçâèòèÿ êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé è ïî-

ïóëÿöèîííûõ ñèñòåì, ó÷èòûâàþùèå âëèÿíèå óñëîâèé êóëüòèâèðîâàíèÿ íà ðîñò êëåòî÷íûõ
ïîïóëÿöèé [10]. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èññëåäóåòñÿ
ðàáîòà áèîðåàêòîðîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ âûðàùèâàíèÿ êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé [11, 13, 14].
Èçâåñòíû ðàáîòû, â êîòîðûõ àíàëèçèðóåòñÿ ñîâìåñòíîå ðàçâèòèå â îðãàíèçìå ÷åëîâåêà

èëè æèâîòíîãî ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ è ðàêîâûõ êëåòîê (ñì. , íàïðèìåð [12]) ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïðåïÿòñòâóåò
ïðîâåäåíèþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà.
Â ñâÿçè ñ èíòåíñèâíûì ðàçâèòèåì êëåòî÷íîé òðàíñïëàíòîëîãèè ïîÿâèëàñü íåîáõîäè-

ìîñòü ðàçðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ èññëåäîâàòü ïðîöåññû îáðàçî-
âàíèÿ ïîïóëÿöèè êëåòîê ñ õðîìîñîìíûìè àíîìàëèÿìè èç ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê
è ñîâìåñòíîãî ðàçâèòèÿ ýòèõ ïîïóëÿöèé ïðè êóëüòèâèðîâàíèè in vitro ñòâîëîâûõ êëåòîê
÷åëîâåêà.
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Â ðàáîòàõ [6, 7] ïðåäëîæåíà äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé ïî-
ïóëÿöèîííîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ âèäîâ ñòâîëîâûõ êëåòîê ÷åëîâåêà: íîðìàëüíûõ
è àíîìàëüíûõ êëåòîê, è íà åå îñíîâå ïîëó÷åí íåïðåðûâíûé àíàëîã. Ïîñêîëüêó íîðìàëüíûå
è àíîìàëüíûå êëåòêè â îáùåì ñëó÷àå èìåþò ðàçëè÷íóþ äëèòåëüíîñòü ñðåäíåãî êëåòî÷íîãî
öèêëà, óêàçàííàÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ïàðàëëåëüíî ïðîòåêà-
þùèõ ðàçíîòåìïîâûõ ïðîöåññîâ. Èìåííî ó÷åò ðàçíîòåìïîâîñòè â ýòîé ìîäåëè âûçûâàåò
îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ è ïðè ïåðåõîäå îò äèñêðåòíîé ìîäåëè ê
íåïðåðûâíîé.
Òàêæå ïðè àíàëèçå ñâîéñòâ ïîëó÷åííîé ìîäåëè â [7] âûïîëíåí àíàëèç ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè òîëüêî äëÿ îäíîé ñòàðòîâîé òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé îòñóòñòâèþ â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè ïîïóëÿöèè àíåóïëîèäíûõ êëåòîê â ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà óòî÷íåííàÿ íåïðåðûâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçâèòèÿ

èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ âèäîâ ñòâîëîâûõ êëåòîê ÷å-
ëîâåêà: íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ, ïðîâåäåí ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç ìîäåëè, à òàêæå
îïèñàíû îñíîâíûå ñöåíàðèè åå ðàçâèòèÿ.

1. Àíàëèç ïðîöåññà è èñõîäíûå äîïóùåíèÿ

Ðàññìîòðèì èçîëèðîâàííóþ êëåòî÷íóþ ïîïóëÿöèîííóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ñòâîëî-
âûõ êëåòîê ÷åëîâåêà, êóëüòèâèðóåìûõ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ. Îñíîâíàÿ öåëü ðàçðàáîòêè
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýòîé ñèñòåìû | ïðîâåäåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà ìîäåëè è
îïðåäåëåíèå âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ ðàçâèòèÿ ñèñòåìû.
Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðèìåì ñëåäóþùèå îñíîâíûå äîïóùåíèÿ.
Êëåòêè, èìåþùèå ÷èñëåííûå àíîìàëèè õðîìîñîìíîãî íàáîðà, áóäåì íàçûâàòü àíîìàëü-

íûìè. Íîðìàëüíûìè áóäåì ñ÷èòàòü âñå îñòàëüíûå êëåòêè â ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå.
Äëÿ åäèíè÷íîé êëåòêè îñíîâíîé âðåìåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûé öèêë

[9]. Ïîä êëåòî÷íûìöèêëîì ïîíèìàåòñÿ ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò ìîìåíòà <ðîæäåíèÿ> êëåòêè
â ðåçóëüòàòå äåëåíèÿ ìàòåðèíñêîé êëåòêè äî ìîìåíòà åå ñîáñòâåííîãî äåëåíèÿ.
Ñîãëàñíî [9], â êëåòî÷íîì öèêëå ìîæíî âûäåëèòü äâå êðóïíûõ ôàçû: èíòåðôàçó è ôàçó

ìèòîçà. Â ïåðèîä èíòåðôàçû ïðîèñõîäèò ïîäãîòîâêà êëåòêè ê äåëåíèþ, à çàòåì â ôàçå ìèòîçà
êëåòêà äåëèòñÿ.
Äëèòåëüíîñòè êëåòî÷íîãî öèêëà ñèëüíî âàðüèðóþòñÿ [10], ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè

êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé ÷àñòî îðèåíòèðóþòñÿ íà ñðåäíþþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü êëåòî÷íîãî
öèêëà [15, 16].
Êëåòêà ìîæåò îñòàâàòüñÿ â èíòåðôàçå äîñòàòî÷íî äîëãîå âðåìÿ. Ïðè ýòîì îíà ìîæåò íå

ðàçäåëèòüñÿ çà ïåðèîä âðåìåíè, ðàâíûé ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè êëåòî÷íîãî öèêëà.
Â òå÷åíèå ñðåäíåãî êëåòî÷íîãî öèêëà äëÿ íîðìàëüíîé êëåòêè ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ îäèí

èç ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ ðàçâèòèÿ: êëåòêà ìîæåò ðàçäåëèòüñÿ íà ïàðó íîðìàëüíûõ êëåòîê, à
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òàêæå â ñèëó åñòåñòâåííîé èçìåí÷èâîñòè íà ïàðó àíîìàëüíûõ êëåòîê [4], êëåòêà ìîæåò, íå
ðàçäåëèâøèñü, îñòàòüñÿ æèâîé, èëè ïîãèáíóòü (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Âàðèàíòû ðàçâèòèÿ íîðìàëüíîé êëåòêè

Äëÿ àíîìàëüíîé êëåòêè â òå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñðåäíåãî êëåòî÷íîãî öèêëà ìîæåò
ðåàëèçîâàòüñÿ îäèí èç òðåõ âàðèàíòîâ ðàçâèòèÿ: êëåòêà ìîæåò ðàçäåëèòüñÿ íà ïàðó àíîìàëü-
íûõ êëåòîê, êëåòêà ìîæåò, íå ðàçäåëèâøèñü, îñòàòüñÿ æèâîé èëè ïîãèáíóòü (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Âàðèàíòû ðàçâèòèÿ àíîìàëüíîé êëåòêè

Îòìåòèì, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñðåäíèõ êëåòî÷íûõ öèêëîâ ó ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ
è àíîìàëüíûõ êëåòîê â îáùåì ñëó÷àå ðàçíûå.
Ïðè ýòîì äëÿ ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê ìîæíî ãîâîðèòü î äîëå êëåòîê, êîòîðàÿ çà

âðåìÿ ñðåäíåãî êëåòî÷íîãî öèêëà ðàçäåëèëàñü íà ïàðó íîðìàëüíûõ êëåòîê, äîëå, êîòîðàÿ
ðàçäåëèëàñü íà ïàðó àíîìàëüíûõ êëåòîê, äîëå êëåòîê, êîòîðûå íå ðàçäåëèëèñü è îñòàëèñü
æèâûìè, à òàêæå î äîëå êëåòîê, êîòîðûå ïîãèáëè.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëå-

òîê çà âðåìÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå èõ ñðåäíåìó êëåòî÷íîìó öèêëó. Àíîìàëüíûå êëåòêè íà
êàæäîì êëåòî÷íîì öèêëå ìîãóò âûæèòü èëè ïîãèáíóòü, âûæèâøèå êëåòêè ìîãóò íå ðàçäå-
ëèòüñÿ, èëè ðàçäåëèòüñÿ, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì àíîìàëüíûìè.
Â ðàáîòå [10] îòìå÷åíî, ÷òî â êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèè, êóëüòèâèðóåìîé in vitro, ñïåöèàëü-

íûìè ìåòîäàìè âîçìîæíà ñèíõðîíèçàöèÿ íà÷àëà êëåòî÷íûõ öèêëîâ â ìîìåíò ñòàðòà êóëüòè-
âèðîâàíèÿ, îäíàêî óæå ÷åðåç äâà-òðè ïîêîëåíèÿ êëåòî÷íûå öèêëû ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ
ðàññèíõðîíèçèðóþòñÿ. Ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè ïîïóëÿöèè, èìåþùåé çíà÷èòåëüíóþ ÷è-
ñëåííîñòü, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî íà èíòåðâàëå âðåìåíè, ðàâíîìó ñðåäíåìó êëåòî÷íîìó öèêëó,
ìîìåíòû íà÷àëà äåëåíèÿ êëåòîê ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî.
Ðàññìîòðèì èçîëèðîâàííóþ êëåòî÷íóþ ïîïóëÿöèîííóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ïîïóëÿ-

öèè íîðìàëüíûõ è ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ ñòâîëîâûõ êëåòîê, êóëüòèâèðóåìûõ in vitro.
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Ïðèìåì ñëåäóþùèå îñíîâíûå äîïóùåíèÿ:
1) ðàññìàòðèâàåìàÿ êëåòî÷íàÿ ïîïóëÿöèîííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé è èìååò

çíà÷èòåëüíóþ ÷èñëåííîñòü, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äåòåðìèíèðîâàííóþ ìîäåëü åå ðàç-
âèòèÿ;
2) ðåñóðñû ñ÷èòàþòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè, ïîñêîëüêó êóëüòèâèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â ñòàí-

äàðòíûõ ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ â êóëüòóðàëüíûõ ôëàêîíàõ ïðè ðåãóëÿðíîì <ïåðåñåâå>
êëåòîê ñî ñìåíîé ÷àñòè (èëè âñåãî îáúåìà) ïèòàòåëüíîé ñðåäû;
3) âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ íà ïîïóëÿöèîííóþ ñèñòåìó èìåþò êâàçèñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð,

÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðû ìîäåëè;.
4) èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê âîçìîæíî ëèáî â ïðîöåññå

êëåòî÷íîãî äåëåíèÿ, ëèáî â ïðîöåññå åñòåñòâåííîé ãèáåëè êëåòîê.
Ïóñòü T 0 | ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü êëåòî÷íîãî öèêëà â ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ

êëåòîê, à T 1 | ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü êëåòî÷íîãî öèêëà â ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ
êëåòîê.
×åðåç A0 îáîçíà÷èì äîëþ êëåòîê â ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê, <ïîãèáàþùèõ> íà

âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè T 0, à ÷åðåç A1 | äîëþ êëåòîê â ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ
êëåòîê, <ïîãèáàþùèõ> íà âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè T 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M0 äîëþ êëåòîê â ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê, ðàçäåëèâøèõñÿ íà

âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè T 0, à ÷åðåçM1|äîëþ êëåòîê â ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ
êëåòîê, ðàçäåëèâøèõñÿ íà èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè T 1.
×åðåç γ0 îáîçíà÷èì äîëþ íîðìàëüíûõ êëåòîê, <ïåðåõîäÿùèõ> íà âðåìåííîì èíòåðâàëå

äëèòåëüíîñòè T 0 â ïðîöåññå äåëåíèÿ â ïîïóëÿöèþ àíîìàëüíûõ êëåòîê.
Èñõîäÿ èç áèîëîãè÷åñêîãî ñìûñëà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

0 < A0 < 1, 0 < A1 < 1, 0 < M0 < 1, 0 < M1 < 1, 0 < γ0 < 1.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(t) è Y (t) ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé ñîîòâåòñòâåííî íîðìàëüíûõ è
àíîìàëüíûõ êëåòîê â ìîìåíò âðåìåíè t.
Ðàññìîòðèì ïðîöåññû, êîòîðûå çà âðåìÿ T 0 ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿ-

öèè íîðìàëüíûõ êëåòîê ê ìîìåíòó t + T 0.
Çà âðåìÿ ñðåäíåãî êëåòî÷íîãî öèêëà ïîïóëÿöèÿ óìåíüøèòñÿ íà êîëè÷åñòâî êëåòîê, êîòî-

ðûå ïîãèáëè, ðàâíîå Q1 = A0X(t).
Ïîïóëÿöèÿ òàêæå óìåíüøèòñÿ íà êîëè÷åñòâî êëåòîê, êîòîðûå âûæèëè è ðàçäåëèëèñü íà

ïàðó àíîìàëüíûõ êëåòîê, ðàâíîå Q2 = (1− A0)M0γ0X(t).
Îñòàâøèåñÿ â ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûå êëåòêè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû: êëåòêè,

êîòîðûåíå ïîãèáëèèíå ðàçäåëèëèñü çà óêàçàííûéïåðèîä, â êîëè÷åñòâå (1−A0)(1−M0)X(t),
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è êëåòêè, êîòîðûå íå ïîãèáëè è ðàçäåëèëèñü íà ïàðó íîðìàëüíûõ êëåòîê, â êîëè÷åñòâå
Q3 = (1− A0)M0(1− γ0)X(t).
Â ðåçóëüòàòå äåëåíèÿ êëåòîê ïîñëåäíåé ãðóïïû ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ

êëåòîê èçìåíèòñÿ íà âåëè÷èíó Q3 çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ íîâûõ íîðìàëüíûõ êëåòîê. Îòìåòèì,
÷òî ïîëîâèíà íîâûõ êëåòîê, ïîÿâèâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå äåëåíèÿ, êîìïåíñèðóåò óìåíüøåíèå
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè íà âåëè÷èíó Q3, âîçíèêøåå çà ñ÷åò <èñ÷åçíîâåíèÿ> ðàçäåëèâøèõñÿ
êëåòîê.
Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê

çà ñ÷åò îïèñàííûõ âûøå ïðîöåññîâ ðàâíà

Vn =
1

T 0
(−Q1 −Q2 + Q3) =

=
1

T 0
(−A0 − (1− A0)M0γ0 + (1− A0)M0(1− γ0))X(t) = q00X(t), (1)

ãäå

q00 =
(1− A0)(1 + M0 − 2M0γ0)− 1

T 0
. (2)

Ñ ó÷åòîì (1) çàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàäàþùåå èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòè
ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê â ñëåäóþùåì âèäå:

dX

dt
= q00X, (3)

ãäå t| âðåìÿ.
Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê è ðàññìîòðèì ïðîöåññû, êîòîðûå çà

âðåìÿ T 1 ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ ÷èñëåííîñòè ýòîé ïîïóëÿöèè ê ìîìåíòó t + T 1.
Çà âðåìÿ ñðåäíåãî êëåòî÷íîãî öèêëà ïîïóëÿöèÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê óìåíüøèòñÿ íà êîëè-

÷åñòâî êëåòîê, êîòîðûå ïîãèáëè, ðàâíîå Q4 = A1Y (t).
Çà ñ÷åò äåëåíèÿ âûæèâøèõ àíîìàëüíûõ êëåòêîê ê ïîïóëÿöèè äîáàâëÿþòñÿ àíîìàëüíûå

êëåòêè â êîëè÷åñòâå Q5 = (1− A1)M1Y (t).
Òàêæå ê ïîïóëÿöèè äîáàâëÿþòñÿ àíîìàëüíûå êëåòêè, ïîÿâèâøèåñÿ ïðè äåëåíèè íîð-

ìàëüíûõ êëåòîê. Çà ïåðèîä T0 êîëè÷åñòâî òàêèõ êëåòîê ñîñòàâèëî 2Q2. Äëÿ ó÷åòà ðàçíî-

òåìïîâîñòè ïðîöåññîâ äåëåíèÿ â ïîïóëÿöèÿõ ââåäåì ïàðàìåòð µ =
T 0

T 1
è ïîëîæèì Q6 =

(2(1− A0)M0γ0X(t))/µ.
Cðåäíÿÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê ðàâíà

Vа =
1

T 1
(−Q4 + Q5 + Q6) =

=
1

T 1

((
−A1 + (1− A1)M1

)
Y (t) +

2(1− A0)M0γ0

µ
X(t)

)
= q11Y (t) + q01X(t), (4)
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ãäå

q11 =
−A1 + M1 − A1M1

T 1
, q10 =

2(1− A0)M0γ0

µT 1
. (5)

Ñ ó÷åòîì (4) çàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàäàþùåå èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòè
ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê, â ñëåäóþùåì âèäå:

dY

dt
= q10X + q11Y. (6)

Ââåäåì íîâûå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå

x =
X

X0

, y =
Y

X0

,

ãäå X0 | ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Òîãäà
ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû, ïðèìåò âèä

dx

dt
= q00х ,

dy

dt
= q10x + q11y. (7)

Ñîãëàñíî îñíîâíûìäîïóùåíèÿì ñðåäíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè êëåòî÷íûõöèêëîâ, à òàêæå
ïàðàìåòðû M0, M1, A0, A1 è γ0 îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé
ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòîÿííûìè ÿâëÿþòñÿ è ïàðàìåòðû q00, q10 è q11

ñèñòåìû (7).
Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà âûïîëíèì â (7) çàìåíó âðåìåíè τ =

t

T 0
, ãäå T0 | ñðåäíÿÿ ïðî-

äîëæèòåëüíîñòü êëåòî÷íîãî öèêëà â ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê. Ìîäåëüíîå âðåìÿ τ

ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíîé.
Ïîëîæèì

ẋ =
dx

dτ
, ẏ =

dy

dτ
.

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ è ïåðåìåííîé äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ñèñòåìà (7) ïðèìåò âèä

ẋ = q̃00х , ẏ = q̃10x + q̃11y, (8)

ãäå

q̃00 = (1− A0)(1 + M0 − 2M0γ0)− 1,

q̃10 = 2(1− A0)M0γ0,

q̃11 = µ(−A1 + M1 − A1M1).

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî â ñèñòåìå (8)

−1 < q̃00 < 1, 0 < q̃10 < 2, −µ < q̃11 < µ.
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3. Àíàëèç ñöåíàðèåâ ðàçâèòèÿ

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü äîëæíà êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíî îòðàæàòü ïðîöåññû, ïðîîèñõîäÿùèå
â ðåàëüíîé êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ïðåæäå âñåãî îçíà÷àåò,
÷òî ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ íå ìîãóò
ñòàòü îòðèöàòåëüíûìè.
Ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû (8), íà÷èíàþùèåñÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå, íå óõîäÿò çà

åãî ïðåäåëû, ò.å. ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ íå ñòàíîâÿòñÿ îòðèöàòåëüíûìè.
Ïîñêîëüêó ẋ = 0 ïðè x = 0, êîîðäèíàòíàÿ îñü x = 0 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûììíîæåñòâîì.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû ëèáî ëåæàò öåëèêîì íà ýòîé îñè, ëèáî íå ïåðåñåêàþò
îñü Oy.
Çàìåòèì, ÷òî q̃10 ≥ 0. Òîãäà óñëîâèå ẏ = q̃10x ≥ 0 ïðè y = 0, x ≥ 0, îçíà÷àåò, ÷òî

òðàåêòîðèè ñèñòåìû, ïåðåñåêàÿ îñü Ox, ìîãóò òîëüêî âõîäèòü â 1-é êâàäðàíò, íî íå ìîãóò
âûõîäèòü èç ýòîãî ìíîæåñòâà.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû, êîòîðûå ïðè t = t0 íàõîäÿòñÿ â 1-ì êâàäðàíòå,

ïðè t > t0 îñòàþòñÿ â óêàçàííîì ìíîæåñòâå.
Â ëèíåéíîé ñèñòåìå (8) èìååòñÿ îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ | òî÷êà O(0, 0). Â ñèëó

òîãî, ÷òî ìàòðèöà

Q̃ =

(
q̃00 0

q̃10 q̃11

)
ñèñòåìû (8) ÿâëÿåòñÿ íèæíåòðåóãîëüíîé, åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1 = q̃00 è λ2 = q̃11.
Îòìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1 è λ2 ìàòðèöû Q̃ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Ïîýòîìó ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ åñòü ëèáî óñòîé÷èâûé ëèáî íåóñòîé÷èâûé óçåë, ëèáî
ñåäëî. Îñîáî ìîæíî âûäåëèòü âûðîæäåííûå ñëó÷àè, êîãäà îäíî èç ÷èñåë λ1 è λ2 íóëåâîå.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà q̃00q̃11 6= 0, ò.å. îáà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïî-

ñêîëüêó q̃00 è q̃11 ìîãóò íåçàâèñèìî ïðèíèìàòü êàê îòðèöàòåëüíûå, òàê è ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû.

1. Ïðè q̃00 > 0 è q̃11 > 0, q̃00 6= q̃11, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ O(0, 0) áóäåò íåóñòîé÷èâûì
óçëîì, à ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê è ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè ýêñïîíåíöèàëüíî óâåëè÷èâàþòñÿ.
Ïðè ýòîì ìîæíî âûäåëèòü äâà êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñ áèîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

ñöåíàðèÿ. Ïðè ðåàëèçàöèè îäíîãî ñöåíàðèÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè ñòàíîâèòñÿ áîëüøå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê, â äðóãîì
ñëó÷àå ãîñïîäñòâóþùåé ñòàíîâèòñÿ ïîïóëÿöèÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê.
Àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé óäîáíî ïðîâåñòè, îïèðàÿñü íà àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè ïðè x(0) = x0, y(0) = y0 äëÿ ñèñòåìû (8), êîòîðîå ïðè ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ
÷èñëàõ èìååò âèä

x(t) = x0e
q̃00t, y(t) =

q̃10x0

q̃00 − q̃11

(
eq̃00t − eq̃11t

)
+ y0e

q̃11t. (9)
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Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ q̃00 > q̃11

lim
t→+∞

y(t)

x(t)
=

q̃10

q̃00 − q̃11

= d,

ò.å. c òå÷åíèåì âðåìåíè îòíîøåíèå ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîé âå-
ëè÷èíå. Ïðè d > 1 ïðåèìóùåñòâî ïî ÷èñëåííîñòè â ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå áóäåò èìåòü
ïîïóëÿöèÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê, à ïðè d < 1| ïîïóëÿöèÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê.
Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ q̃00 < q̃11

lim
t→+∞

y(t)

x(t)
= +∞,

ò.å. ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîïóëÿöèÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ñòàíåò ïðåîáëàäàþùåé.
Ïðèìåðû ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3 è 4, ãäå âûäåëåíû òðàåêòîðèè, èñõîäÿ-

ùèå èç òî÷êè (1, 0) è ñîîòâåòñòâóþùèå òèïè÷íîé ñèòóàöèè ïðè êóëüòèâèðîâàíèè ñòâîëîâûõ
êëåòîê in vitro, êîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîïóëÿöèîííàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò òîëüêî
èç íîðìàëüíûõ êëåòîê [6].

Ðèñ. 3. Ïðåîáëàäàíèå àíîìàëüíûõ êëåòîê

2. Ïðè q̃00 < 0 è q̃11 < 0, q̃00 6= q̃11, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ O(0, 0) áóäåò óñòîé÷èâûì
óçëîì. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëåííîñòè îáåèõ ïîïóëÿöèé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óìåíüøàþòñÿ è ïî-
ïóëÿöèè âûìèðàþò. Ïðèìåð ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïðèâåäåí íà ðèñ. 5, ãäå âûäåëåíà òðàåêòîðèÿ,
âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (1, 0).
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Ðèñ. 4. Ïðåîáëàäàíèå íîðìàëüíûõ êëåòîê

Ðèñ. 5. Âûìèðàíèå ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû
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3. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà q̃00 < 0 è q̃11 > 0 èëè q̃00 > 0 è q̃11 < 0, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ áóäåò
ñåäëîì. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîïóëÿöèÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âûìèðàåò,
à ïîïóëÿöèÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ñòàíîâèòñÿ äîìèíèðóþùåé. Ïðèìåð ôàçîâîãî ïîðòðåòà
ñèñòåìû ïðèâåäåí íà ðèñ. 6, ãäå âûäåëåíà òðàåêòîðèÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (1, 0).

Ðèñ. 6. Äîìèíèðîâàíèå ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê

Âî âòîðîì ñëó÷àå äîìèíèðóþùåé ñòàíîâèòñÿ ïîïóëÿöèÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê, ïàðàë-
ëåëüíî ñ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïîïóëÿöèÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê, <ïîäïèòûâàåìàÿ> çà ñ÷åò äåëå-
íèÿ ÷àñòè íîðìàëüíûõ êëåòîê íà ïàðó àíîìàëüíûõ. Ïðèìåð ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïðèâåäåí íà
ðèñ. 7. Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà òðàåêòîðèÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (1, 0).

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, íàéäÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Q̃, ìîæíî âèäåòü, ÷òî îäíà
ñåïàðàòðèñà ñåäëà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x = 0, à âòîðàÿ | y = kx, ãäå

k =
q̃10

q̃00 − q̃11

> 0.

Êî âòîðîé ñåïàðàòðèñå ñòðåìÿòñÿ òðàåêòîðèè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì îñîáûé ñëó÷àé, êîãäà q̃00q̃11 6= 0 è q̃00 = q̃11 = λ1 = λ2 = λ.

Ïðè λ > 0 áóäåì èìåòü âûðîæäåííûé íåóñòîé÷èâûé óçåë, à ïðè λ < 0| âûðîæäåííûé
óñòîé÷èâûé óçåë.
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Ðèñ. 7. Äîìèíèðîâàíèå ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê

Äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðè λ > 0 óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ïðè x(0) = x0, y(0) = y0 äëÿ ñèñòåìû (8), êîòîðîå
ïðè ñîâïàäàþùèõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ èìååò âèä

x(t) = x0e
λt,

y(t) = (q̃10t + y0)e
λt.

(10)

Çàìåòèì, ÷òî

y(t)

x(t)
=

q̃10t + y0

x0

.

Ïîñêîëüêó q̃10 > 0, òî äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé x0, y0 èç ìíîæåñòâà G, òàêèõ, ÷òî
x0 > y0, íàéäåòñÿ òàêîé ìîìåíò t∗, ÷òî ïðè t > t∗ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

y(t)

x(t)
> 1.

Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïîïóëÿöèÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ñòà-
íîâèòñÿ ïðåîáëàäàþùåé.
Ðàññìîòðèì äðóãèå îñîáûå ñëó÷àè, âîçíèêàþùèå ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà q̃00q̃11 = 0.
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Çäåñü àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé òàêæå óäîáíî ïðîâåñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ (9) çàäà÷è Êîøè ïðè x(0) = x0, y(0) = y0.
Åñëè λ1 = q̃00 = 0 è λ2 = q̃11 > 0, òî ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê îñòà-

åòñÿ ïîñòîÿííîé, à ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ âîçðàñòàåò. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.
Åñëè λ1 = q̃00 = 0 è λ2 = q̃11 < 0, òî ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê îñòàåòñÿ

ïîñòîÿííîé, à èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

− q̃10x0

q̃11

(
1− eq̃11t

)
+ y0e

q̃11t.

Ïðè t→ +∞ èìååì

y → − q̃10x0

q̃11

> 0,

ò.å. ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.
Åñëè λ1 = q̃00 > 0 è λ2 = q̃11 = 0, òî ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê ýêñïî-

íåíöèàëüíî âîçðàñòàåò, à ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ òàêæå âîçðàñòàåò, ïðè÷åì

y(t) =
q̃10x0

q̃00

(
eq̃00t − 1

)
+ y0,

ò.å. ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.
Åñëè λ1 = q̃00 < 0 è λ2 = q̃11 = 0, òî ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê ýêñïî-

íåíöèàëüíî óáûâàåò, à ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå

y0 −
q̃10x0

q̃00

> 0.

Åñëè λ1 = q̃00 = 0 è λ2 = q̃11 = 0, òî ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, à èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê çàäàåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì

y(t) = q̃10x0t + y0.

Ïîñêîëüêó q̃10 > 0, òî ïðè x0 > 0 ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê ëèíåéíî
âîçðàñòàåò, à ïðè x0 = 0 îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé y0. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ O(0, 0)

ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.
Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî îñíîâíûå ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé ïîïóëÿöè-

îííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ q̃00 è q̃11. Ìîæíî âûäåëèòü ïÿòü ìíî-
æåñòâ (ðèñ. 8), èç êîòîðûõ áëàãîïðèÿòíûå ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ ðåàëèçóþòñÿ íà ìíîæåñòâàõ II
(q̃00 > 0, q̃11 > 0, q̃00 > q̃11) è III (q̃00 > 0, q̃11 < 0), ãäå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñîîòíîøåíèå
÷èñëåííîñòåé íîðìàëüíûõ è àíîìàëüíûõ êëåòîê ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå.
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Ðèñ. 8. Îáëàñòè ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèåâ

Íåáëàãîïðèÿòíûå ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîïóëÿöèÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê ïîäà-
âëÿåòñÿ ïîïóëÿöèåé àíîìàëüíûõ êëåòîê, ðåàëèçóþòñÿ íà ìíîæåñòâàõ I (q̃00 > 0, q̃11 > 0,
q̃00 < q̃11) è V (q̃00 < 0, q̃11 > 0).

Òàêæåíåáëàãîïðèÿòíûìÿâëÿåòñÿ ñöåíàðèéïîëíîãî âûìèðàíèÿïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû,
ðåàëèçóþùèéñÿ íà ìíîæåñòâå IV (q̃00 < 0, q̃11 < 0).

Çàêëþ÷åíèå

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðè åå ïî-
ñòðîåíèè áèîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèîí-
íîé ñèñòåìå, òàêèõ êàê äîëè êëåòîê, ðàçäåëèâøèõñÿ çà çàäàííîå âðåìÿ, íå ðàçäåëèâøèõñÿ,
<ïîãèáøèõ>, à òàêæå ïåðåøåäøèõ â ïîïóëÿöèþ àíîìàëüíûõ êëåòîê èç ïîïóëÿöèè íîðìàëü-
íûõ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò áîëåå äåòàëüíî àíàëèçèðîâàòü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ <ïåðâè÷-
íûõ> ïàðàìåòðîâ íà äèíàìèêó ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû.

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíî ìîäåëèðîâàòü èçâåñòíûå èç ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîé ïðàêòèêè ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû. Êðîìå áëàãîïðèÿò-
íûõ ñöåíàðèåâ, ïðè ðåàëèçàöèè êîòîðûõ â ïîïóëÿöèîíîé ñèñòåìå ïðåîáëàäàþò íîðìàëüíûå
êëåòêè, ìîäåëü äîïóñêàåò ñöåíàðèé ðàçâèòèÿ, ïðè êîòîðîì â ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå ïî-
ïóëÿöèÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ïîäàâëÿåò ïîïóëÿöèþ íîðìàëüíûõ, ò.å. ïîëó÷àåò ñåëåêòèâíîå
ïðåèìóùåñòâî. Òàêæå ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè íàáëþäàåòñÿ ñöåíàðèé, ïðè ðåàëè-
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çàöèè êîòîðîãî íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ðîñò ÷èñëåííîñòè êëåòîê â ïîïóëÿöèîííîé
ñèñòåìå, ñìåíÿþùèéñÿ çàòåì áåç âèäèìûõ ïðè÷èí óìåíüøåíèåì ÷èñëåííîñòè è ïîñëåäóþ-
ùåé ãèáåëüþ ïîïóëÿöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ¹ 13-07-00720.
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This paper deals with the development of a mathematical model of population dynamics of
human stem cells being cultured in vitro. This investigation was inspired by the intensive develop-
ment of stem cell transplantation. The authors investigated formation processes of cell population
with chromosome abnormalities in population of normal cells along with the co-development of
these populations in vitro. In this paper a refined continuous dynamic model of isolated population
system which consisted of the population of normal stem cells and the population of cells with
chromosomal abnormalities was proposed. An essential feature of this model is the necessity for
biological characteristics of the processes that occur in the cell population system for its creation.
These characteristics are: the portion of cells divided within the specified time, the portion of
died cells and the portion of cells passed into the population of abnormal cells from normal cell
populations. This approach allows one to provide a more detailed analysis of the impact of different
"primary" parameters on the dynamics of population system. Parametric analysis of the model
was carried out; main scenarios of its development were described. Proposed model allows one to
simulate correctly main scenarios of the evolution of population system which are known from the
experimental investigations.
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