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 Введение 

Углеродные нанотрубки (УНТ) обладают уникальными физическими 

свойствами. В частности, их жесткость оказывается сравнимой с жесткостью 

алмаза, а их прочность и гибкость на порядки превышает показатели лучших 

сортов стали [1-3]. Отмеченные характеристики позволяют рассматривать 

углеродные нанотрубки в качестве перспективной основы для разработки 

новых высокопрочных полимерных композиционных материалов (ПКМ) [4-

7]. Исследованию микроструктуры и механических свойств ПКМ в 

настоящее время уделяется большое внимание, как в нашей стране, так и за 

рубежом [6-12].  

Получение УНТ основано на нескольких методах. При использовании 

наиболее дешевых методов, таких как разрядно-дуговой или метод 

химического осаждения из пара, образующиеся нанотрубки имеют 

преимущественно многослойную структуру. В научной литературе 

механические свойства многослойных УНТ практически не исследованы. 

Имея целью восполнить данный пробел, в настоящей работе  проведен 
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анализ влияния различных параметров многослойных нанотрубок на их 

механические свойства. 

 

1. Постановка задачи и метод ее решения  

 

В подавляющем большинстве случаев [13-18] теоретический анализ 

механических свойств УНТ проводится методами молекулярной динамики на 

основе потенциала взаимодействия Бреннера-Терсоффа [19, 20]. Данный 

потенциал наиболее точно воспроизводит особенности взаимодействия 

атомов углерода на расстояниях, не превышающих 102 10−⋅ м. Однако учет 

особенностей взаимодействия атомов на расстояниях, превышающих 
102 10−⋅ м, может иметь существенное значение при изучении механических 

свойств многослойных УНТ. Известно, что в процессе осевого сжатия 

однослойных УНТ могут развиваться бифуркационные процессы. Как 

правило, бифуркационные процессы описываются на основе классической 

теории оболочек [21-29]. При этом игнорируются характерные особенности, 

обусловленные дискретным строением углеродной нанотрубки. В работах 

[24-29] проводился анализ бифуркационных процессов УНТ на основе 

различных методов. Следует отметить, что в данных исследованиях   

рассмотренные УНТ были однослойными и характеризовались различными 

геометрическими параметрами, в том числе и хиральностью. В связи с этим,  

разброс полученных результатов в работах [24-29] не позволяет установить 

характерные закономерности в зависимостях критических параметров 

процессов бифуркации от длины, диаметра и хиральности даже для 

однослойных УНТ. Подобные результаты, тем более, не могут быть 

адекватно аппроксимированы на многослойные УНТ.  

С учетом отмеченных обстоятельств целью настоящей работы являлось 

исследование процессов бифуркации многослойных УНТ и установление 

зависимостей основных характеристик данных процессов от геометрических 

параметров и хиральности многослойных УНТ.   
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Анализ равновесных конфигураций нанотрубок проводился на основе 

комбинационного потенциала [30], задаваемого соотношением: 

 

( ) ( ) ( ) ( )BT MM
ij ij ij ij ij ij ijE r r E r E rς ξ= + , 

 

где BT
ijE  – потенциал Бреннера-Терсоффа, ( )MM

ij ijE r  – модифицированный 

потенциал Морзе:   

 

( )MM
ij ij пр угE r E E= + , 

где 

 
( )( )( ) 2{[1 ] 1}
e

ij ijr Re
пр ijE D e β− −= − − ,  ( ) 2 ( ) 41 ( ) [1 ( ) ]

2
e e

уг ijk ijk s ijk ijkE k kθ θ θ θ θ= − + − . 

 

В приведенных выражениях ступенчатые функции ( )ijrς  и ( )ijrξ  

обеспечивают доминантные роли потенциалу Бреннера-Терсоффа при 
101,7 10ijr −< ⋅  м, модифицированному потенциалу Морзе при 

102 10−⋅ м ijr< < 91 10−⋅ м  и достаточную гладкость перехода потенциала 

Бреннера-Терсоффа в модифицированный потенциал Морзе в интервале 

значений от 101,7 10−⋅  м до 102 10−⋅ м (рисунок 1). Численные значения 

параметров выбирались равными: ( ) 101,315 10e
ijR −= ⋅ м, ( ) 199,325 10e

ijD −= ⋅ Н·м, 

0,80469ijδ = , 1,29ijS = , 101,5 10ijβ = ⋅ м-1, (1) 101,7 10ijR −= ⋅ м, (2) 102,0 10ijR −= ⋅ м, 

( ) 2,094e
ijkθ =  рад, 180,9 10kθ

−= ⋅  Н·м/рад2, 0,754sk =  рад-4, 0 0,011304a = ,  

0 19c = ,  0 2,5d = . 
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Рисунок 1 – Комбинационный потенциал взаимодействия 

 

Исследование влияния структурных нарушений УНТ на ее упругие 

характеристики проводилось на основании методики разработанной в [31]. 

Данная методика, в соответствии с нотацией послойного прохождения 

атомов углерода и разработанного критерия определения области учета 

влияния ближайших соседей, позволяет записать систему уравнений баланса 

сил для атомов углерода в каноническом виде. Следует отметить, что 

получаемые дифференциально-матричные операторные уравнения 

приводятся к ленточному типу. Ширина ленты ς  зависит от степени 

рассматриваемого приближения и равняется числу атомов УНТ, 

заключенных в соответствующем круге приближения [31]. Подобное 
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преобразование системы уравнений баланса сил существенно снижает 

вычислительную сложность задачи.  

 

2. Результаты исследования и их обсуждение  

 

Для проведения исследования и сравнительного анализа процессов 

бифуркации однослойной УНТ с различными геометрическими 

характеристиками введем безразмерный параметр η, определив его как 

отношение длины нанотрубки к ее радиусу.  

На рисунке 2 для различных типов однослойных УНТ представлены 

зависимости от параметра η величин критической деформации ε, при которой 

реализуется бифуркационный процесс. Можно видеть, что во всех случаях, 

независимо от хиральности, характер данных зависимостей обнаруживает 

две области значений η, в пределах которых зависимость ε от η качественно 

отличается.  

 

(а)    
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(б)    

 

(в)    
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(г)  

 

(д)  
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(е)  

 

Рисунок 2 – Зависимость от η относительной величины критической 

деформации для однослойных УНТ с различными значениями хиральности: 

(5,5) (а); (10,10) (б); (15,15) (в); (7,0) (г); (16,0) (д); (25,0) (е) 

 

В первой области значений зависимость критической деформации ε от 

η во всех случаях практически линейна. Во второй – характер изменения ε от 

η имеет экспоненциальный характер. Не зависимо от хиральности, 

критическое значение параметра η*, который служит разделом между 

полученными закономерностями, увеличивается по мере увеличения 

диаметра нанотрубки. Детальный анализ структурных изменений 

однослойной нанотрубки позволил установить следующие характерные 

особенности. Во всех случаях для критических значений деформации в 

первой области значений η (η<η*), бифуркационный переход сопровождается 

сплющиванием однослойной нанотрубки вдоль ее оси симметрии. Для 

второй области значений η > η*  нанотрубка прогибается как стержень. 

Подобное поведение углеродной нанотрубки является результатом 

бифуркационного перехода. 

Полученные результаты показывают независимость наблюдаемых 
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закономерностей от хиральности нанотрубки и явную зависимость 

наблюдаемых структурных изменений от параметра η. Менее очевидно 

влияние диаметра однослойной нанотрубки на специфику поведения  

рассматриваемых процессов. Для выяснения данных особенностей было 

проведено дополнительное исследование, для которого были выбраны 

различные однослойные нанотрубки, характеризуемые различной 

хиральностью и разными значениями диаметра, но одинаковым значением 

параметра η=6,2. Полученные результаты, которые отражают зависимость 

значения критической деформации от диаметра УНТ, представлены на 

рисунке 3. Можно видеть, что независимо от хиральности, по мере роста 

диаметра нанотрубки значения критической деформации ε убывают.  

 

 
 

Рисунок 3 – Зависимость относительной величины критической деформации 

от диаметра однослойной нанотрубки 
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Самостоятельный интерес представляет анализ изменения 

энергетического состояния однослойной УНТ в процессе бифуркационных 

изменений. На рисунке 4 для однослойных УНТ с различными 

геометрическими параметрами и хиральностью, представлены зависимости 

величин избыточной энергии деформации, приходящейся на один атом УНТ 

– величины W∆  от механической деформации ε.  В данном исследовании  

величина W∆  вычисляется как разность упругой энергии деформированной 

и исходной нанотрубки. Полученные результаты позволили установить, что в 

процессе бифуркации происходит скачкообразное изменение величины W∆ . 

Исследование показало, что  независимо от хиральности, по мере увеличения 

диаметра нанотрубки величина механической деформации, при которой 

происходит скачек амплитуды величины W∆  уменьшается, а численное 

значение амплитуды скачка также снижается.  

 

(а)  
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(б)  

 

(в)  

 

http://technomag.bmstu.ru/doc/533309.html


10.7463/0213.0533309   22 

(г)  

 

(д)  
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(е)  

 

Рисунок 4 – Зависимость от деформации ε величины избыточной энергии 

деформации W∆  для однослойных УНТ с различными значениями 

хиральности: (5,5) (а); (10,10) (б); (15,15) (в); (7,0) (г); (16,0) (д); (25,0) (е) 

 

Комплексный анализ результатов исследования позволил выявить и 

обосновать следующие закономерности в поведении однослойной УНТ при 

осевой деформации. В процессе сжатия однослойной УНТ бифуркационные 

процессы могут развиваться по двум сценариям. В одном случае нанотрубка 

изгибается как стержень, выходя за пределы своей оси симметрии, в другом 

случае, нанотрубка, сохраняя свою ось симметрии, формирует выпуклости и 

вогнутости на поверхности. Развитие сценария бифуркационных процессов 

для однослойной нанотрубки определяется ее геометрическими 

параметрами: диаметром и отношением длины к диаметру. Для однослойных 

углеродных нанотрубок не наблюдается явной зависисмости 

бифуркационных процессов от хиральности.  

Для многослойных нанотрубок параметр η не имеет однозначной  
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интерпретации, поэтому для многослойных нанотрубок анализ влияния 

геометрических параметров на особенности бифуркационных процессов 

проводился в абсолютных значениях длины нанотрубки. 

На рисунке 5 для различных двухслойных УНТ представлены 

зависимости величин критической деформации ε от длины нанотрубок. На 

данном рисунке для сравнения приведены зависимости критической 

деформации для соответствующих однослойных УНТ, из которых состоят 

двухслойные УНТ. Детальный анализ структурных изменений, 

происходящих в двухслойных УНТ в процессе сжатия, позволил установить 

ряд закономерностей. Соотношение диаметров нанотрубок, составляющих 

двухслойную УНТ, предопределяют три зоны длин двухслойных нанотрубок, 

в пределах которых структурные бифуркационные изменения при 

достижении критической деформации имеют следующие характерные 

особенности. В области больших значений длин запуск прогиба двухслойной 

нанотрубки реализуется за счет прогиба внутренней нанотрубки, которая 

начинает прогибаться первой. В этом случае, как было установлено ранее,  

бифуркация каждой из нанотрубок протекает по типу стержневого прогиба. 

Важной особенностью при этом является значение уровня критической 

деформации двухслойной УНТ, который оказывается выше 

соответствующего значения для внутренней однослойной УНТ и ниже 

соответствующего значения для внешней однослойной УНТ. Данная зона 

длины двухслойной УНТ характеризуется тем, что  внутренняя однослойная 

УНТ стимулирует прогиб внешней, в то время как внешняя нанотрубка 

тормозит прогиб внутренней.  
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(а)  

 

(б)  
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(в)  

 

(г)  

 

Рисунок 5 – Зависимость критической деформации от длины двухслойных 

УНТ с различными значениями хиральности: (5,5)(10,10) (а); (10,10)(15,15) 

(б); (7,0)(16,0)  (в); (16,0)(25,0) (г) 

 

Область малых значений длины двухслойной УНТ, характеризуется 

другими закономерностями. В данном случае бифуркационный процесс 

запускается внешней нанотрубкой, так как при достижении критической 
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деформации она первой начинает деформироваться по типу выпуклостей и 

вогнутостей с сохранением своей первоначальной оси симметрии. Теперь 

уровень критической деформации двухслойной нанотрубки оказывается 

выше уровня критической деформации внешней нанотрубки и ниже уровня 

критической деформации внутренней нанотрубки. В данной области длин 

двухслойной УНТ запуск бифуркационного процесса осуществляется  

внешней нанотрубкой.  

В центральной области значений длин двухслойной УНТ итоговая 

бифуркация реализуется по типу образования вогнутостей. Это связано с тем, 

что в данной области бифуркация однослойной внешней УНТ развивается за 

счет образования вогнутостей, с сохранением центральной оси 

первоначальной симметрии, в то время как независимая бифуркация 

однослойной внутренней УНТ все еще развивается по типу стержневого 

прогиба. При этом, в зависимости от длины нанотрубки, запуск 

бифуркационного процесса двухслойной нанотрубки может 

осуществляться,как за счет внешней нанотрубки, так и за счет внутренней 

нанотрубки. Данный процесс предопределяется соотношением диаметров 

однослойных нанотрубок и значением длины двухслойной нанотрубки. 

Полученные результаты позволили установить, что для двухслойных 

нанотрубок описанные закономерности бифуркационных процессов 

оказываются независимыми от хиральности нанотрубок.  

  Для выяснения влияния роли диаметра двухслойных УНТ было 

проведено дополнительное исследование. Для анализа были выбраны 

двухслойные нанотрубки, характеризуемые различной хиральностью и 

диаметром. Следует отметить, что во всех случаях отношение длины 

двухслойной нанотрубки к диаметру внешней однослойной нанотрубки 

выбиралось одинаковым и составляло значение близкое к пяти. Полученные 

результаты исследования в виде зависимости значения критической 

деформации ε от диаметра внешней УНТ представлены на рисунке 6. Можно 

видеть, что независимо от хиральности, по мере роста диаметра нанотрубки, 
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значения критической деформации убывают по закону близкому к 

гиперболическому. 

 

 
 

Рисунок 6 – Зависимость критической деформации ε от внешнего диаметра 

двухслойной нанотрубки 

 

Самостоятельный интерес представляет анализ изменения 

энергетического состояния двухслойной УНТ в процессе бифуркационных 

изменений. Данные зависимости для различных двухслойных нанотрубок 

представлены на рисунке 7. Полученные результаты позволили установить 

следующие характерные особенности в изменении энергетического 

состояния двухслойных УНТ. Начало бифуркационного деформирования 

сопровождается скачкообразным изменением величины W∆ . Причем, если 

для однослойных нанотрубок данный скачек приводил к снижению 

величины избыточной энергии деформации, то в данном случае  скачек 

http://dx.doi.org/10.7463/0213.0533309


http://technomag.bmstu.ru/doc/533309.html 29 

избыточной энергии соответствует сначала существенному увеличению 

избыточной энергии, которое впоследствии сопровождается относительно 

небольшим спадом. Из особенностей также следует отметить, что 

энергетический скачок осуществляется в более узком диапазоне значений 

деформации по сравнению с однослойными УНТ. 

 

а)  
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б)  

 

в)  
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г)  

 

Рисунок 7 – Зависимости механической деформации ε от величин 

избыточной энергии деформации в расчете на один атом двухслойных 

нанотрубок с различными значениями хиральности: (5,5)(10,10) (а); 

(10,10)(15,15) (б); (7,0)(16,0) (в); (16,0)(25,0) (г) 

 

Дополнительный анализ структурных изменений в двухслойной УНТ 

позволил установить следующие закономерности. В процессе деформации  

момент достижения критического значения деформации характеризуется 

началом бифуркационных изменений внешней нанотрубки. Об этом 

свидетельствует резкое увеличение избыточной энергии. В этом момент на 

поверхности внешней нанотрубки начинают образовываться выпуклости и 

вогнутости, однако развитию вогнутостей внешней нанотрубки препятствует 

внутренняя нанотрубка. В результате такого противоборства на поверхности 

внутренней нанотрубки также начинают образовываться выпуклости и 

вогнутости. В свою очередь, это приводит к резкому возрастанию 

потенциальной энергии атомов, как внешней, так и внутренней нанотрубок. 

Развитие данного процесса противоборства и взаимного содействия в 
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формировании неровностей на обеих нанотрубках в определенный момент 

времени достигает критического насыщения. В результате этого реализуется 

структурная перестройка атомов, как внешней, так и внутренней нанотрубок. 

На графиках рисунка 7 это обозначено небольшим спадом значений 

избыточной энергии. При этом  последующее увеличение деформации 

двухслойной нанотрубки уже не вызывает существенных скачков в 

значениях избыточной энергии. 

Результаты анализа аналогичных бифуркационных процессов для 

трехслойных УНТ представлены соответственно на рисунках 8 и 9. На 

рисунке 8 показаны зависимости величины критической деформации от длин 

различных трехслойных УНТ. На рисунке 9 отображены зависимости 

избыточной энергии от уровня внешней деформации. Можно видеть, что 

основные закономерности, установленные для двухслойных нанотрубок, 

наблюдаются и в случае трехслойных нанотрубок. 

 

а)  
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б)  

 

Рисунок 8 – Зависимость от длины величины критической деформации для 

трехслойных УНТ с различными значениями хиральности: 

(5,5)(10,10)(15,15) (а); (7,0)(16,0)(25,0) (б) 

 

(а)  
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(б)  

 

Рисунок 9 – Зависимости от деформации величины избыточной энергии 

приходящейся на один атом трехслойных нанотрубок с различными 

значениями хиральности: (5,5)(10,10)(15,15) (а); (7,0)(16,0)(25,0) (б) 

 

Анализ структурных изменений, происходящих в процессе сжатия  

трехслойных углеродных нанотрубках, показал, что соотношение диаметров 

нанотрубок, составляющих трехслойную нанотрубку, предопределяет три 

зоны длин трехслойных нанотрубок. Для данных областей характерны 

индивидуальные структурные бифуркационные изменения при достижении 

критической деформации. Рассмотрим подробно следующие характерные 

особенности. В области больших значений длин, когда бифуркация каждой 

из нанотрубок протекает по типу стержневого прогиба, запуск прогиба 

трехслойной нанотрубки реализуется за счет прогиба внутренней 

нанотрубки, которая начинает прогибаться первой. Важной особенностью, 

при этом является уровень критической деформации трехслойной 

нанотрубки, который оказывается выше соответствующего значения для 
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внутренней и средней нанотрубки, но ниже соответствующего значения для 

внешней нанотрубки. В данном случае внутренняя нанотрубка стимулирует 

прогиб сначала средней УНТ, а затем внешней УНТ. В то же время, средняя 

и внешняя нанотрубки препятствуют формоизменению внутренней 

нанотрубки. Область малых значений длины трехслойной нанотрубки 

характеризуется другими закономерностями. В данном случае 

бифуркационный  процесс  запускается  внешней  нанотрубкой,  так  как  при 

достижении критической деформации она первой начинает деформироваться 

по типу вогнутостей и выпуклостей, с сохранением своей первоначальной 

внутренней оси. Теперь уровень критической деформации трехслойной 

нанотрубки оказывается выше уровня критической деформации внешней и 

средней нанотрубок, но ниже уровня критической деформации внутренней 

нанотрубки. Соответственно, для данной области характерно то, что  теперь 

внешняя нанотрубка запускает бифуркационный процесс трехслойной 

нанотрубки, а средняя и внутренняя нанотрубки препятствуют развитию 

данного процесса. Характеризуя центральную область, следует отметить, что  

итоговая бифуркация трехслойной нанотрубки реализуется по типу 

образования вогнутостей. Это связано с тем, что бифуркация однослойной 

внешней нанотрубки развивается за счет образования вогнутостей с 

сохранением центральной оси первоначальной симметрии, в то время как 

независимая бифуркация однослойных внутренней и средней нанотрубок все 

еще развивается по типу стержневого прогиба. При этом, в зависимости от 

длины нанотрубки, запуск бифуркационного процесса трехслойной 

нанотрубки может осуществляться, как за счет внешней нанотрубки, так и за 

счет внутренних нанотрубок. Это предопределяется соотношением 

диаметров однослойных нанотрубок и значениями длин трехслойной 

нанотрубки. 

Полученные результаты позволили установить, что начало 

бифуркационного деформирования сопровождается скачкообразным 

изменением величины W∆ . В данном случае, также как и для двухслойных 
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нанотрубок, наблюдаемый скачек сопровождается сначала увеличением 

величины избыточной энергии с последующим спадом. Анализ структурных 

изменений в трехслойной углеродной нанотрубке показал, что в процессе 

деформации момент достижения критического значения деформации, при 

котором наблюдается резкое увеличение избыточной энергии, 

характеризуется началом бифуркационных изменений внешней  нанотрубки.  

Это объясняется тем, что на поверхности внешней нанотрубки начинают 

образовываться выпуклости и вогнутости, однако развитию вогнутостей 

внешней нанотрубки препятствует сначала средний, а потом и внутренний 

слои трехслойной нанотрубки. В результате такого противоборства на 

поверхностях средней и внутренней нанотрубки также начинают 

образовываться выпуклости и вогнутости. Данный процесс приводит к 

резкому возрастанию потенциальной энергии атомов, как внешней, так и 

внутренней нанотрубок. Развитие данного процесса противоборства и 

взаимного содействия в формировании неровностей на всех трех 

нанотрубках в определенный момент времени достигает критических 

геометрических искажений, после чего реализуется структурная перестройка 

атомов нанотрубок, сопровождаемая небольшим спадом значения 

избыточной энергии. При этом  последующий рост деформации трехслойной 

нанотрубки уже не вызывает существенных скачков в значениях избыточной 

энергии.  
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