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êîìïîçèòà ñ äèñïåðñíûìè âêëþ÷åíèÿìè
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Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè, óñòàíàâëèâàþùèå
ñâÿçü òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ êîìïîçèòà, àðìèðîâàííîãî èçîòðîï-
íûìè âêëþ÷åíèÿìè øàðîâîé ôîðìû, ñ òåðìîóïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòðèöû è âêëþ÷åíèé
è èõ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèåé. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýòèõ çàâèñèìîñòåé ñ èçâåñòíûìè ôîð-
ìóëàìè, ïîëó÷åííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãèõ ïîäõîäîâ, è ñ äâóñòîðîííèìè îöåíêàìè âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé ýòîãî êîýôôèöèåíòà, êîòîðûå ñëåäóþò èç âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è
òåðìîóïðóãîñòè. Ïðåäñòàâëåííûå ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè ïîçâîëÿþò ïðîãíîçèðîâàòü çíà÷åíèå
òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ êîìïîçèòà ñ äèñïåðñíûìè èçîòðîïíûìè
âêëþ÷åíèÿìè, â òîì ÷èñëå ñ íàíîñòðóêòóðíûìè ýëåìåíòàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèò; ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàíèÿ; äâóñòîðîííèå îöåíêè; èçîòðîïíûå øàðî-
âûå âêëþ÷åíèÿ; òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ

Ââåäåíèå

Êîìïîçèòû â êà÷åñòâå êîíñòðóêöèîííûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ìàòåðèàëîâ íàõîäÿò øè-
ðîêîå ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ òåõíèêè. Ñðåäè ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ, îïðåäåëÿ-
þùèõ êîíêðåòíûå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ êîìïîçèòîâ ïðè íàëè÷èè òåïëîâûõ âîçäåéñòâèé,
âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò òåðìîóïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè, â òîì ÷èñëå òåìïåðàòóðíûé êîýô-
ôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ. Îöåíêó ýòîãî êîýôôèöèåíòà ïî èçâåñòíûì ñâîéñòâàì
ìàòðèöû êîìïîçèòà è àðìèðóþùèõ âêëþ÷åíèé ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ïîä-
õîäû [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. Îäèí èç òàêèõ ïîäõîäîâ, íàçûâàåìûé ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâà-
íèÿ [8, 9, 10, 11, 12], ñîñòîèò â ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ îòäåëüíî âçÿòîãî ýëåìåíòà íåîäíîðîä-
íîñòè ìàòåðèàëà (âêëþ÷åíèÿ èëè ÷àñòèöû ìàòðèöû êîìïîçèòà) ñ îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé
ñðåäîé, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîé ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ [13]. Ïîñëåäóþùåå îñðåäíåíèå
ïî ïðåäñòàâèòåëüíîìó îáúåìó ìàòåðèàëà âîçìóùåíèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ â ýòèõ
ýëåìåíòàõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè äëÿ îöåíêè èñêîìûõ õàðàêòåðèñòèê
ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà.
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Â òåõíèêå íàðÿäó ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïîçèòîâ, àðìèðîâàííûõ âîëîêíèñòûìè âêëþ÷å-
íèÿìè, øèðîêî ïðèìåíÿþò äèñïåðñíî óïðî÷íåííûå êîìïîçèòû, â êîòîðûõ âêëþ÷åíèÿìè
ÿâëÿþòñÿ ÷àñòèöû èç âûñîêîïðî÷íûõ è âûñîêîìîäóëüíûõ ìàòåðèàëîâ, â òîì ÷èñëå íàíî-
ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû [14, 15, 16, 17]. Îáû÷íî äèñïåðñíûå ÷àñòèöû èìåþò áëèçêèå ðàç-
ìåðû âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ, ÷òî ïîçâîëÿåò ôîðìó òàêèõ ÷àñòèö â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
ñ÷èòàòü øàðîâîé [18, 19, 20]. Äîñòàòî÷íî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè êîìïîçèòû,
íàçûâàåìûå ñôåðîïëàñòèêàìè [21], êîòîðûå ñîäåðæàò äèñïåðñíûå ÷àñòèöû ñòðîãî øàðîâîé
ôîðìû, íàïðèìåð ïîëûå ñòåêëîñôåðû [22, 23, 24].
Áëèçêèìè ïî òåìàòèêå ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû [25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32], ïîñâÿùåííûå

òåðìîóïðóãèì ñâîéñòâàì ïîðèñòûõ ìåòàëëîâ, ìåòàëëîêåðàìèêè, ïîëèìåðîâ è ñòðîèòåëü-
íûõ ìàòåðèàëîâ, òàê êàê îòäåëüíî âçÿòóþ ïîðó äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü êàê àáñîëþòíî
ïîäàòëèâîå âêëþ÷åíèå ñ íóëåâûì òåìïåðàòóðíûì êîýôôèöèåíòîì ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ.
Äîñòîâåðíûå îöåíêè òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ êîìïîçèòà îñîáåííî âàæíû ïðè åãî èñïîëüçîâà-
íèè â òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ, ê êîòîðûì ïðåäúÿâëÿþòñÿ âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ïî ðàçìåð-
íîé ñòàáèëüíîñòè [33] è â êîòîðûõ èñïîëüçóåìûé ìàòåðèàë âêëþ÷àåò ðàçíîðîäíûå êîìïî-
íåíòû [34].
Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïóáëèêóåìûõ ðàáîò ïî îöåíêå òåðìîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïî-

çèòîâ ñ äèñïåðñíûìè âêëþ÷åíèÿìè ïîäòâåðæäàåò àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ òðåáóþò êîìïëåêñíîãî ïîäõîäà è èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ
êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâà-
þùåé òåïëîâîå ðàñøèðåíèå êîìïîçèòà, íåðàçðûâíî ñâÿçàíî ñ àíàëèçîì åãî íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ [35, 36, 37]. Â äàííîé ðàáîòå ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñàìîñî-
ãëàñîâàíèÿ ïîçâîëèëî ðåàëèçîâàòü òàêîé ïîäõîä è ïîëó÷èòü ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè, ñâÿ-
çûâàþùèå òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ äèñïåðñíî óïðî÷íåííîãî
êîìïîçèòà ñ òåðìîóïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòðèöû è âêëþ÷åíèé è èõ îáúåìíîé êîí-
öåíòðàöèåé. Äëÿ ïðîâåðêè äîñòîâåðíîñòè ýòèõ çàâèñèìîñòåé ïîñòðîåíû äâóñòîðîííèå ãðà-
íèöûîáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ýòîãî êîýôôèöèåíòà, îñíîâàííûåíà ðàíåå ðàçðàáîòàííîé
äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè íåîäíîðîäíîãî òâåðäîãî
òåëà.

1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ

Â ñëó÷àå øàðîâûõ âêëþ÷åíèé îäèíàêîâîãî ðàçìåðà ïðè èõ íàèáîëåå ïëîòíîé óïàêîâêå,
êîãäà â êàæäîì ñëîå öåíòðû êîíòàêòèðóþùèõ ìåæäó ñîáîéøàðîâ íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ ïðà-
âèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ CV òàêèõ âêëþ÷åíèé ïðèíèìàåò íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå C◦

V =
π

3
√

2
≈ 0,7405 [38]. Åñëè íå ó÷èòûâàòü êîíêðåòíûé ðàçìåð âêëþ÷åíèé

è ñ÷èòàòü, ÷òî èõ äèàìåòð ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî äî áåñêîíå÷íî
ìàëîãî, ò. å. âîçìîæíî çàïîëíåíèå âñåõ ïóñòîò ìåæäó êðóïíûìè âêëþ÷åíèÿìè, òî äîïóñòèìî
ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ CV ∈ [0, 1].
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Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìàòåðèàë âêëþ÷åíèé ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì. Ïðèìåì, ÷òî êîì-
ïîçèò àðìèðîâàí âêëþ÷åíèÿìè èç N ìàòåðèàëîâ, ïðè÷åì

N∑
ς=1

Cς = CV ∈ [0, 1], (1)

ãäå Cς | îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âêëþ÷åíèé èç ìàòåðèàëà ñ íîìåðîì ς . Äëÿ êàæäîãî
ìàòåðèàëà ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè îáúåìíûé ìîäóëü óïðóãîñòè Kς , ìîäóëü ñäâèãà Gς è òåì-
ïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ας , à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû
Km,Gm è αm äëÿ ìàòåðèàëà ìàòðèöû êîìïîçèòà. Ðàñïîëîæåíèå âêëþ÷åíèé ïðèìåì ñëó÷àé-
íûì, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü êîìïîçèò ìàêðîñêîïè÷åñêè èçîòðîïíûì ñ îáúåìíûì ìîäóëåì
óïðóãîñòè K è ìîäóëåì ñäâèãà G. ×åðåç ýòè ìîäóëè ìîæíî âûðàçèòü ïðîäîëüíûé ìî-

äóëü óïðóãîñòè (ìîäóëü Þíãà) E =
9KG

3K + G
è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν =

1
2
− 3G

6K + 2G
êîìïîçèòà [39]. Èñêîìûé òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ êîìïîçèòà
îáîçíà÷èì α.
Óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè âêëþ÷åíèé, ìàòðèöû è êîìïîçèòà â öåëîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â îäèíàêîâîé òåíçîðíîé ôîðìå [1, 40] (íà ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà)

Ĉ = 3KV̂ + 2GD̂, (2)

ãäå Ĉ| òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè, à V̂ è D̂| òåíçîðû ÷åòâåðòîãî
ðàíãà, ÿâëÿþùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî îáúåìíîé è äåâèàòîðíîé ñîñòàâëÿþùèìè åäèíè÷íîãî
òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà Î = V̂ + D̂. Åñëè èñïîëüçîâàòü åäèíè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ñ
êîìïîíåíòàìè δij , i, j = 1, 2, 3 (δij = 1 ïðè i = j è δij = 0 ïðè i 6= j), òî êîìïîíåíòû ýòèõ
ñîñòàâëÿþùèõ, îïðåäåëåííûå â âûáðàííîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
Ox1x2x3, ïðèìóò âèä

Vijmn =
1

3
δijδmn, Dijmn =

1

2
(δimδjn + δinδjm)− Vijmn, m, n = 1, 2, 3.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ôîðìóë, ïðàâèëà ñóììèðîâàíèÿ ñëàãàåìûõ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ â ñîìíîæè-
òåëÿõ ëàòèíñêèì èíäåêñàì [41] è ðàâåíñòâà δii = 3 ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî Vijklδkl = δij ,
Dijklδkl = 0, k, l = 1, 2, 3, à òàêæå [1]

VijmnVmnkl = Vijkl, DijmnDmnkl = Dijkl, VijmnDmnkl = 0, (3)

Òåíçîðû V̂ è D̂ è ïðåäñòàâëåííûé ÷åðåç íèõ â ôîðìóëå (2) òåíçîð Ĉ ÿâëÿþòñÿ èçîòðîï-
íûìè, ò. å. èõ êîìïîíåíòûíå çàâèñÿò îò îðèåíòàöèè îñåé âûáðàííîé ñèñòåìûïðÿìîóãîëüíûõ
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.

2. Ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàíèÿ

Â ïðîöåäóðå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàíèÿ äëÿ îöåíêè òåìïåðàòóðíîãî êîýôôè-
öèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ êîìïîçèòà ìîæíî âûäåëèòü ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýòàïîâ. Â
êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà, îñðåäíåííûå ïàðàìåòðû
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êîòîðîãî îòðàæàþò ñâîéñòâà ýòîãî êîìïîçèòà â öåëîì, ïðèìåì íåîãðàíè÷åííóþ îáëàñòü,
çàïîëíåííóþ ëèíåéíî óïðóãîé ñðåäîé. Â ýòîé ñðåäå ïðè èñõîäíîé îäíîðîäíîé ïî ýòîìó
îáúåìó òåìïåðàòóðå T0 ïåðâîíà÷àëüíî îòñóòñòâóþò íàïðÿæåíèÿ è ñâÿçàííûå ñ íèìè äåôîð-
ìàöèè.
Íà ïåðâîì ýòàïå ðàññìîòðèì óïðóãîå âçàèìîäåéñòâèå øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ ñ çàíèìàþ-

ùåé íåîãðàíè÷åííóþ îáëàñòü îêðóæàþùåé ñðåäîé èç òîãî æå ëèíåéíî óïðóãîãî èçîòðîïíîãî
ìàòåðèàëà ñ òåíçîðîì Ĉ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè. Åñëè ìûñëåííî èçâëå÷ü âêëþ÷åíèå èç
îêðóæàþùåé ñðåäû è ñîçäàòü â íåì îäíîðîäíóþ äåôîðìàöèþ, îïðåäåëÿåìóþ òåíçîðîì ê′′, òî
ïîñëå âîçâðàùåíèÿ âêëþ÷åíèÿ íà ïðåæíåå ìåñòî äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ýòîãî âêëþ÷å-
íèÿ òàêæå áóäåò îäíîðîäíûì [13], îïðåäåëÿåìûì òåíçîðîì ê•. Ýòîò òåíçîð ñâÿçàí ñ òåíçîðîì
ê′′ ñîîòíîøåíèåì [1, 13] ê′′ = Ŵ ·· ê•, ãäå

Ŵ = 3
1− ν

1 + ν
V̂ +

15

2

1− ν

4− 5ν
D̂. (4)

Ïðè ýòîì íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå âêëþ÷åíèÿ áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü òåíçîð

ŝ• = Ĉ ·· (ê• − ê′′) = Ĉ ·· ê• − Ĉ ·· Ŵ ·· ê•. (5)

Çäåñü êàæäàÿ èç òî÷åê ìåæäó ñîìíîæèòåëÿìè â ïðîèçâåäåíèè òåíçîðîâ îçíà÷àåò ñâåðòûâàíèå
ïî èíäåêñó, îäèíàêîâîìó â îáîèõ ñîìíîæèòåëÿõ [41]. Â ñîîòíîøåíèå (5) âõîäèò âíóòðåííåå
ïðîèçâåäåíèå èçîòðîïíûõ òåíçîðîâ Ĉ è Ŵ. Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (2){(4) è ïðåäñòàâëåíèÿ
êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ÷åðåç ìîäóëè K è G ïîëó÷èì

Ĉ ·· Ŵ = (3K + 4G)V̂ +
5

3

3K + 4G

K + 2G
D̂. (6)

Íà âòîðîì ýòàïå ïîâûñèì òåìïåðàòóðó ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáúåìà íà âåëè÷èíó ∆T , ÷òî
ïðèâåäåò ê âîçíèêíîâåíèÿ îäíîðîäíîé ïî ýòîìó îáúåìó òåìïåðàòóðíîé äåôîðìàöèè, îïðå-
äåëÿåìîé òåíçîðîì ê(T ) ñ êîìïîíåíòàìè α∆Tδij . Ïîñêîëüêó â ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå
íà äàííîì ýòàïå íàõîäèòñÿ îäíîðîäíûé èçîòðîïíûé ëèíåéíî óïðóãèé ìàòåðèàë, èçìåíåíèå
òåìïåðàòóðû ýòîãî ìàòåðèàëà íå ïîâëèÿåò íà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå âêëþ÷åíèÿ, íî åãî
ïîëíóþ äåôîðìàöèþ òåïåðü áóäåò îïðåäåëÿòü ñóììà òåíçîðîâ ê∗ = ê• + ê(T ).
Íà òðåòüåì ýòàïå ïðè îäíîðîäíîì ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû T0 + ∆T â ïðåäñòàâè-

òåëüíîì îáúåìå è óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé äåôîðìàöèè ê∗ ïðîâåäåì çàìåíó èñõîäíîãî
âêëþ÷åíèÿ àíèçîòðîïíûì øàðîâûì âêëþ÷åíèåì èç ìàòåðèàëà ñ íîìåðîì ς = 1, N . Ïðè
ýòîì â ñèëó èçìåíåíèÿ òåðìîóïðóãèõ ñâîéñòâ íîâîãî âêëþ÷åíèÿ ïðîèçîéäåò èçìåíåíèå è åãî
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïî ñðàâíåíèþ c èñõîäíûì âêëþ÷åíèåì. Òåïåðü
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå íîâîãî âêëþ÷åíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòü òåíçîð êς = ê∗ − ê(T )

ς =

= ê• + ê(T ) − ê(T )
ς , ãäå ê(T )

ς | òåíçîð òåìïåðàòóðíîé äåôîðìàöèè ýòîãî âêëþ÷åíèÿ ñ êîìïî-
íåíòàìè ας∆Tδij , à åãî îäíîðîäíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü òåíçîð

ŝς = Ĉς ·· êς = Ĉς(ê
• + ê(T ) − ê(T )

ς ). (7)
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Ýêâèâàëåíòíîñòü çàìåíû âêëþ÷åíèé òðåáóåò íå òîëüêî ñîâïàäåíèÿ èõ ïîëíîé äåôîðìàöèè,
íî è ñîâïàäåíèÿ íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèé, ò. å. ðàâåíñòâà ŝ• = ŝς . Èñêëþ÷àÿ ñ ó÷åòîì ýòîãî
ðàâåíñòâà èç ñîîòíîøåíèé (5) è(7) òåíçîð ê•, ïîëó÷àåì

ŝς = (Ĉς − Ĉ + Ĉ ·· Ŵ)−1 ·· (Ĉ− Ĉ ·· Ŵ) ·· Ĉς ·· (ê(T )
ς − ê(T )). (8)

Ôîðìà ÷àñòèö ìàòðèöû, ñâÿçûâàþùåé â êîìïîçèòåøàðîâûå âêëþ÷åíèÿ, ïðè õàîòè÷åñêîì
ðàñïîëîæåíèè âêëþ÷åíèé ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé. Ïðèìåì â êà÷åñòâå ñðåäíåé ñòàòèñòè÷å-
ñêîé ôîðìó ýòèõ ÷àñòèö øàðîâîé. Âçàèìîäåéñòâèå øàðîâîé ÷àñòèöû ìàòðèöû ñ èçîòðîïíîé
îêðóæàþùåé ñðåäîé áóäóò îïðåäåëÿòü ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïîëó÷åííûì âûøå äëÿ
øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ, à èìåííî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â ÷àñòèöå ìàòðèöû áóäåò îïèñûâàòü
òåíçîð

ŝm = (Ĉm − Ĉ + Ĉ ·· Ŵ)−1 ·· (Ĉ− Ĉ ·· Ŵ) ·· Ĉm ·· (ê(T )
m − ê(T )), (9)

ãäå Ĉm | òåíçîð êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè ìàòåðèàëà ìàòðèöû, à ê(T )
m | òåíçîð åå òåìïå-

ðàòóðíîé äåôîðìàöèè ñ êîìïîíåíòàìè αm∆Tδij .
Çàêëþ÷èòåëüíûì ýòàïîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàñ÷åò-

íûõ çàâèñèìîñòåé, îïðåäåëÿþùèõ èñêîìûé òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøè-
ðåíèÿ α ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà, ÿâëÿåòñÿ îñðåäíåíèå ïî ïðåäñòàâèòåëüíîìó îáúåìó
âîçìóùåíèé íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ âî âñåõ âêëþ÷åíèÿõ è ÷àñòèöàõ ìàòðèöû. Äëÿ òåí-
çîðà íàïðÿæåíèé êàê òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà òàêîå îñðåäíåíèå ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ
åãî ïåðâîãî èíâàðèàíòà, ò. å. óìíîæåíèþ ýòîãî òåíçîðà íà åäèíè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà
Î2 [41, 42]. Òîãäà äëÿ âêëþ÷åíèé èç ìàòåðèàëà ñ íîìåðîì ς , ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (2), (3), (6) è
(8), ïîëó÷àåì

ŝς ·· Î2 =
12GKς(ας − α)

3Kς + 4G
.

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2), (3), (6) è (9), íàõîäèì

ŝm ·· Î2 =
12GKm(αm − α)

3Km + 4G
.

Èòîãîâûé ðåçóëüòàò îñðåäíåíèÿ ïî âñåì âêëþ÷åíèÿì è ÷àñòèöàì ìàòðèöû â ñîîòâåòñòâèè
ñ ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ [10] äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ, ò. å. ñ ó÷åòîì äâóõ ïîñëåäíèõ
ðàâåíñòâ è ôîðìóëû (1)

12GKm
αm − α

3Km + 4G
(1− CV ) + 12G

N∑
ς=1

Kς
ας − α

3Kς + 4G
Cς = 0.

Ðàçðåøèâ ýòî ðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî èñêîìîãî òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî
ðàñøèðåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà, çàïèøåì

α =

(
Km

1− CV

3Km + 4G
+

N∑
ς=1

KςCς

3Kς + 4G

)−1(
αmKm

1− CV

3Km + 4G
+

N∑
ς=1

αςKςCς

3Kς + 4G

)
. (10)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ê òàêîìó æå ðåçóëüòàòó ïðèâîäèò îñðåäíåíèå ïî ïðåäñòàâèòåëüíîìó
îáúåìó òåíçîðîâ äåôîðìàöèè âî âñåõ âêëþ÷åíèÿõ è ÷àñòèöàõ ìàòðèöû êîìïîçèòà.
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3. Äâóñòîðîííèå îöåíêè

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâóñòîðîííèõ îöåíîê òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøè-
ðåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà èñïîëüçóåì äâîéñòâåííóþ âàðèàöèîííóþ ôîðìó ìîäåëè
ëèíåéíîé òåðìîóïðóãîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê íåîäíîðîäíîìó ëèíåéíî óïðóãîìó òâåðäîìó
òåëó [36, 38]. Ýòà ôîðìà ñîäåðæèò äâà àëüòåðíàòèâíûõ ôóíêöèîíàëà (ìèíèìèçèðóåìûé
è ìàêñèìèçèðóåìûé), êîòîðûå íà èñòèííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé
äîñòèãàþò ðàâíûõ ïî çíà÷åíèþ ýêñòðåìóìîâ.
Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì V êîìïîçèòà, çàêëþ÷åííûé â àáñîëþòíî æåñò-

êóþ îáîëî÷êó, îáåñïå÷èâàþùóþ ïðè îäíîðîäíîì ïðèðàùåíèè òåìïåðàòóðû êîìïîçèòà íà
âåëè÷èíó ∆T îòñóòñòâèå ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé ýòîò îáúåì. Â
ýòîì ñëó÷àå íà äîïóñòèìîì äëÿ ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà îäíîðîäíîì ðàñïðåäåëåíèè
u(M) = 0 (M ∈ V ) ïåðåìåùåíèé îí ïðèìåò âèä [43]

J1 =
9

2

∫
V

K ′(M)
(
α′(M)∆T

)2
dV (M) =

9V

2
(∆T )2

(
Kmα2

m(1− CV ) +
N∑

ς=1

Kςα
2
ς Cς

)
, (11)

ãäå K ′(M) è α′(M) | çàâèñÿùèå îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè M ∈ V çíà÷åíèÿ îáúåìíîãî ìîäóëÿ
óïðóãîñòè è òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ â ïðåäñòàâèòåëüíîì îáú-
åìå êîìïîçèòà.
Äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà îäíèì èç äîïóñòèìûõ ðàñïðåäåëåíèé íàïðÿæåíèé

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîå ïî îáúåìó V , îïðåäåëÿåìîå øàðîâûì òåíçîðîì ŝ′ = σδij , σ = const.
Íà òàêîì ðàñïðåäåëåíèè ýòîò ôóíêöèîíàë èìååò âèä [43]

J2 = −
∫
V

(
σ2

18K ′(M)
+ σα′(M)∆T

)
dV (M).

Çíà÷åíèå σ íàéäåì èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ýòîãî ôóíêöèîíàëà

dJ2

dσ
= −

∫
V

(
σ

9K ′(M)
+ α′(M)∆T

)
dV (M) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò

σ = −9∆T
(

1− CV

Km

+
N∑

ς=1

Cς

Kς

)−1(
αm(1− CV ) +

N∑
ς=1

αςCς

)
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè σ â ôóíêöèîíàë J2 ïîëó÷èì

J2 =
9V

2
(∆T )2

(
1− CV

Km

+
N∑

ς=1

Cς

Kς

)−1(
αm(1− CV ) +

N∑
ς=1

αςCς

)2

. (12)

Äëÿ ñðåäû, èìåþùåé èñêîìûé òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò α ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà, íî íåîäíîðîäíîé ïî óïðóãèì õàðàêòåðèñòèêàì, ìèíèìèçèðó-
åìûé ôóíêöèîíàë áóäåò ðàâåí

J∗
1 =

9V

2
(α∆T )2

(
Km(1− CV ) +

N∑
ς=1

KςCς

)
=

9V

2
(α∆T )2KV , (13)
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à ìàêñèìèñçèðóåìûé ôóíêöèîíàë íà äîïóñòèìîì îäíîðîäíîì ðàñïðåäåëåíèè íàïðÿæåíèé

σ∗ = −9α∆T
(

1− CV

Km

+
N∑

ς=1

Cς

Kς

)−1

ïðèìåò çíà÷åíèå

J∗
2 =

9V

2
(α∆T )2

(
1− CV

Km

+
N∑

ς=1

Cς

Kς

)−1

=
9V

2
(α∆T )2KR. (14)

Îòìåòèì, ÷òî èç ñðàâíåíèÿ σ∗ ñ σ è ñîïîñòàâëåíèÿ ôîðìóë (14) è (12) ìîæíî ïîëó÷èòü
îöåíêó

α∗ = αm(1− CV ) +
N∑

ς=1

αςCς , (15)

êîòîðàÿ òàêæå ñëåäóåò èç òåîðèè ñìåñåé [44].
Èç ñâîéñòâ äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìû ìîäåëè ëèíåéíîé òåðìîóïðóãîñòè äëÿ

çíà÷åíèé àëüòåðíàòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà äîïóñòèìûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ïåðåìåùåíèé è
íàïðÿæåíèé ñëåäóþò íå òîëüêî íåðàâåíñòâà J1 > J2, J∗

1 > J∗
2 , íî è J1 > J∗

2 , J∗
1 > J2. Èç äâóõ

ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ ñ ó÷åòîì ôîðìóë (11){(15) ñëåäóþò ãàðàíòèðîâàííûå äâóñòîðîííèå
îöåíêè

α+ =
1√
KR

(
Kmα2

m(1− CV ) +
N∑

ς=1

Kςα
2
ς Cς

)1/2

≥ α ≥ α∗

√
KR

KV

= α−. (16)

Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýòè îöåíêè áóäóò äîñòàòî÷íî ãðóáûìè, ïîñêîëüêó ïðè âû÷èñëåíèè
ôóíêöèîíàëîâ áûëè èñïîëüçîâàíû ïðîñòûå è ïîýòîìó âåñüìà ïðèáëèæåííûå äîïóñòèìûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé.

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðàñ÷åòíûõ çàâèñèìîñòåé ïðîâåäåì äëÿ êîìïîçèòà,
ìîäèôèöèðîâàííîãî âêëþ÷åíèÿìè ëèøü èç îäíîãî ìàòåðèàëà, ò. å. ïðè ς = N = 1. Ââåäåì
áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ᾱ = α1/αm, α̃ = α/αm, K̄ = K1/Km è Ḡ = G/Km. Òîãäà èç
ôîðìóëû (15) ïîëó÷èì

α̃∗ =
α∗

αm

= 1− CV + ᾱ, (17)

èç ôîðìóëû (10) |

α̃ = α̃∗ +
(ᾱ− 1)(K̄ − 1)CV (1− CV )

K̄V +
3K̄

4Ḡ

, (18)

ãäå K̄V = 1− CV + K̄CV , à ñîîòíîøåíèå (16) ïðèìåò âèä

α̃+ =

√√√√1− CV + K̄ᾱ2CV

K̄R

≥ α̃ ≥ α̃∗

√√√√K̄R

K̄V

= α̃−, (19)
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ãäå

K̄R =
1

1− CV + CV /K̄
.

Ïîñêîëüêó K̄R/K̄V > 1 êàê îòíîøåíèå íèæíåé è âåðõíåé îöåíîê îáúåìíîãî ìîäóëÿ
óïðóãîñòè êîìïîçèòà [39], èç ñîîòíîøåíèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òî α̃− 6 α̃∗. Ïðè îäèíàêîâûõ
çíà÷åíèÿõ îáúåìíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè âêëþ÷åíèé è ìàòðèöû (K̄ = 1) èìååì K̄R/K̄V = 1

è α̃− = α̃∗, à âåðõíÿÿ îöåíêà α̃+ =
√

1− CV + ᾱ2CV > α̃∗ ïðè ᾱ 6= 1 è CV ∈ (0, 1). Â ýòîì
ñëó÷àå, ñîãëàñíî ôîðìóëå (18), α̃ = α̃∗.
Åñëè ñîâïàäàþò ìîäóëè ñäâèãà âêëþ÷åíèé è ìàòðèöû (G1 = Gm = G), òî äëÿ îáúåìíîãî

ìîäóëÿ óïðóãîñòè K∗ òàêîãî êîìïîçèòà èçâåñòíà òî÷íàÿ ôîðìóëà [2]

K̄∗ =
K∗

Km

=
3K̄ + 4ḠK̄V

3K̄ + 4ḠK̄R

.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíà è òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà α∗ ëèíåéíîãî
ðàñøèðåíèÿ êîìïîçèòà [1, 2]. Ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

α̃∗ =
α∗

αm

= α̃∗ +
ᾱ− 1

1− 1/K̄

(
1

K̄R

− 1

K̄∗

)
.

Ïîñêîëüêó òî÷íîå çíà÷åíèå K∗ â îáùåì ñëó÷àå íå èçâåñòíî, ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî
ïðèìåíèòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâóñòîðîííèõ îöåíîê. Íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè âìåñòî
çíà÷åíèÿ K̄∗ åãî äâóñòîðîííèõ îöåíîê K̄R èëè K̄V â ïåðâîì ñëó÷àå îöåíêà ñîâïàäàåò ñî
çíà÷åíèåì α̃∗, à âî âòîðîì ñëó÷àå èìååò âèä

α̃∗
0 = α̃∗ +

ᾱ− 1

1− 1/K̄

(
1

K̄R

− 1

K̄V

)
. (20)

Îöåíêà α̃∗
0 áóäåò íèæíåé ïðè ᾱ > 1 è K̄ < 1 èëè ᾱ < 1 è K̄ > 1 è âåðõíåé ïðè ᾱ > 1 è K̄ > 1

èëè ᾱ < 1 è K̄ < 1.
Íà ðèñ. 1 äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çí÷åíèÿ ᾱ = 2 ïðåäñòàâëåíû ïîñòðîåííûå ïî ôîðìóëàì

(17) è (19) ãðàôèêè çâèñèìîñòåé α̃∗ (ïóíêòèðíàÿ ïðÿìàÿ), α̃+ (øòðèõïóíêòèðíûå êðèâûå) è
α̃− (øòðèõîâûå êðèâûå) îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè CV âêëþ÷åíèé. Êðèâûå äëÿ îöåíîê áåç
ñèìâîëîâ ïîñòðîåíû ïðè K̄ = 1,9, à ñ òåìíûìè êðóæêàìè | ïðè K̄ = 0,3. Ïî ôîðìóëå
(20) ðàññ÷èòàíû çàâèñèìîñòè α̃∗

0 îò CV ïðè K̄ = 1,9 è K̄ = 0,3 (ñîîòâåòñòâåííî øòðèõ-
ïóíêòèðíàÿ è øòðèõîâàÿ êðèâûå ñî ñâåòëûìè êðóæêàìè). Ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò
ðàññ÷èòàííûì ïî ôîðìóëå (18) çàâèñèìîñòÿì α̃ îò CV ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ᾱ = 2 è
ñî÷åòàíèÿõ K̄ = 1,9, Ḡ = 2 (êðèâûå áåç ñèìâîëîâ), K̄ = 1,9, Ḡ = 0,7 (êðèâûå ñ êâàäðàòàìè),
K̄ = Ḡ = 0,3 (ñ ðîìáàìè), K̄ = 0,3, Ḡ = 0,1 (ñ òðåóãîëüíèêàìè). Âèäíî, ÷òî âñå ñïëîøíûå
êðèâûå ðàñïîëîæåíû â ïðåäåëàõ ãðàíèö, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè äâóñòîðîííèìè
îöåíêàìè. Ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà Ḡ ñïëîøíûå êðèâûå ïðèáëèæàþòñÿ ê ïóíêòèðíîé
ïðÿìîé. Â ñëó÷àå K̄ = 1,9 îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé α̃ ìåæäó ïóíêòèðíîé ëèíèåé è
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ îöå-
íîê òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåé-
íîãî ðàñøèðåíèÿ êîìïîçèòà îò îáúåìíîé
êîíöåíòðàöèè CV âêëþ÷åíèé ïðè ᾱ = 2

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ îöå-
íîê òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåé-
íîãî ðàñøèðåíèÿ êîìïîçèòà îò îáúåìíîé
êîíöåíòðàöèè CV âêëþ÷åíèé ïðè ᾱ = 0,5

ãðàôèêîì äëÿ âåðõíåé îöåíêè α̃∗
0 çàìåòíî ìåíüøå îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé îöåíêàìè, îïðåäå-

ëÿåìûìè ñîîòíîøåíèåì (19). Îäíàêî ïðè K̄ = 0,3 ýòè îáëàñòè ïðèìåðíî îäèíàêîâû, ïðè÷åì
ïåðâàÿ èç íèõ ëèøü íåñêîëüêî ñìåùåíà â ñòîðîíó ìåíüøèõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé α̃.
Íà ðèñ. 2 ïðè àíàëîãè÷íûõ ñ ïðåäûäóùèì ðèñóíêîì îáîçíà÷åíèÿõ ïðèâåäåíû ãðàôèêè

òåõ æå çàâèñèìîñòåé äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ᾱ = 0,5. Êðèâûå äâóñòîðîííèõ îöåíîê
áåç ñèìâîëîâ ïîñòðîåíû ïðè K̄ = 3, à ñ òåìíûìè êðóæêàìè | ïðè K̄ = 0,6. Ïî ôîðìóëå
(20) ðàññ÷èòàíû çàâèñèìîñòè α̃∗

0 îò CV ïðè K̄ = 3 è K̄ = 0,6 (ñîîòâåòñòâåííî øòðèõîâàÿ è
øòðèõïóíêòèðíàÿ êðèâûå ñî ñâåòëûìè êðóæêàìè). Ïîñòðîåííûå ïî ôîðìóëå (18) ñïëîøíûå
êðèâûå äëÿ α̃ ñîîòâåòñòâóþò ñî÷åòàíèÿì K̄ = 3, Ḡ = 2 (êðèâûå áåç ñèìâîëîâ), K̄ =

3, Ḡ = 0,7 (êðèâûå ñ êâàäðàòàìè), K̄ = 0,6, Ḡ = 1,2 (ñ ðîìáàìè), K̄ = 0,6, Ḡ = 0,4

(ñ òðåóãîëüíèêàìè). Êàê è íà ðèñ. 1, âñå ñïëîøíûå êðèâûå íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû ãðàíèö,
îïðåäåëÿåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèìèäâóñòîðîííèìèîöåíêàìè, à ïðè óìåíüøåíèèïàðàìåòðà Ḡ
ïðèáëèæàþòñÿ ê ïóíêòèðíîé ïðÿìîé. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó îáëàñòÿìè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
α̃ àíàëîãè÷íî ðèñ. 1.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïî ìåðå óâåëè÷åíèè îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ᾱ è K̄ îò

åäèíèöû îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé α̃, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (19), óâåëè÷èâàåò
ñâîè ðàçìåðû áûñòðåå ïî ñðàâíåíèþ ñ îáëàñòüþ, ãðàíèöû êîòîðîé îïðåäåëåíû íåðàâåí-
ñòâàìè (20). Ïðè ýòîì íåñìîòðÿ íà âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ α̃+ = α̃+ = 1 ïðè CV = 0 è
α̃+ = α̃+ = ᾱ ïðè CV = 1 äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷å-
íèé ýòè îöåíêè ìîãóò âûõîäèò çà ïðåäåëû ïðîìåæóòêà, îãðàíè÷åííîãî çíà÷åíèÿìè 1 è ᾱ.
Ïîýòîìó â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà ñ âêëþ÷åíèÿìè òîëüêî èç îäíîãî ìàòåðèàëà
öåëåñîîáðàçíî îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå îöåíêàì, îïðåäåëÿåìûì íåðàâåíñòâàìè (20).
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Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åííóþ íà îñíîâå ñèíãóëÿðíîãî ïðèáëèæåíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ôóíê-
öèé ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ ïî ñòðóêòóðå ôîðìóëå (18), ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ äâóñòîðîííèõ îöåíîê ïóòåì ïîäáîðà ïàðàìåòðà Ḡ. Îäèí èç âàðèàíòîâ ñîñòîèò
â èñïîëüçîâàíèè äâóõ çíà÷åíèé ḠV = 1 − CV + Ḡ1CV è ḠR = (1 − CV + CV /Ḡ1)

−1, ãäå
Ḡ1 = G1/Gm, G1 è Gm | ìîäóëè ñäâèãà âêëþ÷åíèé è ìàòåðèàëà ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî.
Ïåðâîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé áåçðàçìåðíîãî ìîäóëÿ ñäâèãà êîìïîçèòà [34]
è åãî èñïîëüçîâàíèå â ôîðìóëå âèäà (18) äîëæíî äàòü âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ᾱ, à âòîðîå
çíà÷åíèå, áóäó÷è íèæíåé îöåíêîé ýòîãî ìîäóëÿ, äîëæíî ïðèâåñòè ê íèæíåé îöåíêå äëÿ
ᾱ. Ïîñêîëüêó âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (18) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé
ôóíêöèåé ïàðàìåòðà Ḡ, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè Ḡ ∈ (ḠR, ḠV ) ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ïî ýòîé
ôîðìóëå áóäåò çàêëþ÷åí ìåæäó óêàçàííûìè äâóñòîðîííèìè îöåíêàìè.

Çàêëþ÷åíèå

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ êîìïîçèòà ñ èçîòðîïíûìè øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè ïî ôîðìóëå, ïîëó÷åííîé â äàí-
íîé ðàáîòå ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ, íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû äâóñòîðîííèõ îöåíîê ýòîãî
êîýôôèöèåíòà. Ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü óêàçàííîãî êîýôôèöèåíòà îò îáúåì-
íûõ êîíöåíòðàöèé âêëþ÷åíèé èç íàáîðà ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ è èõ òåðìîóïðóãèõ ñâîéñòâ,
à òàêæå îò òåðìîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòðèöû êîìïîçèòà. Ïðåäñòàâëåííûå â ñòàòüå ðàñ-
÷åòíûå çàâèñèìîñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðîãíîçà òåìïåðàòóðíîãî êîýôôèöèåíòà
ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ äèñïåðñíî àðìèðîâàííûõ êîìïîçèòîâ.
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The rational use of composites as structural materials, while perceiving the thermal andmechan-
ical loads, to a large extent determined by their thermoelastic properties. From the presented review
of works devoted to the analysis of thermoelastic characteristics of composites, it follows that the
problem of estimating these characteristics is important. Among the thermoelastic properties of
composites occupies an important place its temperature coefficient of linear expansion.
Along with fiber composites are widely used in the technique of dispersion hardening compos-

ites, in which the role of inclusions carry particles of high-strength and high-modulus materials,
including nanostructured elements. Typically, the dispersed particles have similar dimensions in
all directions, which allows the shape of the particles in the first approximation the ball.
In an article for the composite with isotropic spherical inclusions of a plurality of different

materials by the self-produced design formulas relating the temperature coefficient of linear ex-
pansion with volume concentration of inclusions and their thermoelastic characteristics, as well
as the thermoelastic properties of the matrix of the composite. Feature of the method is the
self-accountability thermomechanical interaction of a single inclusion or matrix particles with a
homogeneous isotropic medium having the desired temperature coefficient of linear expansion.
Averaging over the volume of the composite arising from such interaction perturbation strain and
stress in the inclusions and the matrix particles and makes it possible to obtain such calculation
formulas.
For the validation of the results of calculations of the temperature coefficient of linear expan-

sion of the composite of this type used two-sided estimates that are based on the dual variational
formulation of linear thermoelasticity problem in an inhomogeneous solid containing two alter-
native functional (such as Lagrange and Castigliano). These functionals on the true distribution
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of strains and stresses in an inhomogeneous body matching meaningfully reach extremes (min-
imum and maximum respectively). On the convergence of the distribution of the minimized
functional application gives an upper estimate of the desired values of the temperature coefficient
of linear expansion of the composite, and maximized use - their lower bound. The difference
between these estimates allows to predict the maximum possible error in calculations obtained
dependences.
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