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Сферическая оболочка, как совершенный в весовом отношении сосуд, используется в космиче-

ских аппаратах, где тонкостенные элементы и оболочки объединяются рамами. Очевидно, что 

избежать локального воздействия на оболочку и, следовательно, концентрации напряжений в 

ней невозможно. Стремление к весовому совершенству космического аппарата ведет к умень-

шению коэффициента запаса прочности составляющих его частей. Уменьшение запаса прочно-

сти возможно только при определении напряженно-деформированного состояния элементов с 

контролируемой погрешностью. Известные универсальные численные методы конечного эле-

мента и конечных разностей не могут справиться с такой задачей. Задачу необходимо решать 

аналитически. Одно из решений основано на математической модели Власова для пологой 

оболочки. Недостаточная обоснованность критерия пологости в части количественной оценки 

его влияния на погрешность решения создает трудности применения модели Власова. В работе 

этот недостаток устранен в результате вычислительного сопоставительного анализа решений 

модели Власова и математической модели механики деформирования оболочки, линейные 

дифференциальные уравнения которой получены с погрешностью, не превышающей погреш-

ности допущений Кирхгофа теории оболочек. Впервые определены величины погрешности, 

обусловленной принятыми в теории Власова упрощениями, в зависимости от характера на-

грузки и геометрических параметров оболочки. Показано, что критерию пологости Власова со-

ответствует погрешность не более 35%. С увеличением изменяемости напряженного состояния 

погрешность снижается. В случае локального нагружения оболочки в месте максимальной 

концентрации напряжений величина погрешности 3-10% (в зависимости от степени локализа-

ции нагрузки). Варьирование значений R/h от 100 до 1000 влияния на погрешность модели 

Власова не выявило. Результаты работы позволяют использовать математическую модель Вла-

сова для определения напряженно-деформированного состояния тонкостенных элементов с ап-

риори заданной погрешностью, например, при научно-исследовательских и опытно-

конструкторских разработках аэрокосмических систем. 

Ключевые слова: сферическая оболочка, математическая модель Власова механики 

деформирования, критерий пологости, погрешность 
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Введение 

Одной из упрощенных математических моделей механики деформирования сфери-

ческой оболочки является математическая модель, полученная Власовым В.З. [1] из урав-

нений общей теории при принятии дополнительных гипотез. 

Степень пологости оболочки принято оценивать в соответствии с известным опреде-

лением Власова: «оболочка, очерченная по части сферической поверхности и имеющая 

подъем, не превышающий 51  диаметра основания оболочки, как показывают исследова-

ния, может быть отнесена к числу пологих оболочек». 

Указанное определение сформулировано на основе имеющегося опыта и не вполне 

обосновано в части количественной оценки погрешности, привносимой принятыми до-

полнительными гипотезами. 

В данной работе на примере задачи деформирования сферической оболочки при ло-

кальном воздействии аналитически определены значения внутренних силовых факторов с 

использованием различных математических моделей: модели Власова для пологой обо-

лочки и эталонной модели. В качестве эталонной принята модель [2,3], построенная с по-

грешностью допущений Кирхгофа теории оболочек, в развитие результатов исследований 

Института механики АН УССР [4]. Выполнен вычислительный сопоставительный анализ 

решений математических моделей. Впервые определены величины погрешности, обу-

словленной принятыми в теории пологих оболочек упрощениями, в зависимости от харак-

тера нагрузки и геометрических параметров оболочки. 

1. Математическая модель Власова 

Рассмотрим изотропную сферическую оболочку постоянной толщины h  с радиусом 

кривизны срединной поверхности R  в географической системе координат ),(  , рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Географическая система координат 

 

Примем обозначения в соответствии с книгой [5]: 1 , 2 ,  , 1 , 2 ,   – параметры 

деформации оболочки, связанные с перемещениями 1U , 2U , 3U  точек ее срединной по-
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верхности по направлениям ортов 1e  – меридиональному, 2e  – окружному, 3e  – радиаль-

ному; 1 , 2  – углы поворота нормали к поверхности оболочки в проекциях на плоскости 

31ee  и 32ee , соответственно; 1N , 2N , S , 1Q , 2Q  – меридиональное и окружное усилия, уси-

лие сдвига и поперечные силы; 1M , 2M , H  – изгибающие и крутящий моменты. 

Воспользуемся методом Фурье разделения переменных – в предположении симмет-

ричности внешней нагрузки на оболочку относительно начала координаты  , разложим 

параметры напряженно-деформированного состояния оболочки в тригонометрические ря-

ды вида 
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соответственно для симметричных и антисимметричных по   величин. Это позволит све-

сти рассматриваемую математическую модель к системе обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений с постоянными коэффициентами. 

Кроме этого выполним переход к безразмерным величинам по схеме 
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где )sin( Rr  – радиус параллели. 

Тогда, из [1] при отсутствии поверхностной нагрузки на оболочку, получим: 

– разрешающие уравнения теории пологих оболочек 
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где k~  – вспомогательная функция, введенная Власовым В.З.; )1(12 23  EhD  – ци-

линдрическая жесткость; 
22222 ~~~~~

rkrdrdrddk   – оператор Лапласа; 

– связь kU ,3
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 и k~  с внутренними силовыми факторами 
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– геометрические уравнения 
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– физические уравнения 
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В результате ряда преобразований, которые ввиду громоздкости здесь приводить не 

будем, получим решение уравнений (2) 
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где *

2 ikj  ; DEhRk 22

*  ; i  – множитель «мнимая единица»; 
kjC ,
 – произвольные по-

стоянные интегрирования; kJ  – функция Бесселя первого рода, определяемая [6] как сум-

ма степенного ряда 
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где )(z  – гамма-функция Эйлера, имеющая аналитическое представление [6,7], напри-

мер, в виде предела Эйлера-Гаусса 
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и, в случае действительного z , являющаяся естественным распространением факториала 

на вещественные значения аргумента. 

Решение (7) позволяет определить остальные величины задачи. Так из (3), например, 
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(10) 

При этом использовано уравнение Бесселя [6-8] в форме 
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Аналогично, из (4) получаются выражения для компонент изгибной деформации k,1
~ , k,2

~ , 

k
~ , подстановка которых в (5) позволяет определить моменты kM ,1

~
, kM ,2

~
, kH

~
. 

Из (6) с учетом (10) 
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С другой стороны, 
k,1  и 

k,2  определяются геометрическими уравнениями (4). Это позво-

ляет найти перемещения kU ,1
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. После подстановки (7) и (12) в первые два уравнения 
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Откуда, с учетом (11), 
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Здесь постоянная интегрирования, соответствующая перемещению сферы, как жесткого 

целого, опущена. 

Для разделения мнимой и действительной частей решения воспользуемся тригоно-

метрической формой представления комплексного числа и формулой Муавра. Выразим 

j  следующим образом:  )4sin()4cos(*   ikj . Тогда ряд, определяющий 

функцию Бесселя (8), можно представить в виде 
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Заменим комплексные произвольные постоянные интегрирования kjC ,
 по схеме 
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Подстановкой (14) выражения для искомых величин приводятся к окончательному 

виду. Например (10) 
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В итоге, в матричной форме, 
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Поскольку при построении математической модели [1] для пологой оболочки факти-

чески использована гипотеза о преобладании в сечениях оболочки напряжений от усилий 

над напряжениями от моментов, для сдвигающей силы нет необходимости выполнять 

приведение по Кирхгофу, т.е. 
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Алгоритм решения краевой задачи следующий: 

1) вычисляют значения 
*k  из (7), функций 

R

kJ , 
I

kJ  из (13) и их производных (произ-

водные получают из рекуррентного соотношения   2)()()( 11 zJzJdzzdJ kkk    и урав-

нения (11)); 

2) вычисляют значения величин (15)-(16) до постоянных интегрирования; 

3) используют граничные условия и формируют систему линейных алгебраических 

уравнений (СЛАУ); 

4) определяют постоянные интегрирования из СЛАУ; 

5) вычисляют значения искомых величин задачи; 

6) вычисляют k -ю частичную сумму рядов Фурье искомых величин; 

7) оценивают погрешность результатов; 

8) в случае достижения заданного значения погрешности заканчивают вычисления, 

иначе – повторяют вычисления для определения следующей частичной суммы. 

2. Эталонная математическая модель 

В качестве эталонной примем математическую модель Виноградова-Менькова [2], 

опубликованную в [3]. 

После разделения переменных методом Фурье (1) в [2,3] выполняют комплексное 

преобразование уравнений равновесия общей теории оболочек и их упрощение путем от-

брасывания малых членов. Под малыми понимают члены порядка отношения Rh  по 

сравнению с единицей, что позволяет оставаться в пределах погрешности гипотез Кирх-



Наука и образование. МГТУ им. Н.Э. Баумана 865 

гофа. В результате указанных действий получают упрощенные уравнения равновесия в 

комплексной форме 

0
~

])(sin
~

[
~

)(ctg
~ 2222  kkk NkRdNddNd , 

0
~

)(ctg)sin(
~~

)(ctg2
~

,1,1  kkkk NkSNdNd , 

0)sin(
~

)sin(
~~

)(ctg2
~

,1  kNkNSdSd kkkk , 

 

или 

0
~

])(sin
~

[
~

)(ctg
~ 2222  kkk NkRdNddNd , 

0
~

])sin()(ctg[
~

])sin()(ctg2[
~

,1,1  kkk Nkfkdfd , 

0
~

])sin()(ctg[
~

])sin()(ctg2[
~

,2,2  kkk Nkfkdfd , 

(17) 

где )1(12
~ 2 ih ; kkk NNN ,2,1

~~~
 ; kkk SNf

~~~
,1,1  ; kkk SNf

~~~
,1,2  . 

Здесь знак «тильда» обозначает комплексную форму величин. 

Решением уравнений (17) [2,3] являются 

)]2(sin;1;~1,~F[)2(tg
~~ 2

,1  kaaCN k

kk , 




 
0

2

,,1,1 )2(sin
~

)2(tg
~~

j

j

klj

k

kk bCf , 

)2(cos

)2(sin~
)2(sin

~
)2(tg

~~
2

2

,2

0

2

,,1,2











 k

k

k

j

j

klj

k

kk CbCf , 

(18) 

где   2
~

411~  Ra ; kC ,1

~
, kC ,2

~
 – произвольные постоянные интегрирования; F  – ги-

пергеометрическая функция Гаусса [7], которая определяется как сумма степенного ряда 




 




0 )1()()()(
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);;,F(

j

jz
jjcba

cjbja
zcba ,  

что, в данном случае, равносильно 
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22 )2(sin~)]2(sin;1;~1,~F[
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)1()1(
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jjk

kjajaa
a j  (19) 

где )(z  – гамма-функция Эйлера (9); учтено, что )~sin()~1()~( aaa  . 

Для определения функциональных коэффициентов степенных рядов, соответствую-

щих kf ,1

~
 и kf ,2

~
, в [2,3] получено рекуррентное соотношение 
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kl
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. (20) 

Внутренние силовые факторы и деформации срединной поверхности оболочки оп-

ределяются [2,3] с помощью разрешающих функций (18) следующим образом: 
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(21) 
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Значения перемещений определяются [2,3] формулами 
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где )sin()(ctg ,2,1,1  kkkk kdd ; Rkkk  ,2 . 

Представим постоянные интегрирования в виде 
kjkjkj iC ,,,   и введем обозначе-

ния 
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тогда можно записать 
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Выбранная форма записи позволяет выполнить разделение мнимой и действитель-

ной частей решения и для (21)-(22) записать 
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 dd[*]  – аналог [*]  из (23), составленный из значений производных соответст-

вующих функций. 

Алгоритм решения краевой задачи следующий: 

1) вычисляют значения 
~

 из (17), a~  из (18) и 
*k  из (21); 

2) с помощью соотношений (19)-(20) в форме (23) вычисляют до постоянных интег-

рирования значения разрешающих функций (18) и их производных (производные опреде-

ляют из (17) и (21)); 

3) вычисляют значения величин (24); 

4) используют граничные условия и формируют систему линейных алгебраических 

уравнений (СЛАУ); 

5) определяют постоянные интегрирования из СЛАУ; 

6) вычисляют значения искомых величин задачи; 

7) вычисляют k -ю частичную сумму рядов Фурье искомых величин; 

8) оценивают погрешность результатов; 

9) в случае достижения заданного значения погрешности заканчивают вычисления, 

иначе – повторяют вычисления для определения следующей частичной суммы. 

3. Вопросы программной реализации решений математических моделей 

Полученные решения рассматриваемых математических моделей могут быть про-

граммно реализованы средствами известных математических пакетов, например, Mathcad, 

MATHLAB или Mathematica. 

Указанные математические пакеты являются коммерческими. Кроме этого, в силу 

своей архитектуры, имеют невысокое быстродействие. В этой связи оправдано создание 

программного модуля с использованием языка программирования высокого уровня (раз-

личные диалекты C, Pascal и т.п.), позволяющего работать со структурированными типами 

данных, что дает возможность относительно просто реализовать математические опера-

ции теории функций комплексного переменного. В данной работе использован язык про-

граммирования Free Pascal. 

В ходе программной реализации полученных решений, выполнено исследование 

сходимости степенных рядов, соответствующих разрешающим функциям. 

Так для )~( rJ jk   исследование показало, что для упрощенной оценки количества N  

учитываемых членов ряда могут быть использованы зависимости 

702,0)lg(  hRhRN  при 7,0~0  r  и 1403,0)lg(  hRhRN  при 1~7,0  r , обес-

печивающие вычисление )~( rJ jk   с погрешностью не более 610 . 
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Аналогичный уровень погрешности для рядов, определяющих kN
~

, kf ,1

~
 и kf ,2

~
, эта-

лонного решения дает учет 6008,0)lg( hRhR  членов ряда. В общем, число членов ря-

да, дающих приемлемую погрешность вычисления, уменьшается с увеличением номера 

гармоники k  и/или уменьшением меридиональной координаты  . Так для  450  ко-

личество учитываемых членов может быть уменьшено до 1002,0)lg( hRhR  без роста 

указанного значения погрешности. 

Оценки N  количества учитываемых членов ряда позволяют упростить алгоритм 

вычисления разрешающих функций, исключив проверки сходимости соответствующих 

рядов. 

Полученные решения математических моделей механики деформирования сфериче-

ской оболочки предполагают вычисление значений гамма-функции Эйлера. Учитывая бы-

стро возрастающий характер гамма-функции, в вычислениях целесообразно использовать 

логарифм гамма-функции определяемый асимптотической формулой Стирлинга [7] 

  zzzzz 1212ln)ln()21()(ln  . Можно показать, что при 15)Re( z  данная 

формула обеспечивает погрешность менее 610 . Для соблюдения указанного условия все-

гда есть возможность увеличить действительную часть числа z  до 15 и воспользоваться 

рекуррентной зависимостью     )ln()1(ln)(ln zzz  . 

4. Вычислительный эксперимент 

Погрешность аналитического решения математической модели механики деформи-

рования пологой сферической оболочки определяется принятыми при ее построении до-

полнительными, помимо допущений Кирхгофа теории оболочек, предположениями: 

– о преобладании деформаций относительного удлинения и сдвига срединной по-

верхности над деформациями искривления и кручения; 

– о гладкости и малом отличии срединной поверхности оболочки от плоскости (по-

логость). 

К аналогичным дифференциальным уравнениям приводит теория напряженных со-

стояний с большой изменяемостью, где основные разрешающие уравнения получаются 

исходя из предположения о характере напряженного состояния оболочки – оно должно 

быть быстро изменяющимся хотя бы по одной из координатных осей [10,11]. Это под-

тверждается работой [12], где показано, что в пределе (при увеличении локализации и пе-

реходе к сосредоточенной нагрузке) напряженно-деформированное состояние оболочки 

практически перестает зависеть от кривизны ее срединной поверхности. 

Следовательно, максимальные значения погрешности математической модели Вла-

сова ожидаемы в условиях малой изменяемости напряженного состояния оболочки. 
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Рассмотрим сферическую оболочку с параметром 100hR  и пологостью, характе-

ризуемой углом 0 , под действием сдвигающей нагрузки, распределенной по закону 

)2sin()( 0  qq , рис. 2. Предположим, что осевые перемещения оболочки ограничены. 

 

 

Рис. 2. Схема нагружения 

 

Граничные условия при 0 : 0)cos()sin( 0,30,1  kk UU ; qSk 
*  при 2k , 

0* kS  при 2k ; 0,1 kM ; 0*

,1 kQ . 

В данных условиях реализуется мало изменяющееся практически безмоментное на-

пряженное состояние. 

На рис. 3 представлены распределения усилий в оболочке при различных углах 

подъема 0 . Видно, что при  140  результаты эталонного решения («ЭР») и решения 

математической модели с учетом пологости («ПР») практически совпадают. При  440  

наблюдаются отличия. 

Выполним серию расчетов при различных значениях 0  и сопоставим значения уси-

лий, полученных на основе математических моделей с учетом ( iN ) и без учета ( *

iN ) поло-

гости оболочки. Для этого вычислим величину несоответствия решений 

%1001
*
 iii NNN , 2,1i . (25) 

На рис. 4 графически представлены максимальные значения взаимного несоответст-

вия результатов решений математических моделей с учетом и без учета пологости. 

Верхняя шкала на рис. 4 соответствует отношению величины стрелы подъема L  к 

диаметру 02r  основания оболочки. 
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(а) (б) 

Рис. 3. Распределение усилий вдоль нулевого меридиана при: (а)  140 , (б)  440  

 

Рис. 4. Максимальные значения несоответствия решений iN  

 

Согласно определению пологости по Власову [1] пологой может считаться оболочка 

с соотношением 2,02 0 rL  или  6,430 . 

Поскольку используемая математическая модель без учета пологости оболочки име-

ет погрешность допущений Кирхгофа, представленная на рис. 4 кривая фактически отра-

жает значения погрешности, привносимой дополнительными гипотезами математической 

модели для пологой сферической оболочки. 

Таким образом, из рис. 4 следует, что критерию пологости соответствует погреш-

ность математической модели для пологой сферической оболочки в пределах 35%. 

В условиях напряженного состояния с большой изменяемостью ожидаемо снижение 

указанной погрешности. Покажем это на следующей задаче. 

Рассмотрим задачу деформирования конструкции в виде двух сферических оболочек 

(чечевицы) с параметром 100hR  и пологостью, характеризуемой углом 0 , под дейст-

вием самоуравновешенных сил P , распределенных по дугам окружности, рис. 5. 
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Рис. 5. Расчетная схема задачи 

 

Разложение внешней нагрузки в ряд Фурье:  





,...4,2,0

cos)(
k

k kqq , где 00 rPq  , 

 kkqqk )sin(2 0 . 

Граничные условия: 0)cos()sin( 0,30,1  kk UU , 0* kS , 0,1  k
, 

2)sin()cos( 0

*

,10,1 kkk qQN  . 

Выполним серию расчетов при различных значениях 0  и  . 

Значения параметров напряженно-деформированного состояния будем определять с 

точностью до 3 значащей цифры суммированием старших ( 0k ) гармоник рядов Фурье 

искомых величин. 

Результаты расчетов представлены на рис. 6-8 в виде распределений меридиональ-

ных )6( 2

11 hMhNm   и окружных )6( 2

22 hMhNt   напряжений вдоль нулевого 

( 0 ) меридиана. 

Как и в предыдущем случае, при  140  результаты эталонного решения («ЭР») и 

решения математической модели с учетом пологости («ПР») практически совпадают. Для 

оболочки на границе пологости в целом наблюдаются несоответствия в решениях. Однако 

вблизи места приложения нагрузки решения сближаются тем сильнее, чем выше степень 

локализации внешней нагрузки. 

 

 

Рис. 6. Распределение напряжений вдоль нулевого меридиана оболочки (  140 ,  45 ) 
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Рис. 7. Распределение напряжений вдоль нулевого меридиана оболочки (  6,430 ,  45 ) 

 

Рис. 8. Распределение напряжений вдоль нулевого меридиана оболочки (  6,430 ,  5 ) 

 

С точки зрения выполнения условий прочности оболочки, наиболее значима величи-

на погрешности результата, получаемого в месте с максимальным уровнем напряжений. В 

данном случае это точка с координатами )0,( 0 . Вычислим для этой точки, аналогично 

(25), величину несоответствия значений напряжений, рис. 9. 

 

 

Рис. 9. Максимальные значения несоответствия напряжений в зоне их концентрации 
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Из рис. 9 следует, что в условиях концентрации напряжений погрешность математи-

ческой модели Власова для пологой сферической оболочки снижается, в данном случае до 

3-10% (в зависимости от степени локализации внешней нагрузки). 

Аналогичные расчеты, выполненные при 400hR , 700, 1000, не выявили зависи-

мость величины несоответствий эталонного решения и решения математической модели с 

учетом пологости от значения параметра hR . 

Заключение 

Выполненный вычислительный сопоставительный анализ показал, что критерию 

Власова соответствует погрешность не более 35%. С увеличением изменяемости напря-

женного состояния погрешность математической модели Власова для пологой сфериче-

ской оболочки снижается. Показано, что в случае локального нагружения оболочки в мес-

те максимальной концентрации напряжений погрешность решения не превышает 3-10% (в 

зависимости от степени локализации внешней нагрузки). 

Варьирование относительной толщины оболочки hR  в диапазоне от 100 до 1000 

влияния на погрешность математической модели Власова не выявило. 
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A spherical is used shell as a perfect vessel in a weight ratio in the spacecraft, where 

frames assemble thin-walled elements and shells. Obviously, it is impossible to avoid local ac-

tion on the shell and, consequently, presence of stress concentration. Attempt to reach perfect 

weight characteristics of spacecraft leads to lower safety factor of its parts. Reducing safety mar-

gin is possible provided that controlled inaccuracy of element stress-strain state assessment is 

guaranteed. Known universal numerical finite element method and finite differences method 

cannot cope with this task. So, analytical methods should be used to solve the problem. One so-

lution is based on Vlasov mathematical model for a shallow shell. 

Difficulties in application of Vlasov model are caused by insufficient flatness criterion va-

lidity in terms of quantifying its effect on inaccuracy of solution. This disadvantage is eliminated 

in this paper as a result of a computational comparative analysis of the Vlasov model solution 

with that of the mathematical model of shell deformation, linear differential equations of which 

are obtained with an error not exceeding the error of shell theory Kirchhoff assumptions. 

For the first time is defined inaccuracy value due to accepted Vlasov theory simplifications 

depending on the nature of the loading and the geometric shell parameters. It is shown that inac-

curacy not more than 35% corresponds to Vlasov flatness criterion. Increasing stress state varia-

bility leads to reducing inaccuracy. In the case of local loading the inaccuracy is 3-10% in the 

area of maximum stress concentration (depending on degree of loading localization). Variation 

of R/h from 100 to 1000 does not reveal any influence on the inaccuracy of Vlasov model. 

The results of work performed allow using Vlasov mathematical model to determine the 

stress-strain state of thin-walled elements with a prior given error, for example, in research and 

development activities of aerospace systems. 
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