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Ðàññìàòðèâàåòñÿ èçîëèðîâàííàÿ ïîïóëÿöèîííàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ âèäîâ ñòâîëîâûõ
êëåòîê ÷åëîâåêà: íîðìàëüíûõ êëåòîê, àíåóïëîèäíûõ (àíîìàëüíûõ) êëåòîê è êëåòîê, ñòàâøèõ â
ðåçóëüòàòå ïîâòîðíûõ ìóòàöèé ïðàêòè÷åñêè "áåññìåðòíûìè". Ïîïóëÿöèîííàÿ ñèñòåìà ðàçâèâà-
åòñÿ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in vitro). Ïðåäëîæåíû ìîäåëè ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèîííîé
ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñû è â óñëîâèÿõ êîíêóðåíöèè çà ðåñóðñû. Êîí-
êóðåíöèè çà ðåñóðñû â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ó÷èòûâàåòñÿ çàäàíèåì äâóõ òèïîâ çàâèñèìîñòåé
ñêîðîñòåé äåëåíèÿ êëåòîê îò êîëè÷åñòâà êëåòîê â ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå. Ìîäåëè ïîçâîëÿþò
èññëåäîâàòü ïðîöåññû îáðàçîâàíèÿ ïîïóëÿöèé àíîìàëüíûõ è "áåññìåðòíûõ" êëåòîê èç ïîïóëÿöèè
íîðìàëüíûõ êëåòîê, à òàêæå ñîâìåñòíîãî ðàçâèòèÿ ýòèõ ïîïóëÿöèé. Àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòî-
ðèé ìîäåëè ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â ïåðâîì îêòàíòå, íå âûõîäÿò èç íåãî, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò áèîëîãè÷åñêîìó ñìûñëó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ïðåäëîæåí åäèíûé ïîäõîä äëÿ
îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíîãî ïðèòÿãèâàþùåãî êîìïàêòà â ïåðâîì îêòàíòå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü; ñòâîëîâûå êëåòêè; ïîïóëÿöèîííàÿ äèíàìèêà; èíâà-
ðèàíòíûé êîìïàêò

Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ðàçâèòèÿ êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in
vitro) èìåþò áîãàòóþ èñòîðèþ è ïðîâîäÿòñÿ êàê ýêñïåðèìåíòàëüíî, òàê è ìåòîäàìè ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [2, 3, 4]. Ïîñêîëüêó ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ
ïîëó÷åíèå êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ çàòðàò, îáû÷íî îãðàíè÷è-
âàþòñÿ äâóìÿ-òðåìÿ òî÷êàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè ïîïóëÿöèîííóþ ñèñòåìó â íà÷àëå êóëüòè-
âèðîâàíèÿ, â ñåðåäèíå ïðîöåññà, è ïðè çàâåðøåíèè ïðîöåññà êóëüòèâèðîâàíèÿ [11, 12, 13].
Äåòàëüíî ñóäèòü î ðàçâèòèè êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèè ïî òàêèì äàííûì çàòðóäíèòåëüíî. Â ñâÿçè
ñ ýòèì ñóùåñòâåííóþ ðîëü â àíàëèçå ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèÿõ in
vitro, ìîæåò èãðàòü ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.
Áîëüøîé èíòåðåñ ê êóëüòèâèðîâàíèþ êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in

vitro) â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ îáóñëîâëåí àêòèâíûì ðàçâèòèåì êëåòî÷íîé òåðàïèè. Îäíèì
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èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé òàêîé òåðàïèè ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íàÿ òðàíñïëàíòîëîãèÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñòâîëîâûõ êëåòîê ÷åëîâåêà [9, 10, 8]. Íåîáõîäèìûé äëÿ ïåðåñàäêè êëåòî÷íûé
ìàòåðèàë ïîëó÷àþò ïóòåì êóëüòèâèðîâàíèÿ êëåòîê, âçÿòûõ ó ïàöèåíòà. Â ïðîöåññå êóëüòèâè-
ðîâàíèÿ â ñèëó åñòåñòâåííîé èçìåí÷èâîñòè êëåòîê â êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ
êëåòêè ñ ãåíîìíûìè ìóòàöèÿìè. Â ðàáîòàõ [14, 15, 16, 17, 18] áûëà ïðåäëîæåíà è èññëå-
äîâàíà êëåòî÷íàÿ ïîïóëÿöèîííàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ âèäîâ êëåòîê: íîðìàëüíûõ
(çäîðîâûõ) è àíîìàëüíûõ (àíåóïëîèäíûõ). Èíòåðåñ ê äèíàìèêå ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèîííîé
ñèñòåìû âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ àíåóïëîèäíûå êëåòêè âûçâàí òåîðèåé [5, 21], ñâÿçûâàþùåé
ðàçâèòèå ðàêà ñ íàëè÷èåì â îðãàíèçìå çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà àíåóïëîèäíûõ êëåòîê. Èç-
âåñòíî, ÷òî êàê ïðàâèëî àíåóïëîèäíûå êëåòêè èìåþò âðåìÿ æèçíè ìåíüøåå, ÷åì çäîðîâûå
êëåòêè. Îäíàêî ÷àñòü àíåóïëîèäíûõ êëåòîê ìîæåò ïåðåðîäèòüñÿ â ïðàêòè÷åñêè <áåññìåðò-
íûå> ðàêîâûå êëåòêè, ïîïóëÿöèÿ êîòîðûõ ñî âðåìåíåì ìîæåò ñòàòü äîìèíèðóþùåé [6, 7].
Â ðàáîòå ïðåäëîæåíû ìîäåëè ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé

èç íîðìàëüíûõ êëåòîê è àíîìàëüíûõ êëåòîê äâóõ óêàçàííûõ âûøå òèïîâ. Ýòè ìîäåëè
ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòàõ
[14, 15, 16, 17, 18].

1. Âûâîä îáùèõ óðàâíåíèé ìîäåëè ñ äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìóòàöèÿìè

Ðàññìîòðèì êëåòî÷íóþ ïîïóëÿöèþ, â êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèñõîäÿò äâà ïðîöåññà.
Ñíà÷àëà ïîñëå ðàçìíîæåíèÿ â êóëüòóðå â ñèëó åñòåñòâåííîé èçìåí÷èâîñòè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ
àíîìàëüíûå (àíåóïëîèäíûå) êëåòêè, çàòåì ÷àñòü àíîìàëüíûõ êëåòîê ìîæåò ïåðåðîäèòüñÿ
â <áåññìåðòíûå> êëåòêè. Â ïðîöåññå ðàçìíîæåíèÿ àíîìàëüíûå êëåòêè âñåãäà îñòàþòñÿ
àíîìàëüíûìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåçX , Y è Z ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé íîðìàëüíûõ, àíîìàëüíûõ è ðàêîâûõ

(<áåññìåðòíûõ>) êëåòîê è ÷åðåç τX , τY , τZ |ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñðåäíèõ êëåòî÷íûõ öèêëîâ
ó ïîïóëÿöèé X , Y è Z ñîîòâåòñòâåííî. Ñ÷èòàåì, ÷òî τX , τY , τZ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
τX ≥ τY ≥ τZ (ñðåäíèé êëåòî÷íûé öèêë ó ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê ìåíüøå, àíî-
ìàëüíûå êëåòêè äåëÿòñÿ áûñòðåå). ×èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé X , Y è Z çàâèñÿò îò âðåìåíè t,
X = X(t), Y = Y (t) è Z = Z(t).
Ñëåäóÿ ðàáîòàì [14, 15, 16, 17, 18], ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

M (0) | äîëÿ çäîðîâûõ (íîðìàëüíûõ) êëåòîê ïîïóëÿöèè X , ðàçäåëèâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå
ìèòîçà (îòñþäà áóêâà <Ì>|ìèòîç) íà âðåìåííîìèíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τX , 0 < M (0) < 1;

M (1) | äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ïîïóëÿöèè Y , ðàçäåëèâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå ìèòîçà íà
âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τY , 0 < M (1) < 1;

M (2) | äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ïîïóëÿöèè Z, ðàçäåëèâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå ìèòîçà íà
âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τZ , 0 < M (2) < 1;

A(0) | äîëÿ çäîðîâûõ êëåòîê ïîïóëÿöèè X , ïîãèáàþùèõ â ðåçóëüòàòå àïîïòîçà (îòñþäà
áóêâà <À> | àïîïòîç) íà âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τX , 0 < A(0) < 1;
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A(1) | äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ïîïóëÿöèè Y , ïîãèáàþùèõ â ðåçóëüòàòå àïîïòîçà íà
âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τY , 0 < A(1) < 1;

A(2) | äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ïîïóëÿöèè Z, ïîãèáàþùèõ â ðåçóëüòàòå àïîïòîçà íà
âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τZ , 0 < A(2) < 1;

γ(0) | äîëÿ çäîðîâûõ êëåòîê ïîïóëÿöèè X â ðàññìàòðèâàåìîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå,
ïåðåõîäÿùèõ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τX â ïðîöåññå äåëåíèÿ â ïîïóëÿöèþ
àíîìàëüíûõ êëåòîê Y , 0 < γ(0) < 1;

γ(1) | äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ïîïóëÿöèè Y , ïåðåõîäÿùèõ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå
äëèòåëüíîñòè τY , â ïîïóëÿöèþ àíîìàëüíûõ êëåòîê Z, 0 < γ(1) < 1.

Çà âðåìÿ êëåòî÷íîãî öèêëà êëåòêè ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû ìîãóò âûæèòü è íå ðàçäå-
ëèòüñÿ, âûæèòü è ðàçäåëèòüñÿ, ïðè ýòîì â ïðîöåññå äåëåíèÿ êëåòêè ïîïóëÿöèé X è Y ìîãóò
îñòàòüñÿ â ñâîåé èëè ïåðåéòè â äðóãóþ ïîïóëÿöèþ. Óêàçàííûå ïðîöåññû ìîæíî îïèñàòü
ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

(1 − A(0))(1 −M (0)) | äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê, êîòîðûå âûæèëè è íå ðàçäåëèëèñü íà
èíòåðâàëå τX ;

(1 − A(1))(1 − M (1)) | äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ïîïóëÿöèè Y , êîòîðûå âûæèëè è íå
ðàçäåëèëèñü íà èíòåðâàëå τY ;

(1 − A(2))(1 − M (2)) | äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ïîïóëÿöèè Z, êîòîðûå âûæèëè è íå
ðàçäåëèëèñü íà èíòåðâàëå τZ ;

2(1 − A(0))M (0)(1 − γ(0)) | äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê, êîòîðûå âûæèëè, ðàçäåëèëèñü è
îñòàëèñü â ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê íà èíòåðâàëå τX ;

2(1−A(0))M (0)γ(0)|äîëÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê, êîòîðûå âûæèëè, ðàçäåëèëèñü è ïåðåøëè
â ïîïóëÿöèþ àíîìàëüíûõ êëåòîê Y íà èíòåðâàëå τX ;

2(1 − A(1))M (1)(1 − γ(1)) | äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ïîïóëÿöèè Y , êîòîðûå âûæèëè,
ðàçäåëèëèñü è îñòàëèñü â ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê Y íà èíòåðâàëå τY ;

2(1−A(1))M (1)γ(1) | äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ïîïóëÿöèè Y , êîòîðûå âûæèëè, ðàçäåëè-
ëèñü è ïåðåøëè â ïîïóëÿöèþ àíîìàëüíûõ êëåòîê Z íà èíòåðâàëå τY ;

2(1 − A(2))M (2) | äîëÿ àíîìàëüíûõ êëåòîê ïîïóëÿöèè êîòîðûå Z, êîòîðûå âûæèëè è
ðàçäåëèëèñü íà èíòåðâàëå τZ .

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó ïîïóëÿöèé âî âðåìåíè:



X(t + τX) = (1− A(0))(1−M (0))X(t) + 2(1− A(0))M (0)(1− γ(0))X(t),

Y (t + τY ) = (1− A(1))(1−M (1))Y (t) +

+2(1− A(1))M (1)(1− γ(1))Y (t) + 2(1− A(0))M (0)γ(0)X(t),

Z(t + τZ) = (1− A(2))(1−M (2))Z(t) +

+2(1− A(2))M (2)Z(t) + 2(1− A(1))M (1)γ(1)Y (t).

(1)
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Ïîëó÷åííóþ ìîäåëü óäîáíî çàïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå
X(t + τX) = a(0)X(t),

Y (t + τY ) = a(1)Y (t) + b(1)X(t),

Z(t + τZ) = a(2)Z(t) + b(2)Y (t),

(2)

ãäå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a(0) = (1− A(0))(1−M (0)) + 2(1− A(0))M (0)(1− γ(0)), (3)

a(1) = (1− A(1))(1−M (1)) + 2(1− A(1))M (1)(1− γ(1)), (4)

a(2) = (1− A(2))(1−M (2)) + 2(1− A(2))M (2), (5)

b(1) = 2(1− A(0))M (0)γ(0), b(2) = 2(1− A(1))M (1)γ(1). (6)

Ñëåäóÿ ìåòîäèêå, ïðåäëîæåííîé â [22], ìîæíî ïîëó÷èòü íåïðåðûâíûé àíàëîã ìîäåëè (2):


ẋ = (a(0) − 1)х ,

ẏ = µ(1)(a(1) − 1)y + b(1)x,

ż = µ(2)(a(2) − 1)z + b(2)y,

(7)

ãäå êîýôôèöèåíòû a(0), a(1), a(2), b(1), b(2) îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (3){(6), t | ìîäåëüíîå
âðåìÿ, à êîýôôèöèåíòû

µ(1) =
τX

τY

, µ(2) =
τX

τZ

(8)

õàðàêòåðèçóþò îòíîøåíèå ñêîðîñòåé äåëåíèÿ íîðìàëüíûõ êëåòîê ïîïóëÿöèè X è àíîìàëü-
íûõ êëåòîê ïîïóëÿöèé Y è Z. Îáîçíà÷åíèå ϕ̇ èñïîëüçóåòñÿ çäåñü è äàëåå äëÿ ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè ϕ ïî âðåìåíè.
Èç ïðåäïîëîæåíèÿ τX ≥ τY ≥ τZ âûòåêàåò, ÷òî 1 ≤ µ(1) ≤ µ(2).

2. Ó÷åò êîíêóðåíöèè çà ðåñóðñû: ðàçëè÷íûå âàðèàíòû
âûáîðà ôóíêöèé ìèòîçà M (0), M (1) è M (2)

Íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ñòâîëîâûõ êëåòîê
â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ (in vitro) | êóëüòèâèðîâàíèå â ìîíîñëîå â ÷àøêàõ Ïåòðè èëè â
êóëüòóðàëüíûõ ôëàêîíàõ[20]. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè êóëüòèâèðîâàíèè â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ
ñêîðîñòü ðîñòà êóëüòóðû êëåòîê óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà êëåòîê íà åäèíèöå
ïëîùàäè ïîäëîæêè, âïëîòü äî ïîëíîé îñòàíîâêè ðîñòà ïîïóëÿöèè â ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ
êîíòàêòà ìåæäó êëåòêàìè. Äàííûé ýôôåêò ïîëó÷èë íàçâàíèå "êîíòàêòíîå òîðìîæåíèå" [1].
×òîáû ó÷åñòü êîíòàêòíîå òîðìîæåíèå, ìîæíî çàäàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ M (j),

âõîäÿùèõ â ñîîòíîøåíèÿ (3){(6) è õàðàêòåðèçóþùèõ ñêîðîñòè äåëåíèÿ êëåòîê, îò êîëè÷åñòâà
êëåòîê â ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìå, ò.å. îò x, y è z.
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Ìîäåëü ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íà ðàííèõ ýòàïàõ êóëüòèâèðîâàíèÿ ñòâî-
ëîâûõ êëåòîê â ìîíîñëîå ïðè íåáîëüøîé ïëîòíîñòè ïîñåâà, ðàçâèòèå êëåòî÷íîé ïîïóëÿöè-
îííîé ñèñòåìû ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (7) ñ ïîñòîÿííûìè (íå
çàâèñÿùèìè îò x, y, z) êîýôôèöèåíòàìè ìèòîçàM (0),M (1) èM (2). Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (7)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó. Åñëè ìàòðèöà ñèñòåìû íåâûðîæäåíà,
òî îíà èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïîêîÿ O(0, 0, 0).
Õàðàêòåð ðåøåíèé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè åå ìàòðèöû. Åñëè

âåùåñòâåííûå ÷àñòè âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû ìåíüøå íóëÿ, òî ïîëîæå-
íèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî, à âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ ðîñòîì t ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ýêñïîíåíöè-
àëüíî. Ýòà ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåíèþ âñåõ òðåõ ïîïóëÿöèé. Åñëè âåùåñòâåííàÿ
÷àñòü êàêîãî-ëèáî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ áîëüøå íóëÿ, òî ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèé ñ ðîñòîì
t áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàòü.
Â íàøåì ñëó÷àå, ìàòðèöà ñèñòåìû (7) íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ. Cîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ(0),

λ(1), λ(2) ìàòðèöû îïðåäåëÿþòñÿ åå äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè:

λ(0) = a(0) − 1, λ(1) = µ(1)(a(1) − 1), λ(2) = µ(2)(a(2) − 1),

ãäå âåëè÷èíû a(0), a(1), a(2) çàäàíû ôîðìóëàìè (3){(5).
Èç ñîîòíîøåíèÿ (3) âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî λ(0) ≤ 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè γ(0) ≥ 1

2
, à ïðè

γ(0) <
1
2
îíî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

M (0) ≤ A(0)

(1− 2γ(0))(1− A(0))
. (9)

Àíàëîãè÷íî, ñîãëàñíî (4), íåðàâåíñòâî λ(1) ≤ 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè γ(1) ≥ 1
2
, à ïðè γ(1) <

1
2

îíî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

M (1) ≤ A(1)

(1− 2γ(1))(1− A(1))
. (10)

Íàêîíåö, íåðàâåíñòâî λ(2) ≤ 0, ñîãëàñíî (5), ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

M (2) ≤ A(2)

1− A(2)
. (11)

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
Òåîðåìà 1. Òî÷êà ïîêîÿ O(0, 0, 0) ñèñòåìû (7) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè óñòîé-

÷èâà, åñëè è òîëüêî åñëè:

à) γ(0) ≥ 1/2, γ(1) ≥ 1/2 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (11);
á) γ(0) ≥ 1/2, γ(1) < 1/2 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (10), (11);
â) γ(0) < 1/2, γ(1) ≥ 1/2 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (9), (11);
ã) γ(0) < 1/2, γ(1) < 1/2 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (9){ (11).

Åñëè ê òîìó æå ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâà íà êîýôôèöèåíòû ìèòîçà âûïîëíÿ-
þòñÿ êàê ñòðîãèå, òî òî÷êà O(0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû (7) åäèíñòâåííîé òî÷êîé
ïîêîÿ, ïðè÷åì àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.
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Ìîäåëü ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé ìèòîçà. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè (íà
ïîçäíèõ ýòàïàõ êóëüòèâèðîâàíèÿ) ïðîèñõîäèò â óñëîâèÿõ íåõâàòêè ìåñòà íà ïîäëîæêå, ïî-
ýòîìó ñêîðîñòü ðîñòà ïîïóëÿöèé çàìåäëÿåòñÿ, à çíà÷èò, êîýôôèöèåíòû ìèòîçàM (i) óìåíüøà-
þòñÿ. Ñëåäóÿ [17], ïðèìåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìèòîçàM (i) ëèíåéíî çàâèñÿò îò ïðèâåäåííûõ
÷èñëåííîñòåé x, y, z. Ñ ó÷åòîì åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé 0 ≤ M (i) ≤ 1 ïîëó÷àåì

M (i)(x,y,z) =


0, αi−βi0x−βi1y−βi2z≤ 0;

αi−βi0x−βi1y−βi2z, 0 <αi−βi0x−βi1y−βi2z < 1;

1, αi−βi0x−βi1y−βi2z≥ 1,

(12)

ãäå i = 0, 1, 2.
Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèè L(0), L(1), L(2):

L(0)(x, y, z) = α0 − β00x− β01y − β02z;

L(1)(x, y, z) = α1 − β10x− β11y − β12z;

L(2)(x, y, z) = α2 − β20x− β21y − β22z.

(13)

Òîãäà ôóíêöèè, çàäàþùèå êîýôôèöèåíòû ìèòîçà M (0), M (1) è M (2), ìîæíî çàïèñàòü â ñëå-
äóþùåì êîìïàêòíîì âèäå:

M (0) = max(0, min(1, L(0))), M (1) = max(0, min(1, L(1))), M (2) = max(0, min(1, L(2))).

Ñèñòåìà (7) ñ êîýôôèöèåíòàìè, âû÷èñëÿåìûìèïîôîðìóëàì (3){(6), (8), (12), íåëèíåéíà,
òàê êàê åå êîýôôèöèåíòû a(0), a(1), a(2), b(1) è b(2) ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè
îò x, y, z.
Ïàðàìåòðû αi è βij , âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâ (12), èìåþò ñëåäóþùèé áèîëîãè-

÷åñêèé ñìûñë:

α0 | äîëÿ êëåòîê â ïîïóëÿöèè íîðìàëüíûõ êëåòîê, ðàçäåëèâøèõñÿ íà âðåìåííîì èíòåð-
âàëå äëèòåëüíîñòè τ â îòñóòñòâèå âíóòðèïîïóëÿöèîííîé èìåæïîïóëÿöèîííîé êîíêóðåíöèè,
0 ≤ α0 ≤ 1;

α1 | äîëÿ êëåòîê â ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê ïåðâîãî âèäà, ðàçäåëèâøèõñÿ íà âðå-
ìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τ â îòñóòñòâèå âíóòðèïîïóëÿöèîííîé è ìåæïîïóëÿöèîííîé
êîíêóðåíöèè, 0 ≤ α1 ≤ 1;

α2 | äîëÿ êëåòîê â ïîïóëÿöèè àíîìàëüíûõ êëåòîê âòîðîãî âèäà, ðàçäåëèâøèõñÿ íà âðå-
ìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τ â îòñóòñòâèå âíóòðèïîïóëÿöèîííîé è ìåæïîïóëÿöèîííîé
êîíêóðåíöèè, 0 ≤ α2 ≤ 1;

βij | óìåíüøåíèå äîëè äåëÿùèõñÿ êëåòîê íà âðåìåííîì èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè τ êàê
çà ñ÷åò âíóòðè ïîïóëÿöèîííîé j = i, òàê è çà ñ÷åò ìåæïîïóëÿöèîííîé j 6= i êîíêóðåíöèè.
Ïîëàãàåì, ÷òî βij ≥ 0, i, j = 0, 1, 2.

Ìîäåëü ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ìèòîçà. Ïîìèìî ðàññìîòðåííîé âûøå êó-
ñî÷íî-ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ìèòîçà îò ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé, êîòîðàÿ
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âûðàæàåòñÿ ïðîñòûìè ñîîòíîøåíèÿìè, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàâè-
ñèìîñòü, çàäàííàÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé:

M (i)(x, y, z) = αie
L̃(i)(x,y,z)−αi , (14)

ãäå
L̃(i)(x, y, z) = αi −

βi0

αi

x− βi1

αi

y − βi2

αi

z, i = 0, 1, 2. (15)

Îòìåòèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè íóëåâîé òî÷êè ïîêîÿ O(0, 0, 0) ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñ
êóñî÷íî-ëèíåéíîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèÿìè ìèòîçà ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ αi è βij ñîâïàäàþò ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ óñòîé÷è-
âîñòè ýòîé òî÷êè ïîêîÿ â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå ó äâóõ ìîäåëåé îäèíàêîâûå.

3. Àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû

Â ñèëó áèîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âîçíèêàþò
åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ôàçîâûå ïåðåìåííûå: x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0. Ïîýòîìó âàæíûì
óñëîâèåì òîãî, ÷òî ñèñòåìà (7) àäåêâàòíî îïèñûâàåò ïðîöåññ ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèîííîé ñè-
ñòåìû, ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèé âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû. Äðóãèìè
ñëîâàìè, äëÿ ñèñòåìû (7) ïåðâûé îêòàíò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

K+ =
{
(x, y, z) ∈ R3: x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0

}
.

äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì. Êðîìå òîãî, òðàåêòîðèè ñèñòåìû
íå äîëæíû óõîäèòü â áåñêîíå÷íîñòü, ïîñêîëüêó â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïîïóëÿöèÿ íå ìîæåò
ðàñòè íåîãðàíè÷åííî.

Ïîëîæèòåëüíàÿ èíâàðèàíòíîñòü ïåðâîãî îêòàíòà. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëîæèòåëüíîé
èíâàðèàíòíîñòè ïåðâîãî îêòàíòà K+ ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû íà åãî
ãðàíèöå. Åñëè òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, íà÷èíàþùàÿñÿ íà ãðàíèöå, íå âûõîäèò çà ïðåäåëû
îêòàíòà, òî îíà ëèáî óõîäèò âíóòðü íåãî (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîðíîå ïîëå íà
ãðàíèöå áûëî íàïðàâëåíî âíóòðü îêòàíòà), ëèáî îñòàåòñÿ íà ãðàíèöå, ò.å. âõîäèò â íåêîòîðóþ
÷àñòü ãðàíèöû, ÿâëÿþùóþñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîæåñòâîì. Îòìåòèì, ÷òî áîëåå ñèëüíîå
óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû íå òîëüêî íå âûõîäÿò èç
îêòàíòà, íî è íå âõîäÿò â íåãî. Ýòî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè ãðàíèöû îêòàíòà.
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (7) âûòåêàåò, ÷òî ïëîñêîñòü x = 0, ò.å. ïëîñêîñòü Oyz,

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì, ïîñêîëüêó ïðè x = 0 èìååì ẋ = 0. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî óñëîâèå x ≥ 0, à òàêæå è x > 0, ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû. Óáåäèìñÿ â
òîì, ÷òî êâàäðàíò y ≥ 0, z ≥ 0 â èíâàðèàíòíîé ïëîñêîñòè x = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìàÿ x = 0, y = 0, êàê âûòåêàåò èç ñèñòåìû
(7), ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé, ò.å. òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ íà ýòîé ïðÿìîé, îñòàåòñÿ íà ýòîé
ïðÿìîé. Òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ ïðè x = y = 0, z > 0, íå âûõîäÿò èç K+. Åñëè
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x = z = 0, òî ż = b2y > 0 ïðè y > 0, òàê ÷òî òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ ïðè x = z = 0,
y > 0, îñòàþòñÿ íà ãðàíè Oyz îêòàíòà K+.
Îñòàåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû íà ãðàíÿõ îêòàíòà, ëå-

æàùèõ â ïëîñêîñòÿõ Oxy è Oxz, à òàêæå íà ðåáðå Ox îêòàíòà, ñòûêóþùåì ýòè ãðàíè.
Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü Oxy. Íà ýòîé ïëîñêîñòè z = 0 è, ñîãëàñíî (7), ż = µ(2)b(2)y > 0

ïðè y > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ÷àñòè ãðàíèöû îêòàíòà, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
z = 0, y > 0 (îòêðûòàÿ ãðàíü Oxy), âåêòîðíîå ïîëå íàïðàâëåíî âíóòðü îêòàíòà K+.
Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü Oxz. Íà ýòîé ïëîñêîñòè y = 0 è, ñîãëàñíî (7), ẏ = b(1)x > 0

ïðè x > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ÷àñòè ãðàíèöû îêòàíòà, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè
y = 0, z > 0 (îòêðûòàÿ ãðàíü Oxz), âåêòîðíîå ïîëå íàïðàâëåíî âíóòðü îêòàíòà K+.
Åñëè y = z = 0, x > 0, òî ẏ = b1x > 0, ż = 0. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (7) âû÷èñëèì

âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïåðåìåííîé z (ñ ó÷åòîì y = z = 0):

z̈ = µ(2)(a(2) − 1)ż + b(2)ẏ = b(2)b(1)x > 0.

Òàê êàê â íà÷àëüíûé ìîìåíò z(0) = 0, dz

dt
(0) = 0, d2z

dt2
(0) > 0, ôóíêöèÿ z(t) ïðè ìàëûõ t

âîçðàñòàåò, òàê ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû âõîäèò â ïîëóïðîñòðàíñòâî z > 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
â íà÷àëüíûé ìîìåíò dy

dt
(0) > 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, íà÷èíàþùàÿñÿ ïðè

y = z = 0, x > 0, ñ ðîñòîì t âõîäèò â îêòàíò K+.
Èòàê, ðàññìîòðåíû âñå ÷àñòè ãðàíèöû ïåðâîãî îêòàíòà K+, çà èñêëþ÷åíèåì åãî âåð-

øèíû | òî÷êè ïîêîÿ O(0, 0, 0). Äëÿ âñåõ ýòèõ ÷àñòåé ïîêàçàíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû íå
âûõîäèò çà ïðåäåëû îêòàíòà. ßñíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû íå ìîæåò ïîêèíóòü îêòàíò è
÷åðåç åãî âåðøèíó, ïîñêîëüêó îíà | òî÷êà ïîêîÿ. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî K+ | ïîëîæè-
òåëüíî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî.

Ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíî ïðèòÿãèâàþùåãî ìíîæåñòâà. Âòîðîå âàæíîå óñëîâèå àäå-
êâàòíîñòè ñèñòåìû (7) | òðåáîâàíèå, ÷òîáû òðàåêòîðèè ñèñòåìû íå óõîäèëè â áåñêîíå÷-
íîñòü. Ýòî óñëîâèå ìû äîêàæåì, åñëè ïîñòðîèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü çàõâàòà, ò.å. îáëàñòü,
â êîòîðóþ òðàåêòîðèè âõîäÿò, íî åå íå ïîêèäàþò. Ôàêòè÷åñêè ìû äîêàæåì, ÷òî âñå òðàåêòî-
ðèè ñèñòåìû â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïîïàäàþò â íåêîòîðóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü è â äàëüíåéøåì
îñòàþòñÿ â íåé.
Îñíîâîé äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíî ñâîéñòâî êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ó êîòî-

ðûõ ìàòðèöà èìååò äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîéñòâî ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî èç èçâåñòíîé òåîðåìû Ãåðøãîðèíà [19], íî ìû äàäèì ïðîñòîå íåçàâèñèìîå äîêà-
çàòåëüñòâî.
Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ìàòðèöà A = (aij) êâàäðàòè÷íîé ôîëðìû â Rn èìååò äèàãî-

íàëüíûå ýëåìåíòû aii îäíîãî çíàêà, ïðè÷åì

|aii| >
∑
j 6=i

|aij|, i = 1, 2, . . . , n.
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Òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåíîé, ïðè÷åì îíà ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííàÿ, åñëè âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíû, è îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ,
åñëè âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îòðèöàòåëüíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû ïîëîæèòåëüíû è äîêàæåì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Îò-
ìåòèì ýëåìåíòàðíîå íåðàâåíñòâî 2xixj ≥ −x2

i −x2
j . Ñ ïîìîùüþ ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj =
n∑

i=1

aiix
2
i +

∑
i=1

∑
j 6=i

aijxixj ≥
n∑

i=1

aiix
2
i −

1

2

∑
i=1

∑
j 6=i

aijx
2
i −

1

2

∑
i=1

∑
j 6=i

aijx
2
j =

=
n∑

i=1

aiix
2
i −

∑
i=1

x2
i

∑
j 6=i

aij =
n∑

i=1

(
aii −

∑
j 6=i

aij

)
x2

i > 0,

åñëè x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n 6= 0.

Ñëó÷àé, êîãäà âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îòðèöàòåëüíû ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó
óìíîæåíèåì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà −1. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìèòîçà M (i), i = 1, 2, 3, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ρ =

=
√

x2 + y2 + z2 → 0 âíóòðè îêòàíòàK+, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì óñëîâèè L(i)(x, y, z) → −∞ è
L̃(i)(x, y, z) → −∞ â ñèëó òîãî, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû βij , i, j = 1, 2, 3, íåîòðèöàòåëüíû.

Òåîðåìà 2. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì R ìíîæåñòâî

KR
+ =

{
(x, y, z) ∈ R3: x2 + y2 + z2 ≤ R2

}
∩K+

ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî ïðèòÿãèâàþùèì äëÿ ñèñòåìû (7), ò.å. ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ëèáî
öåëèêîì ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó, ëèáî â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ïîïàäàåò â íåãî
è áîëüøå åãî íå ïîêèäàåò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ V (x, y, z) = x2 + y2 + z2. Íàéäåì åå
ïðîèçâîäíóþ V̇ â ñèëó ñèñòåìû (7):

V̇ = 2(a(0) − 1)x2 + 2µ(1)(a(1) − 1)y2 + 2µ(2)(a(2) − 1)z2 + 2b(1)xy + 2b(2)yz. (16)

Èç óñëîâèÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìèòîçà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ρ →∞, çàêëþ÷àåì, ÷òî

a(0) → 1− A(0), a(1) → 1− A(1), a(2) → 1− A(2), b(1) → 0, b(2) → 0

ïðè ρ → +∞. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò R, íàñòîëüêî áîëüøîå, ÷òî

a(0) < 1− A(0) + ε, a(1) < 1− A(1) + ε, a(2) < 1− A(2) + ε, b(1) < ε, b(2) < ε. (17)
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Ñ ó÷åòîì ýòèõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì

V̇ ≤ −2(A(0) − ε)x2 − 2µ(1)(A(1) − ε)y2 − 2µ(2)(A(2) − ε)z2 + 2εxy + 2εyz.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ V̇ â ñèëó ñèñòåìû îêàçàëàñü îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êâàäðàòè÷íîé
ôîðìîé. Ïðîàíàëèçèðóåì ýòó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó. Åå ìàòðèöà

Q(ε) =


−2(A(0) − ε) ε 0

ε −2µ(1)(A(1) − ε) ε

0 ε −2µ(2)(A(2) − ε)

 . (18)

Âèäíî, ÷òî ïðè ε < min
{
A(0), A(1), A(2)

}
çàïèñàííàÿ ìàòðèöà èìååò îòðèöàòåëüíûå äèàãî-

íàëüíûå ýëåìåíòû. Îíà èìååò äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

2A(0) − 3ε > 0, 2µ(1)A(1) − 2(µ(1) + 1)ε > 0, 2µ(2)A(2) − (2µ(2) + 1)ε > 0,

ò.å. ïðè

ε < min

{
2

3
A(0),

µ(1)

1 + µ(1)
A(1),

2µ(2)

1 + 2µ(2)
A(2)

}
. (19)

Èòàê, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (19) ðàññìàòðèâàåìàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà, à ôóíêöèÿ V íà ìíîæåñòâå K+ ∩ {x2 + y2 + z2 > R2} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
V̇ < 0. Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òî óñëîâèÿ (19) áóäóò âûïîëíåíû, è äëÿ ýòîãî ε âûáåðåìR = R0

òàê, ÷òî áóäóò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâà (17). Òîãäà äëÿ ëþáîãî R > R0 ìíîæåñòâîK+(R) =

{x2 + Y 2 + z2 ≤ R2} ∩K+ áóäåò ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíûì êîìïàêòîì. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (7) áóäåò îãðàíè÷åííîé, ïîñêîëüêó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
R îíà áóäåò ïðèíàäëåæàòü K+(R) âìåñòå ñî ñâîåé íà÷àëüíîé òî÷êîé. Òàêàÿ òðàåêòîðèÿ
èìååò íåïóñòîå ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó {V̇ = 0}. Íî âñå
òî÷êè, â êîòîðûõ V̇ = 0, ëåæàò â ìíîæåñòâå K+(R0), òàê ÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ âõîäèò â
ýòî ìíîæåñòâî è îñòàåòñÿ â íåì. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî K+(R0) ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòíûì ãëîáàëüíî ïðèòÿãèâàþùèì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íóëåâîé òî÷êè ïîêîÿ
ïðè ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòàõ ìèòîçà

Íà÷àëî êîîðäèíàò O(0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ ñèñòåìû (7) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ýòîé òî÷êè îçíà÷àåò âûðîæäåíèå âñåõ òðåõ ñîñòà-
âëÿþùèõ êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû. Àíàëèç óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîé òî÷êè
ïîêîÿ ïðîâåäåì, èñïîëüçóÿ ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìû è ïîëó÷åííûå ðàíåå óñëîâèÿ óñòîé÷èâî-
ñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû (ñì. òåîðåìó 1).
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Äëÿ ñèñòåìû (7) âû÷èñëèì ìàòðèöó ßêîáè â íà÷àëå êîîðäèíàò. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷è-
ñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íåçàâèñèìî îò âèäà ôóíêöèé, çàäàþùèõ êîýôôèöèåíòû ìèòîçàM (i),
ìàòðèöà ßêîáè èìååò âèä 

J11 0 0

J21 J22 0

0 J32 J33

 ,

ãäå

J11 = (1− A(0))M (0)
∗ (1− 2γ(0))− A(0),

J21 = 2(1− A(0))M (0)
∗ γ(0), J22 = µ(1)((1− A(1))M (1)

∗ (1− 2γ(1))− A(1)),

J32 = 2(1− A(1))M (1)
∗ γ(1), J33 = µ(2)((1− A(2))M (2)

∗ − A(2)),

à âåëè÷èíû M
(0)
∗ , M

(1)
∗ , M

(2)
∗ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ ôóíêöèé M (0), M (1) è M (2) â

òî÷êåO(0, 0, 0). Â äâóõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëÿõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ìèòîçàM (i) âûðàæåíèÿ
äëÿ ýòèõ âåëè÷èí ñîâïàäàþò:

M (0)
∗ = α0, M (1)

∗ = α1, M (2)
∗ = α2.

Òàêèìîáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿìàòðèöûßêîáè ñèñòåìû (7) â íà÷àëå êîîðäèíàò äëÿ
äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé êîýôôèöèåíòîâ ìèòîçà ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì

λ(0) = J11 = 1− A(0))α0(1− 2γ(0))− A(0),

λ(1) = J22 = µ(1)((1− A(1))α1(1− 2γ(1))− A(1)),

λ(2) = J33 = µ(2)((1− A(2))α2 − A(2)).

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî ïåðâîìó ïðè-
áëèæåíèþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 3. Òî÷êà ïîêîÿO(0, 0, 0) äëÿ ñèñòåìû (7), â êîòîðîé êîýôôèöèåíòûM (i) çàäàíû

â âèäå (12) èëè â âèäå (14), ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè:

à) γ(0) ≥ 1/2, γ(1) ≥ 1/2 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

α2 <
A(2)

1− A(2)
;

á) γ(0) ≥ 1/2, γ(1) < 1/2 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

α1 <
A(1)

(1− 2γ(1))(1− A(1))
, α2 <

A(2)

1− A(2)
;

â) γ(0) < 1/2, γ(1) ≥ 1/2 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

α0 <
A(0)

(1− 2γ(0))(1− A(0))
, α2 <

A(2)

1− A(2)
;

ã) γ(0) < 1/2, γ(1) < 1/2 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

α0 <
A(0)

(1− 2γ(0))(1− A(0))
, α1 <

A(1)

(1− 2γ(1))(1− A(1))
, α2 <

A(2)

1− A(2)
.
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5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû, êî-
òîðûå ó÷èòûâàþò ïðîöåññ âîçíèêíîâåíèÿ äîñòàòî÷íî àãðåññèâíîãî ïðàêòè÷åñêè <áåññìåðò-
íîãî> êëîíà êëåòîê ñ ãåíîìíûìè ìóòàöèÿìè. Ïðåäñòàâëåíà ïðîñòåéøàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü, à
òàêæå íåëèíåéíûå ìîäåëè, â êîòîðûõ ó÷òåíà îãðàíè÷åííîñòü ðåñóðñîâ.
Èçó÷åíà àäåêâàòíîñòü ïðåäëîæåííûõ ìîäåëåé ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åííîñòè ðåñóðñîâ. Äî-

êàçàíî, ÷òî ïåðâûé îêòàíò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíûì
ìíîæåñòâîì, òàê ÷òî âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû îêàçûâàþòñÿ ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûìè. Òàêæå
ïîêàçàíî, ÷òî âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû îãðàíè÷åíû, à ñöåíàðèé íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà ñî-
ñòàâíûõ ÷àñòåé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû íåâîçìîæåí.
Â áóäóùåì èññëåäîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ ìîäåëåé ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû íà èçó÷åíèå

íåíóëåâûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, èõ õàðàêòåðà, à òàêæå âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ
ðàçâèòèÿ êëåòî÷íîé ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, âàæåí ñëó÷àé ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðèòÿãèâàþùåé òî÷êè íà îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ôîðìèðîâà-
íèå äîìèíèðóþùåé ïîïóëÿöèè. Ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîé òî÷êè âíóòðè îêòàíòà (íåâûðî-
æäåííîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ) óêàçûâàåò íà ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèîííîé ñèñòåìû,
ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâíîâåñèå âñåõ òðåõ êîëîíèé ñèñòåìû.
Ïðåäëîæåííûå ìîäåëè ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà ñëó÷àé ïîïóëÿöèîííûõ ñèñòåì, âêëþ÷à-

þùèõ áîëüøåå ÷èñëî ìóòàöèé ðàçíûõ âèäîâ. Òàêèå ìîäåëè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ïðàêòè÷å-
ñêèé èíòåðåñ ïðè èçó÷åíèè öåïî÷åê ìóòàöèé ñëîæíîãî âèäà.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 13-07-00720 à è 12-07-

00267 a).
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Population dynamics model of a system with three types of cells

M.S. Vinogradova, O.V. Tyrina *
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The article considers an isolated population system consisting of three types of human stem
cells: normal cells, aneuploid (abnormal) cells, and the cells, which became "immortal" ones as
a result of repeated mutations. The population system develops in vitro. A linear model of cell
population dynamics with no resource limits and two nonlinear models with competition for limited
resources are proposed. The competition for resources in the mathematical model is taken into
consideration though specifying a dependence of the cell division rates on the number of cells
in the population system. In one case this dependence is specified to be a decreasing piecewise-
linear function, in the other one it is set as an exponentially decreasing function. The models
of the cell population dynamics developed in the article allow us to analyze the emergence of
rather aggressive almost "immortal" clone of cells with genomic mutations from the population of
normal cells, as well as to study the joint development of these populations. An analysis of model
trajectories behavior shows that the trajectories originating in the first octant don't leave it, that
is in compliance with the biological interpretation of the models. Using a uniform approach for
nonlinear models a compact attracting set (sphere) is found in the first octant. The stability of the
origin O(0,0,0) to be a resting point for all parameter values is analyzed. This point, when it is
stable, will be a point of degeneration for all three populations of the cell population system.
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