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Ñòàáèëèçàöèÿ ïàññèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèé íà âõîäå è âûõîäå ñèñòåìû

Ãîëóáåâ À. Å.1,* *

1ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ïàññèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè íå-
ïðåðûâíûõ âîçìóùåíèé íà âõîäå è âûõîäå ñèñòåìû. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçè-
ðóåìîñòè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè ïîìîùè ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó
â ïðèñóòñòâèè íåïðåðûâíûõ âîçìóùåíèé. Ðàññìîòðåí ïðèìåð ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó îøèáêè îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íàáëþäàòåëåì,
â ñëó÷àå íåòî÷íûõ èçìåðåíèé âûõîäà ñèñòåìû. Âîçìîæíîé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ â
ðàáîòå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ òåõíè÷å-
ñêèìè ñèñòåìàìè, íàïðèìåð, áåñïèëîòíûìè ëåòàòåëüíûìè àïïàðàòàìè è ìîáèëüíûìè ðîáîòàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàáèëèçàöèÿ; äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû; ñòàòè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ïî âûõîäó;
ïàññèâíîñòü; óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì

Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíîé äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû  ẋ = f(x, u),

y = h(x),
(1)

ãäå x ∈ Rn | âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû; u ∈ Rm | âõîä ñèñòåìû (óïðàâëåíèå); y ∈ Rm |
èçìåðÿåìûé âûõîä ñèñòåìû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f : Rn×Rm → Rn è h: Rn →
→ Rm ëîêàëüíî ëèïøèöåâû, f(0, 0) = 0, h(0) = 0.
Â ñëó÷àå, êîãäà íåïîñðåäñòâåííûì èçìåðåíèÿì äîñòóïåí òîëüêî âûõîä ñèñòåìû, îäèí èç

ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (1) îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ñòàòè÷å-
ñêèõ îáðàòíûõ ñâÿçåé ïî âûõîäó [1]. Ïðè ñèíòåçå ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó
äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû, èìåþùåé âèä (1), êëþ÷åâûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïàññèâíîñòü.
Íàïîìíèì, ÷òî äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (1) íàçûâàþò ïàññèâíîé [2, 3], åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ V (x), íàçûâàåìàÿ
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ôóíêöèåé çàïàñà, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ Rn è u ∈ Rm ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

V̇ =
∂V (x)

∂x
f(x, u) ≤ y

ò
u.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãèå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, ðàññìîòðåííûå ñ îïðåäåëåííûì âûõîäîì,
ÿâëÿþòñÿ ïàññèâíûìè [4, 5].
Äëÿ ïàññèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ðåøåíèå çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ ïðè ïîìîùè ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó õîðîøî èçâåñòíî è ïðèâå-
äåíî, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [2, 3, 4, 5, 6, 7].
Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, êàê ïðàâèëî, ïðèõî-

äèòñÿ èñêàòü â óñëîâèÿõ íåòî÷íîñòè èçìåðÿåìîé èíôîðìàöèè î ñèñòåìå. Ïîýòîìó ïðåäñòà-
âëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé ïðè íàëè÷èè âîçìóùå-
íèé â êàíàëàõ óïðàâëåíèÿ è èçìåðåíèÿ âûõîäà.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ïàññèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-

ñòåì âèäà (1) ïðè íàëè÷èè íåïðåðûâíûõ âîçìóùåíèé íà âõîäå è âûõîäå ñèñòåìû. Â ðàçä. 1
äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ ïðèâîäÿòñÿ èñïîëüçóåìûå â ôîð-
ìóëèðîâêàõ òåîðåì îïðåäåëåíèÿ è äîêàçûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà. Â ðàçä. 2 ïîëó÷åíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì (1) ïðè ïîìîùè ñòàòè÷åñêîé
îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó â ïðèñóòñòâèè íåïðåðûâíûõ âîçìóùåíèé íà âõîäå ñèñòåìû. Â
ðàçä. 3 äîêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè ñèñòåì âèäà (1) ïðè íàëè÷èè
íåïðåðûâíûõ âîçìóùåíèé íà âûõîäå ñèñòåìû. Â ðàçä. 4 ðàññìîòðåí ïðèìåð ñòàáèëèçàöèè
íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó îøèáêè îöåíêè ñîñòîÿ-
íèÿ ñèñòåìû íàáëþäàòåëåì, â ñëó÷àå íåòî÷íûõ èçìåðåíèé âûõîäà ñèñòåìû.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äëÿóäîáñòâàôîðìóëèðîâîêïîëó÷åííûõ â ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåì ñëåäóþùèåîïðå-
äåëåíèÿ.
Íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ α: [0 , a) → R+, ãäå R+ = [0, +∞), 0 < a ≤ +∞, íàçûâàþò

ôóíêöèåé êëàññà K [7], åñëè äàííàÿ ôóíêöèÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ è α(0) = 0.
Ôóíêöèþ α êëàññà K íàçûâàþò ôóíêöèåé êëàññà K∞ [7], åñëè a = +∞ è α(s) → +∞

ïðè s→ +∞.
Íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ β: [0, a) × R+ → R+ íàçûâàþò ôóíêöèåé êëàññà KL [7], åñëè

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t ôóíêöèÿ β(s, t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êëàññà K ïî îòíîøåíèþ ê
ïåðåìåííîé s, à ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì s âûïîëíåíî β(s, t) → 0 ïðè t→ +∞.
Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (1) íàçûâàþò ñòðîãî ïàññèâíîé ïî ñîñòîÿíèþ [2, 3], åñëè îíà

ÿâëÿåòñÿ ïàññèâíîé è ïðè âñåõ x ∈ Rn è u ∈ Rm ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

V̇ =
∂V (x)

∂x
f(x, u) ≤ y

ò
u− ψ(x),
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ãäå V (x)|ôóíêöèÿ çàïàñà, ψ(·) > 0|íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
ôóíêöèÿ.
Äèíàìè÷åñêóþñèñòåìó (1) íàçûâàþò ñòðîãî ïàññèâíîéïî âûõîäó [2, 3], åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ

ïàññèâíîé è ïðè âñåõ x ∈ Rn è u ∈ Rm ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

V̇ =
∂V (x)

∂x
f(x, u) ≤ y

ò
u− y

ò
%(y),

ãäå V (x)|ôóíêöèÿ çàïàñà, % { íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, yò%(y) > 0 ïðè âñåõ y 6= 0.
Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (1) íàçûâàþò ëîêàëüíî äåòåêòèðóåìîé â íóëåâîì ñîñòîÿíèè

[2], åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü D0 ⊂ Rn òî÷êè x = 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøå-
íèÿ x(t) ñèñòåìû (1) ïðè u = u(t) ≡ 0, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì x(0) = x0 ∈ D0 è
y(t) = h(x(t)) ≡ 0, âûïîëíåíî x(t) → 0 ïðè t → +∞. Ïðè D0 = Rn ñèñòåìó (1) íàçûâàþò
äåòåêòèðóåìîé â íóëåâîì ñîñòîÿíèè [2].
Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó âèäà

ẋ = f(x, d), (2)

ãäå x ∈ Rn | âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû; d ∈ Rm | âõîä ñèñòåìû, cîîòâåòñòâóþùèé
äåéñòâóþùèì íà ñèñòåìó âîçìóùåíèÿì. Ïîëàãàåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : Rn × Rm → Rn

ëîêàëüíî ëèïøèöåâî è f(0, 0) = 0.
Åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè β êëàññà KL è γ êëàññà K, ÷òî äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Rn è

ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé íà [0, +∞) ôóíêöèè d = d(t) íà âõîäå ðåøåíèå
x(t) ñèñòåìû (2), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = x0, îïðåäåëåíî íà èíòåðâàëå
[0, +∞) è ïðè âñåõ t ≥ 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖x(t)‖ ≤ β(‖x0‖, t) + γ( sup
0≤τ≤t

‖d(τ)‖),

òî ãîâîðÿò, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ
ê âîçìóùåíèÿì âõîäà d [8].
Åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè α êëàññà K∞, β êëàññà KL è γ êëàññà K, ÷òî äëÿ ëþáîãî

x0 ∈ Rn è ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé íà [0, +∞) ôóíêöèè d = d(t) íà âõîäå
ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (2), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = x0, îïðåäåëåíî íà
èíòåðâàëå [0, +∞) è ïðè âñåõ t ≥ 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

α(‖x(t)‖) ≤ β(‖x0‖, t) +

t∫
0

γ(‖d(s)‖) ds,

òî ãîâîðÿò, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (2) îáëàäàåò èíòåãðàëüíûì ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè
ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì âõîäà d [9, 10].
Çäåñü è äàëåå â ðàáîòå â êà÷åñòâå íîðìû âåêòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2) ñ íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì âûõîäîì, èìåþùóþ âèä ẋ = f(x, d),

y = h(x),
(3)

ãäå y ∈ Rm |âûõîä ñèñòåìû, h: Rn → Rm |íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ h(0) = 0.
Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) ñèñòåìà (3) ñòðîãî ïàññèâíà ïî âûõîäó ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è áåñêîíå÷íî
áîëüøîé ïðè ‖x‖ → ∞ ôóíêöèåé çàïàñà V (x) è äåòåêòèðóåìà â íóëåâîì ñîñòîÿíèè;
2) äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ N ïðè âñåõ y ∈ Rm ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

y
ò
%(y) ≥ c‖y‖2l, (4)

ãäå ôóíêöèÿ %| èç îïðåäåëåíèÿ ñòðîãîé ïàññèâíîñòè ïî âûõîäó, à c > 0 { íåêîòîðàÿ ïîëî-
æèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Òîãäà ñèñòåìà (3) îáëàäàåò èíòåãðàëüíûì ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âîç-
ìóùåíèÿì âõîäà d.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ñîãëàñíî óñëîâèÿì ëåììû ñèñòåìà (3) ñòðîãî ïàññèâíà ïî
âûõîäó, òî äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ôóíêöèè çàïàñà V (x) â ñèëó ñèñòåìû (3) ïðè âñåõ
x ∈ Rn è d ∈ Rm ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

V̇ =
∂V (x)

∂x
f(x, d) ≤ y

ò
d− y

ò
%(y),

ãäå yò%(y) > 0 ïðè ëþáîì y 6= 0. Äàëåå, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (4) è íåðàâåíñòâà Þíãà

ab ≤ 1

ε
ap + ε

1
p−1 b

p
p−1 , a ∈ R+, b ∈ R+, p > 1, ε > 0, (5)

ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó, ñïðàâåäëèâóþ ïðè âñåõ x ∈ Rn, d ∈ Rm è ïðîèçâîëüíîì ε > 0:

V̇ ≤ −с‖y‖2l + y
ò
d ≤ −с‖y‖2l + ‖y‖‖d‖ ≤

≤ −с‖y‖2l +
1

ε
‖y‖2l + ε

1
2l−1‖d‖

2l
2l−1 = −

(
с − 1

ε

)
‖y‖2l + ε

1
2l−1‖d‖

2l
2l−1 =

= −α3(‖y‖) + %(‖d‖),

ãäå l ∈ N | íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, α3(s) =
(
с − 1

ε

)
s2l ïðè ε >

1
c
è %(s) =

= ε
1

2l−1 s
2l

2l−1 , s ≥ 0, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êëàññà K∞. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî óñëîâèÿì
òåîðåìû ôóíêöèÿ V (x) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè
‖x‖ → ∞. Äîïîëíèòåëüíî ñèñòåìà (3) äåòåêòèðóåìà â íóëåâîì ñîñòîÿíèè. Òîãäà ñîãëàñíî
ðàáîòå [10] ñèñòåìà (3) îáëàäàåò èíòåãðàëüíûì ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê
âîçìóùåíèÿì âõîäà d. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2. Còàáèëèçàöèÿ ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèé íà âõîäå

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (1) â ïðèñóòñòâèè âîçìóùåíèé íà âõîäå
ñèñòåìû, çàïèñàííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ẋ = f(x, ũ) = f(x, u+ d1),

y = h(x),
(6)

ãäå ũ ∈ Rm | âîçìóùåííûé âõîä ñèñòåìû, u ∈ Rm | óïðàâëåíèå, d1 = d1(t)| íåêîòîðàÿ
íåèçâåñòíàÿ íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ íà [0, +∞) ôóíêöèÿ.
Òåîðåìà 1. Äîïóñòèì, ÷òî:

1) ñèñòåìà (1) ñòðîãî ïàññèâíà ïî ñîñòîÿíèþ ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è áåñêîíå÷íî
áîëüøîé ïðè ‖x‖ → ∞ ôóíêöèåé çàïàñà V (x);
2) k(y)| ïðîèçâîëüíàÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî k(0) = 0 è äëÿ íåêî-

òîðûõ c > 0 è l ∈ N ïðè âñåõ y ∈ Rm ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

y
ò
k(y) ≥ c‖y‖2l. (7)

Òîãäà ïðè óïðàâëåíèè u = −k(y) ñèñòåìà (6) îáëàäàåò èíòåãðàëüíûì ñâîéñòâîì óñòîé÷è-
âîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì âõîäà d1. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ôóíêöèÿ ψ > 0 èç îïðå-
äåëåíèÿ ñòðîãîé ïàññèâíîñòè ïî ñîñòîÿíèþ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè ‖x‖ → ∞, òî
ïðè óïðàâëåíèè u = −k(y) ñèñòåìà (6) îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê
âîçìóùåíèÿì âõîäà d1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû ñèñòåìà (1) ñòðîãî ïàññèâíà
ïî ñîñòîÿíèþ, òî äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ôóíêöèè çàïàñà V (x) â ñèëó ñèñòåìû (6) ñ
ũ = −k(y) + d1 ïðè âñåõ x ∈ Rn è d1 ∈ Rm ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

V̇ =
∂V (x)

∂x
f(x,−k(y) + d1) ≤ y

ò
(−k(y) + d1)− ψ(x) = −yòk(y) + y

ò
d1 − ψ(x).

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì (7) è íåðàâåíñòâîìÞíãà (5), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó,
ñïðàâåäëèâóþ ïðè âñåõ x ∈ Rn, d1 ∈ Rm è ïðîèçâîëüíîì ε > 1

c
:

V̇ ≤ −с‖y‖2l + y
ò
d1 − ψ(x) ≤ −с‖y‖2l + ‖y‖ ‖d1‖ − ψ(x) ≤

≤ −с‖y‖2l +
1

ε
‖y‖2l + ε

1
2l−1‖d1‖

2l
2l−1 − ψ(x) = −

(
с − 1

ε

)
‖y‖2l −

− ψ(x) + ε
1

2l−1‖d1‖
2l

2l−1 ≤ −ψ(x) + ε
1

2l−1‖d1‖
2l

2l−1 . (8)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ñòðîãîé ïàññèâíîñòè ïî ñîñòîÿíèþ ôóíêöèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Òîãäà ñîãëàñíî ìîíîãðàôèè [7] ñóùåñòâóåò
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òàêàÿ ôóíêöèÿ ψ̃ êëàññàK, ÷òî ψ(x) ≥ ψ̃(‖x‖) ïðè âñåõ x ∈ Rn. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî
(8) ïðèìåò âèä

V̇ ≤ −ψ̃(‖x‖) + %(‖d1‖), (9)

ãäå ôóíêöèÿ %(s) = ε
1

2l−1 s
2l

2l−1 , s ≥ 0, ïðèíàäëåæèò êëàññó K∞. Äàëåå, â ñèëó óñëîâèé
òåîðåìû ôóíêöèÿ V (x) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè
‖x‖ → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî [10] ïðè óïðàâëåíèè u = −k(y) ñèñòåìà (6) îáëàäàåò
èíòåãðàëüíûì ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì âõîäà d1.
Åñëè äîïîëíèòåëüíîôóíêöèÿψ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè ‖x‖ → ∞, òî, ñîãëàñíî

[7], ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ψ̃ êëàññà K∞, ÷òî ψ(x) ≥ ψ̃(‖x‖) ïðè âñåõ x ∈ Rn. Òîãäà
ñïðàâåäëèâà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà (9) è ïðè óïðàâëåíèè u = −k(y) ñèñòåìà (6) îáëàäàåò
ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì âõîäà d1 [10]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Äîïóñòèì, ÷òî:

1) ñèñòåìà (1) ïàññèâíà ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè
‖x‖ → ∞ ôóíêöèåé çàïàñà V (x) è äåòåêòèðóåìà â íóëåâîì ñîñòîÿíèè;
2) k(y)| ïðîèçâîëüíàÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî k(0) = 0 è äëÿ íåêî-

òîðûõ c > 0 è l ∈ N ïðè âñåõ y ∈ Rm ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (7).

Òîãäà ïðè óïðàâëåíèè u = −k(y) ñèñòåìà (6) îáëàäàåò èíòåãðàëüíûì ñâîéñòâîì óñòîé-
÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì âõîäà d1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû ñèñòåìà (1) ïàññèâíà, òî äëÿ
ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ôóíêöèè çàïàñà V (x) â ñèëó ñèñòåìû (6) ñ ũ = −k(y) + d1 ïðè âñåõ
x ∈ Rn è d1 ∈ Rm ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

V̇ =
∂V (x)

∂x
f(x,−k(y) + d1) ≤ y

ò
(−k(y) + d1) = −yòk(y) + y

ò
d1,

ãäå â ñèëó íåðàâåíñòâà (7) äëÿ ëþáîãî y 6= 0 âûïîëíåíî yòk(y) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà
(6) ïðè óïðàâëåíèè u = −k(y) ñòðîãî ïàññèâíà ïî âûõîäó. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå âõîäà
ðàññìàòðèâàåòñÿ d1 ∈ Rm. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû ôóíêöèÿ V (x) ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè ‖x‖ → ∞. Äîïîëíèòåëüíî ñèñòåìà
(6) ÿâëÿåòñÿ äåòåêòèðóåìîé â íóëåâîì ñîñòîÿíèè, òàê êàê â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ñèñòåìà
(1) äåòåêòèðóåìà â íóëåâîì ñîñòîÿíèè. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 1 ïðè óïðàâëåíèè u = −k(y)
ñèñòåìà (6) îáëàäàåò èíòåãðàëüíûì ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì
âõîäà d1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Åñëè çàìêíóòàÿ óïðàâëåíèåì u = −k(y) ñèñòåìà (6) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì âõîäà d1, òî [8]:

1) ïðè d1 = d1(t) ≡ 0 çàìêíóòàÿ ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â öåëîì â òî÷êå
x = 0;
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2) ïðè ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé íà [0, +∞) ôóíêöèè d1 = d1(t) äëÿ
ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x(0) = x0 ∈ Rn ðåøåíèå x(t) çàìêíóòîé ñèñòåìû îïðåäåëåíî è
îãðàíè÷åíî íà èíòåðâàëå [0, +∞);
3) åñëè d1(t) → 0 ïðè t → +∞, òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x(0) = x0 ∈ Rn

âûïîëíåíî x(t) → 0 ïðè t→ +∞.
Ç à ì å ÷ à í è å 2. Åñëè çàìêíóòàÿ óïðàâëåíèåì u = −k(y) ñèñòåìà (6) îáëàäàåò èíòå-

ãðàëüíûì ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì âõîäà d1, òî [9, 10]:

1) ïðèd1 = d1(t) ≡ 0 çàìêíóòàÿ ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâà âöåëîìâ òî÷êåx = 0;
2) ïðè ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé íà [0, +∞) ôóíêöèè d1 = d1(t) íà

âõîäå çàìêíóòîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
+∞∫
0

γ(‖d1(s)‖) ds < +∞,

ãäå ôóíêöèÿ γ èç îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâà èíòåãðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âîç-
ìóùåíèÿì âõîäà, äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x(0) = x0 ∈ Rn âûïîëíåíî x(t) → 0 ïðè
t→ +∞.

3. Còàáèëèçàöèÿ ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèé íà âûõîäå

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (1) â ïðèñóòñòâèè âîçìóùåíèé íà âû-
õîäå, èìåþùóþ âèä  ẋ = f(x, u),

ỹ = y + d2 = h(x) + d2,
(10)

ãäå ỹ ∈ Rm|âîçìóùåííûé âûõîä ñèñòåìû, d2 = d2(t) { íåêîòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ íåïðåðûâíàÿ
è îãðàíè÷åííàÿ íà [0, +∞) ôóíêöèÿ.
Òåîðåìà 3. Äîïóñòèì, ÷òî:

1) ñèñòåìà (1) ïàññèâíà ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè ‖x‖ →
∞ ôóíêöèåé çàïàñà V (x) è äåòåêòèðóåìà â íóëåâîì ñîñòîÿíèè;
2) k(y)| ïðîèçâîëüíàÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî k(0) = 0 è äëÿ íåêî-

òîðûõ c1 > 0, c2 > 0 è l ∈ N ïðè âñåõ y ∈ Rm ñïðàâåäëèâû îöåíêè

y
ò
k(y) ≥ c1‖y‖2l, ‖k(y)‖ ≤ c2‖y‖2l−1. (11)

Òîãäà ïðè óïðàâëåíèè u = −k(ỹ) = −k(y + d2) ñèñòåìà (10) îáëàäàåò èíòåãðàëüíûì
ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì âõîäà d2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû ñèñòåìà (1) ïàññèâíà, òî
äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ôóíêöèè çàïàñà V (x) â ñèëó ñèñòåìû (10) ñ óïðàâëåíèåì
u = −k(y + d2) ïðè âñåõ x ∈ Rn è d2 ∈ Rm ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

V̇ =
∂V (x)

∂x
f(x,−k(y + d2)) ≤ −y

ò
k(y + d2) = −(y + d2)

ò
k(y + d2) + d

ò
2k(y + d2).
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Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâàìè (11) è íåðàâåíñòâîì Þíãà (5), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ

îöåíêó, ñïðàâåäëèâóþ ïðè âñåõ x ∈ Rn, d2 ∈ Rm è ïðîèçâîëüíîì ε <
(

c1

c2

)2l−1

:

V̇ ≤ −с1‖y + d2‖2l + ‖d2‖ ‖k(y + d2)‖ ≤ −с1‖y + d2‖2l +

+ c2‖d2‖ ‖y + d2‖2l−1 ≤ −с1‖y + d2‖2l +
c2
ε
‖d2‖2l + c2ε

1
2l−1‖y + d2‖2l =

= −
(
с1 − c2ε

1
2l−1

)
‖y + d2‖2l +

c2
ε
‖d2‖2l ≤ c2

ε
‖d2‖2l = %(‖d2‖),

ãäå ôóíêöèÿ %(s) =
c2

ε
s2l, s ≥ 0, ïðèíàäëåæèò êëàññó K∞. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî óñëî-

âèÿì òåîðåìû ñèñòåìà (1) ïàññèâíà ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è áåñêîíå÷íî áîëüøîé
ïðè ‖x‖ → ∞ ôóíêöèåé çàïàñà V (x) è äåòåêòèðóåìà â íóëåâîì ñîñòîÿíèè. Äàëåå â ñèëó
ñîîòíîøåíèé (11) ïðè âñåõ y 6= 0 âûïîëíåíî yòk(y) > 0. Òîãäà ñîãëàñíî ìîíîãðàôèè [7]
ïðè d2 = d2(t) ≡ 0 ñèñòåìà (10) ñ óïðàâëåíèåì u = −k(y) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â
öåëîì â òî÷êå x = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ðàáîòå [10] ïðè óïðàâëåíèè u = −k(y + d2)

ñèñòåìà (10) îáëàäàåò èíòåãðàëüíûì ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì
âõîäà d2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé çàìêíóòîé óïðàâëåíèåì u = −k(y + d2) ñèñòåìû (10) ñïðà-
âåäëèâû ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâàì ðåøåíèé çàìêíóòîé óïðàâëåíèåì u = −k(y)
ñèñòåìû (6), ñôîðìóëèðîâàííûå â âèäå çàìå÷àíèÿ 2.

4. Ïðèìåð ñòàáèëèçàöèè ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî âûõîäó

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíêè ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ẋ = Ax+ %(y, u),

y = Cx,
(12)

ãäå x ∈ Rn, A ∈ Rn×n, C ∈ Rp×n, ïàðà (A,C) äåòåêòèðóåìà [11], îòîáðàæåíèå %: Rp×Rm →
→ Rn ëîêàëüíî ëèïøèöåâî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåïîñðåäñòâåííûì èçìåðåíèÿì äîñòóïíû
òîëüêî âûõîä y ∈ Rp è âõîä u ∈ Rm ñèñòåìû.
Îäíèì èç ñïîñîáîâ âîññòàíîâëåíèÿ èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû íà îñíîâå èìå-

þùèõñÿ èçìåðåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íàáëþäàòåëÿ. Íàáëþäàòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñïåöèàëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿíèå êîòîðîé ñ òå÷åíèåì àñèìïòîòè÷åñêè ïðè-
áëèæàåòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû [12]. Ñîñòîÿíèå íàáëþäàòåëÿ â ïðîèç-
âîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî êàê îöåíêà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ýòîò
ìîìåíò âðåìåíè. Íàáëþäàòåëü ñèñòåìû (12) èùåòñÿ â âèäå [12]

˙̂x = Ax̂+ %(y, u) + k(Cx̂− y), (13)

ãäå k | ëîêàëüíî ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ, k(0) = 0. Ñèñòåìà,
îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó îøèáêè e = x̂ − x îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (12) íàáëþäà-
òåëåì (13), èìååò âèä

ė = Ae+ k(Ce). (14)
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Çàïèøåì ñèñòåìó (14) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ė = Ae+ v,

ỹ = Ce,
(15)

ãäå v = k(ỹ)| âõîä ñèñòåìû. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëÿ (13) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(12) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ e = 0, v = 0 ñèñòåìû (15) ïðè
ïîìîùè ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè v = k(ỹ) ïî âûõîäó ỹ = Ce.
Òàê êàê ïàðà (A,C) äåòåêòèðóåìà, òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà L ∈ Rn×p, òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà

A+ LC ãóðâèöåâà [11]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ìàòðèöû Q = Q
ò
> 0 íàéäåòñÿ ìàòðèöà

P = P
ò
> 0, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

(A+ LC)
ò
P + P (A+ LC) = −Q. (16)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ V (e) = e
ò
Pe > 0. Åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (15) èìååò âèä

V̇ = ė
ò
Pe+ e

ò
P ė = e

ò
A
ò
Pe+ v

ò
Pe+ e

ò
PAe+ e

ò
Pv =

= e
ò
(A+ LC)

ò
Pe+ e

ò
P (A+ LC)e− 2e

ò
PLCe+ 2e

ò
Pv =

= −eòQe− 2e
ò
PLCe+ 2e

ò
Pv = −eòQe− 2e

ò
PLỹ + 2e

ò
Pv.

Âûáðàâ
v = Lỹ +

1

2
L1ṽ,

ãäå ṽ ∈ Rp | íîâûé âõîä ñèñòåìû (15), L1 = P−1C
ò, ïîëó÷èì

V̇ = −eòQe+ e
ò
C
ò
ṽ = −eòQe+ ỹ

ò
ṽ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà  ė = (A+ LC)e+ 1
2
L1ṽ,

ỹ = Ce
(17)

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïàññèâíîé ïî ñîñòîÿíèþ.
Âûáåðåì ṽ = −k̃(ỹ), ãäå k̃(·)| ëþáàÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî

k̃(0) = 0, ỹ
ò
k̃(ỹ) ≥ c‖ỹ‖2l ỹ ∈ Rp. (18)

Çäåñü l ∈ N| íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, c > 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà L ïîìèìî óðàâíåíèÿ (16) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå ñîîòíîøåíèþ

PL = C
ò
,

ò.å. L = L1. Ðàccìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (17) âèäà ė = (A+ LC)e− 1
2
Lk̃(ỹ) + Ld,

ỹ = Ce,
(19)
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ãäå d ∈ Rp | âõîä, ñîîòâåòñòâóþùèé äåéñòâóþùèì íà ñèñòåìó âîçìóùåíèÿì. Òîãäà ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 1 ñèñòåìà (19) îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùå-
íèÿì âõîäà d.
Îòìåòèì, ÷òî âèä (19) ñèñòåìà (17) ìîæåò èìåòü, íàïðèìåð, â ñëó÷àå íåòî÷íûõ èçìåðåíèé

âûõîäà ñèñòåìû (12).

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðåøåíà çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ïàññèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ïðèñóòñòâèè
íåïðåðûâíûõ âîçìóùåíèé íà âõîäå è âûõîäå ñèñòåìû. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòà-
áèëèçèðóåìîñòè íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ïîìîùè ñòàòè÷åñêèõ îáðàòíûõ ñâÿçåé
ïî âûõîäó. Ðàññìîòðåí ïðèìåð ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, îïè-
ñûâàþùåé äèíàìèêó îøèáêè îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íàáëþäàòåëåì, â ñëó÷àå íåòî÷íûõ
èçìåðåíèé âûõîäà ñèñòåìû.
Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ îáîáùåíèåì ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå ðå-

çóëüòàòîâ íà ñëó÷àé ïàññèôèöèðóåìûõ [3] äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà (1).
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé

(14-01-00424, 14-07-00813) è Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïî ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå
âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-53.2014.1).
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In case when only the output of a dynamical system is available for direct measurements
static output feedback could be a solution to the zero equilibrium stabilization problem. While
synthesizing a static output feedback control law the system passivity proves out to be the key
property. Many physical systems are passive when considered with a specific output.
For passive dynamical systems the solution to the zero equilibrium stabilization problem by

means of static output feedback is well known. However, when finding solutions to control
problems for real-world applications uncertainties and measurement inaccuracies are always to be
taken into account. Therefore, it is of great interest how the control laws would be performed under
uncertainties, in particular, input and output disturbances.
This paper deals with the zero equilibrium stabilization problems for passive dynamical systems

in the presence of input and output disturbances modeled by continuous functions of time. The
sufficient conditions are obtained to stabilize the zero equilibrium of such systems by static output
feedback control. As an example, stabilization of the state estimation error dynamics produced by
an observer is considered in the case when output measurements are inaccurate.
Further research can be focused on extending the results in this note to a case of dynamical

systems that are not passive, but can be made passive through a change of the input.
One of the potential application areas for the obtained theoretical results is automatic control

of technical plants e.g. unmanned aerial vehicles and mobile robots.
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