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Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îñîáåííîñòÿì ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ìåòîäà ëîêàëèçàöèè â àâòîíîì-
íûõ íåïðåðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñïåöèàëüíîãî âèäà, â êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü êàæäîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçîâîé ïåðåìåííîé.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè â ôóíêöèîíàëüíîì ìåòîäå íåñêîëüêèõ ëîêàëèçèðóþùèõ ôóíêöèé âîçíèêàåò
èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà óòî÷íåíèÿ ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ. Â ñèñòåìàõ óêàçàííîãî ñïåöè-
àëüíîãî âèäà â êà÷åñòâå ëîêàëèçèðóþùèõ óäîáíî âûáèðàòü êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè. Â ñòàòüå
àíàëèçèðóþòñÿ îñîáåííîñòè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîèëëþñòðè-
ðîâàíû ïðèìåðàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà; ëîêàëèçàöèÿ; ëîêàëèçèðóþùåå ìíîæåñòâî; èíâàðè-
àíòíûé êîìïàêò; èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà

Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ïÿòíàäöàòü ëåò â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îôîðìèëñÿ îäèí èç ñïî-
ñîáîâ êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû | ëîêàëèçàöèÿ èíâàðèàíòíûõ
êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîä ëîêàëèçàöèåé çäåñü ïîíèìàåòñÿ ïîñòðî-
åíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû òàêèõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ñîäåðæàò âñå èíâàðèàíòíûå
êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû [1].
Èíâàðèàíòíûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà òåñíî ñâÿçàíû ñ îãðàíè÷åííûìè òðàåêòîðèÿìè

ñèñòåìû, ñòðóêòóðà êîòîðûõ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü âî ìíîãèõ ïðè-
ëîæåíèÿõ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Çàäà÷è ëîêàëèçàöèè èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòíûõ
ìíîæåñòâ ïðèìûêàþò ê äðóãèì âàæíûì çàäà÷àì, íàïðèìåð, ê çàäà÷àì îöåíêè îáëàñòåé ïðè-
òÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ, çàäà÷àì óïðàâëÿåìîñòè è ò.ï.
Çà ïðîøåäøåå âðåìÿèññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ëîêàëèçàöèè áûëèíàïðàâëåíûêàê íà ðàçðàáîòêó

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8], òàê è íà èññëåäîâàíèå êîíêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]).
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Îäèíèçìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëîêàëèçàöèè, îêàçàâøèéñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì, îñíîâàí
íà èñïîëüçîâàíèè ãëàäêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, ýòî òàê
íàçûâàåìûé ôóíêöèîíàëüíûé ìåòîä [1, 3]. Ýôôåêòèâíîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ìåòîäà óñè-
ëèâàåòñÿ ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè íåñêîëüêèõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèå
î÷åðåäíîé ôóíêöèè ïðèâîäèò ê óòî÷íåíèþ óæå ïîñòðîåííîãî ëîêàëèçèðóþùåãî ìíîæåñòâà.
Âîçíèêàåò èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñóæåíèÿ ëîêàëèçèðóþùåãî ìíîæå-
ñòâà [1, 2].
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó óêàçàííîé èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû, åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì âîçíèêàþùåé â àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ ñïåöèàëüíîãî âèäà, â êîòîðûõ ïðàâàÿ
÷àñòü êàæäîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé
ôàçîâîé ïåðåìåííîé. Òàêèå ñèñòåìû âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ [17]. Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ï. 1 â ñîîòâåòñòâèè ñ [1] äàíû íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ñôîðìó-
ëèðîâàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû. Â ï. 2 èçó÷åíà çàäà÷à ëîêàëèçàöèè èíâàðèàíòíûõ
êîìïàêòîâ äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì óêàçàííîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà. Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ
èòîãè ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ.

1. Ââîäíûå ïîíÿòèÿ

Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó

ẋ = f(x), (1)

ãäå x = (x1, x2, . . . , xn)
ò ∈ Rn | âåêòîð ñîñòîÿíèÿ; f : X → Rn | ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ,

îïðåäåëåííàÿ â îáëàñòè G ⊂ Rn; f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x))
ò.

Ìíîæåñòâî K ⊂ X íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ ñèñòåìû (1), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè
x0 ∈ K ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó, öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â K
(ïîëàãàåì, ÷òî êàæäàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû îïðåäåëåíà íà ìàêñèìàëüíîì èíòåðâàëå
âðåìåíè).
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì êîì-

ïàêòíîñòè â X . Ïðèìåðàìè òàêèõ ìíîæåñòâ ñëóæàò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðåäåëüíûå
öèêëû, ñåïàðàòðèñû, çàìêíóòûå ñ ïîìîùüþ α-è ω-ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ. Âîîáùå çàìûêà-
íèå ëþáîé îãðàíè÷åííîé òðàåêòîðèè, íå âûõîäÿùåé íà ãðàíèöó îáëàñòè X , ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé èíâàðèàíòíûé êîìïàêò.
Ïîä ëîêàëèçàöèåé èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòîâ ñèñòåìû (1) ìû ïîíèìàåì ïîñòðîåíèå òàêîãî

ìíîæåñòâà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå èíâàðèàíòíûå êîìïàêòû
ýòîé ñèñòåìû. Óêàçàííîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò ëîêàëèçèðóþùèì.
Îäèí èç ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü

ϕ: X → Rn | ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ̇ ïðîèçâîäíóþ ýòîé
ôóíêöèè â ñèëó ñèñòåìû (1), ò.å.

ϕ̇(x) = ϕ′(x) f(x),
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ãäå ϕ′(x)| ìàòðèöà ßêîáè ôóíêöèè ϕ â òî÷êå x. Ìíîæåñòâî

Sϕ = {x ∈ X: ϕ̇(x) = 0}

íàçûâàþò óíèâåðñàëüíûì ñå÷åíèåì, ïîðîæäåííûì ôóíêöèåé ϕ.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Q ⊂ X âû÷èñëèì

ϕinf(Q) = inf
x∈Sϕ∩Q

ϕ(x), ϕsup(Q) = sup
x∈Sϕ∩Q

ϕ(x).

Â äàëüíåéøåì, åñëè Q = X óêàçàíèå íà ìíîæåñòâî Q â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ áóäåì îïóñêàòü,
ò.å. âìåñòî ϕinf(X) è ϕsup(X) áóäåì ïèñàòü ϕinf è ϕsup.
Òåîðåìà 1. Ëþáîé èíâàðèàíòíûé êîìïàêò ñèñòåìû (1), ñîäåðæàùèéñÿ â ìíîæåñòâå Q,

ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå

Ωϕ(Q) = {x ∈ Q: ϕinf(Q) 6 ϕ(x) 6 ϕsup(Q)} .

Òåîðåìà 1 îáîñíîâûâàåò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ: äëÿ âûáðàííîé
ôóíêöèè ϕ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü äâà ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèÿ ϕinf(Q) è ϕsup(Q), êîòîðûå
îïðåäåëÿþò ëîêàëèçèðóþùåå ìíîæåñòâî Ωϕ(Q).
Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ:
1) ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçèðóþùèì

ìíîæåñòâîì;
2) åñëè ψ(x) = h(ϕ(x)), ãäå h: R → R| ãëàäêàÿ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, òî ìíîæå-

ñòâà Ωϕ(Q) è Ωψ(Q) ñîâïàäàþò; â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî ïðè h(t) = at+ b, a 6= 0;
3) åñëè ôóíêöèÿ ϕ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî (íàèáîëüøåãî) çíà÷åíèÿ âX â íåêîòî-

ðîé òî÷êå x∗ ∈ Q, òî ϕinf(Q) = ϕ(x∗) (ñîîòâåòñòâåííî ϕsup(Q) = ϕ(x∗)), à ëîêàëèçèðóþùåå
ìíîæåñòâî Ωϕ(Q) çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì ϕ(x) 6 ϕsup(Q) (ñîîòâåòñòâåííî ϕinf(Q) 6 ϕ(x)).
Âîçìîæíî ìíîãîêðàòíîå èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû 1 äëÿ ðàçëè÷íûõ ëîêàëèçèðóþùèõ ôóíê-

öèé, ïðè÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè î÷åðåäíîé ëîêàëèçèðóþùåé ôóíêöèè ìîæíî ó÷åñòü òå ëîêà-
ëèçèðóþùèå ìíîæåñòâà, êîòîðûå óæå ïîñòðîåíû. Íàïðèìåð, ïóñòü âûáðàíà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôóíêöèé ϕi: X → R, i = 1, 2, . . . Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ϕ1 ïîñòðîèì ëîêàëèçèðóþùåå
ìíîæåñòâî Ω1 = Ωϕ1 (â òåîðåìå 1 ïîëàãàåì Q = X). Çàòåì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ϕ2 ñòðîèì
ëîêàëèçèðóþùåå ìíîæåñòâî Ω2 = Ωϕ2(Ω1) (â òåîðåìå 1 ïîëàãàåì Q = Ω1). Ïðîäîëæàÿ
òàê è äàëåå, íà k-ì øàãå, èìåÿ ìíîæåñòâî Ωk−1, ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ϕk ñòðîèì ìíîæåñòâî
Ωk = Ωϕk

(Ωk−1). Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ìíîæåñòâ

Ω1 ⊃ Ω2 ⊃ Ω3 ⊃ . . . ,

êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçèðóþùèì. Ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëèçèðóþùèì ìíîæå-
ñòâîì ÿâëÿåòñÿ èõ ïåðåñå÷åíèå Ω∞ =

⋂
k

Ωk.
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Â îïèñàííîé èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðå âûáîð ôóíêöèé ϕk ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì, îíè
ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ. Åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå|íåëüçÿ îäíó è òóæåôóíêöèþèñïîëüçîâàòü
ïîäðÿä: åñëè ϕk = ϕk−1, òî Ωk = Ωk−1.
Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà íàøëà ñâîå ïðèìåíåíèå ïðè èññëåäîâàíèè êîíêðåòíûõ ñè-

ñòåì, îäíàêî ïðèìåðû åå èñïîëüçîâàíèÿ îãðàíè÷èâàþòñÿ îäíèì-äâóìÿ øàãàìè (ñì., íàïðè-
ìåð, [10]).

2. Àâòîíîìíûå ñèñòåìû ñïåöèàëüíîãî âèäà

Â àâòîíîìíîé ñèñòåìå (1) ïîëàãàåì, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå fi(x) = 0, i = 1, n, ìîæåò
áûòü ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé xi, ò.å. ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ xi =

= hi(x̂i), ãäå x̂i = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) (ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðåìåííûõ, êðîìå xi).
Óêàçàííûé ñïåöèàëüíûé âèä ïîçâîëÿåò äëÿ öåëåé ëîêàëèçàöèè èñïîëüçîâàòü êîîðäè-

íàòíûå ôóíêöèè. Â ñàìîì äåëå, âûáðàâ â êà÷åñòâå ëîêàëèçèðóþùåé, íàïðèìåð, ôóíêöèþ
ϕ(x) = x1, ïîëó÷èì

ϕ̇ = ẋ1 = f1(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, óíèâåðñàëüíîå ñå÷åíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì f1(x) = 0, ÷òî, ñîãëàñíî
ïðåäïîëîæåíèþ ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ x1 = h(x̂1). Íà óíèâåðñàëüíîì ñå÷åíèè ëîêàëè-
çèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé h(x̂1). Çíà÷èò,

ϕinf = inf
x̂1∈Rn−1

h1(x̂1), ϕsup = sup
x̂1∈Rn−1

h1(x̂1).

Åñëè ôóíêöèÿ h1 îãðàíè÷åíà, ïîëó÷àåì íåòðèâèàëüíîå ëîêàëèçèðóþùåå ìíîæåñòâî.
Îïèñàííóþ ñèòóàöèþ ðàññìîòðèì â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ

h1(x2) îãðàíè÷åíà, òàê ÷òî

h1 = inf
x2∈R

h1(x2) > −∞, h1 = sup
x2∈R

h1(x2) < +∞.

Òîãäà, ñîãëàñíî ñêàçàííîìó, âûáðàâ â êà÷åñòâå ëîêàëèçèðóþùåé ôóíêöèþ ϕ1(x1, x2) = x1,
ïîëó÷èì

−∞ < h1 = ϕinf 6 ϕsup = h1 < +∞,

è ìû ïðèõîäèì ê ëîêàëèçèðóþùåìó ìíîæåñòâó, êîòîðîå îïðåäåëåíî äâîéíûì íåðàâåíñòâîì

h1 6 x1 6 h1.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî îãðàíè÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ ëîêàëèçèðóþùåé ôóíê-
öèè ϕ2(x1, x2) = x2 ïðèõîäèì ê ëîêàëèçèðóþùåìó ìíîæåñòâó, îïðåäåëåííîìó íåðàâåíñòâîì

h2 6 x2 6 h2,

ãäå
h2 = inf

x1∈[h1, h1]
h2(x1), h2 = sup

x1∈[h1, h1]

h2(x1).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî êîìïàêòíîå ëîêàëèçèðóþùåå ìíîæåñòâî G = [h1, h1]× [h2, h2].
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Ïîëó÷åííûå îãðàíè÷åíèÿ ïîçâîëÿþò óòî÷íèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ äâóõ
ëîêàëèçèðóþùèõ ôóíêöèé. Âåðíåìñÿ ê ëîêàëèçèðóþùåé ôóíêöèè ϕ(x1, x2) = x1. Ïî-
ñêîëüêó x2 ∈ [h2, h2], íàõîäèì

h
(1)
1 = inf

x2∈[h2, h2]
h1(x2) > h1, h

(1)

1 = sup
x2∈[h2, h2]

h1(x2) 6 h1.

Ïîëó÷àåì íîâîå îãðàíè÷åíèå
h

(1)
1 6 x1 6 h

(1)

1 .

Äàëåå, äëÿ ëîêàëèçèðóþùåé ôóíêöèè ϕ2(x1, x2) = x2 íàõîäèì

h
(1)
2 = inf

x1∈[h
(1)
1 , h

(1)
1 ]

h2(x1), h
(1)

2 = sup
x1∈[h

(1)
1 , h

(1)
1 ]

h2(x1).

Ýòî ïðèâîäèò ê íîâîìó ëîêàëèçèðóþùåìó ìíîæåñòâó

G1 = [h
(1)
1 , h

(1)

1 ]× [h
(1)
2 , h

(1)

2 ],

êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â G.
Îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ óòî÷íåíèÿ ëîêàëèçèðóþùåãî ìíîæåñòâà

íåîãðàíè÷åííî, ïîëó÷àÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

G ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ G3 ⊃ . . .

Ïðè ýòîì âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà Gk = Gk+1 äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà k. Òîãäà

Gk = Gk+1 = Gk+2 = . . .

Íî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò íå âñåãäà.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

I0
1 = [h1, h1], I0

2 = [h2, h2], Ikj = [h
(k)
j , h

(k)

j ], j = 1, 2, k = 1, 2, . . .

Òîãäà
Ik2 = h2(I

k
1 ), k = 0, 1, 2, . . . ; Ik1 = h1(I

k−1
2 ), k = 1, 2, 3, . . . ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Ik2 = h1(h2(I
k−1
1 )), Ik2 = h2(h1(I

k−1
2 )), k = 1, 2, . . .

Òàêèì îáðàçîì, Gk = F (Gk−1), k = 1, 2, . . . , ãäå

F (x1, x2) =

 h1(h2(x1))

h2(h1(x2))

.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

G∞ =
⋂
k∈N

Gk

(çäåñüN|ìíîæåñòâîíàòóðàëüíûõ÷èñåë). Îòìåòèì, ÷òîìíîæåñòâîG∞ íåïóñòî, ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâà Gk êîìïàêòíû è îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ìíîæåñòâ.
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Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ F îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî G∞ â ñåáÿ è ÿâëÿåòñÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå
ñþðúåêöèåé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè x = (x1, x2) ∈ G∞, òî x ∈ Gk, k > 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
F (x) ∈ Gk+1, k > 1, è F (x) ∈ ⋂

k>1
Gk+1 = G∞. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî F (G∞) ⊂ G∞.

Åñëè y ∈ G∞, òî y ∈ Gk+1, k > 1. Òàê êàê Gk+1 = F (Gk), òî ñóùåñòâóåò xk ∈ Gk, òàêîé,
÷òî y = F (xk). Âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, öåëèêîì ñîäåðæàùàÿñÿ â êîìïàêòíîì
ìíîæåñòâå G1. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî k > 1 âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ k-ãî,
ñîäåðæàòñÿ â Gk. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó x∗, ïðè-
÷åì ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò êàæäîìóìíîæåñòâóGk. Çíà÷èò, x∗ ∈ G∞. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè F çàêëþ÷àåì, ÷òî y = F (x∗), x∗ ∈ G∞. Òàêèì îáðàçîì, G∞ ⊂ F (G∞). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Â òåîðåìå 2 óêàçàí ýôôåêò, ïî ñóòè èçâåñòíûé äàâíî. Ýòîò ýôôåêò
ïðîÿâëÿåòñÿ â êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Êàíòîðà | Áåðíøòåéíà î ðàâíîìîùíîñòè ìíîæåñòâ.
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 òàêæå áëèçêà ê èäåå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êàíòîðà |
Áåðíøòåéíà.
Òåîðåìà 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî G∞ | ýòî ìàêñèìóì, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü,

ïðèìåíÿÿ îïèñàííóþ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó ñ ÷åðåäîâàíèåì êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé.
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâîG∞ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, íî ìîæåò îêàçàòüñÿ è îäíîòî÷å÷-
íûì.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü

h1(x2) =
2x2

x2
2 + 1

, h2(x1) = x2
1.

Òîãäà

h2(h1(x2)) =
4x2

2

(x2
2 + 1)2

, h1(h2(x1)) =
2x2

1

x4
1 + 1

.

Îáëàñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè h1, à òàêæå êàæäîé èç äâóõ êîìïîçèöèé | îòðåçîê [0, 1].
Ïîýòîìó h1 = 0, h1 = 1, h2 = 0, h2 = 1, òàê ÷òî ïîñëå ïåðâîé èòåðàöèè ïîëó÷àåì
G = [0, 1]× [0, 1], à äàëåå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî G = G1 = G2 = . . .

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò âîîáùå íå ïðè-
âåñòè ê óòî÷íåíèþ ïåðâîíà÷àëüíî ïîëó÷åííîãî ëîêàëèçèðóþùåãî ìíîæåñòâà.
ÌíîæåñòâàGk ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèêè, ïîýòîìó äèíàìèêó ãîðèçîíòàëüíûõ

ñòîðîí è äèíàìèêó âåðòèêàëüíûõ ñòîðîí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Gk}ìîæíî ðàññìîòðåòü íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè àíàëèçå îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîìåðíîãî
ñëó÷àÿ. Îáîçíà÷èì I0 = [h1, h1], Ik = [h

(k)
1 , h

(k)

1 ], k > 1 (ò.å. Ik | íîâîå îáîçíà÷åíèå îò-
ðåçêà Ik1 ). Òîãäà Ik = h1(h2(Ik−1)) = F1(Ik−1), k > 1, ãäå F1(x) = h1(h2(x)). Ñëåäóþùèé
ïðèìåð ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ñëîæíîé ìîæåò áûòü äèíàìèêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ik}.
Ïðèìåð 2. Ïóñòü

F1(x) = αx
(
1− cos

π

2x

)
.
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Ýòà ôóíêöèÿ íå÷åòíà, ïîýòîìó îáëàñòü åå èçìåíåíèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà
êîîðäèíàò è ïðè åå àíàëèçå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì íà ïîëóîñè [0,+∞).
Ôóíêöèÿ F1(x) íà ïîëóèíòåðâàëå [0,+∞) èìååò ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû vm â òî÷êàõ x∗m,

m = 0, 1, . . . , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ðèñ. 1). Äëÿ êàæäîãî m
òî÷êà x∗m íàõîäèòñÿ ïðàâåå òî÷êè x̂∗m =

1
4m + 2

, ïðè÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m → ∞. Çíà÷åíèå F1(x
∗
m) áîëüøå F1(x̂

∗
m) = 2αx∗m =

2α

4m + 2
, íî

ìåíüøå 2αx∗m.

Ðèñ. 1. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèè F1(x)

Ôóíêöèÿ F1 èìååò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ðàâíûõ íóëþ, êîòîðàÿ
òàêæå ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè I0 = [0, v0]. Äàëüíåéøàÿ äèíàìèêà óìåíüøåíèÿ
îòðåçêîâ In çàâèñèò îò ïàðàìåòðà α.
Åñëè α > 1/2, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü In ñòÿãèâàåòñÿ ê îòðåçêó I∞ = [0, v∞], ãäå v∞ |

íåêîòîðîå çíà÷åíèå ìåæäó x̂∗0 è x∗0, êîòîðîå ïðè óìåíüøåíèè α ñäâèãàåòñÿ âëåâî ê òî÷êå x̂∗0 è
ñîâïàäàåò ñ íåé ïðè α = 1/2. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïàðàìåòð α íàñòîëüêî âåëèê, ÷òî x∗0 < v0,
òî ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå x∗0 óæå íà ïåðâîì øàãå.
Ïðè α < 1/2 òî÷êà x∗0 íå ïîïàäàåò íà îòðåçîê I0, òàê êàê x∗0 > v0, è ñëåäóþùèé îòðåçîê

îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì ôóíêöèè F1 íà îòðåçêå [0, v0], êîòîðûé ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ëèáî
â ïðàâîì êîíöå îòðåçêà (íàïðèìåð ïðè α = 0.4) ëèáî â îäíîé èç òî÷åê x∗m (íàïðèìåð ïðè
α = 0.3 ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â x∗1). Äàëåå ñèòóàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå I∞ =

=
⋂
k>1

Ik = {0}.

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äèíàìèêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Im} çàâèñèò îò
âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ëîêàëüíûìè ýêñòðåìóìàìè ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, â äèíàìèêå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {Im} îïðåäåëåííóþ ðîëü èãðàåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè.
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Òåîðåìà 3. Åñëè îòîáðàæåíèå F1 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è ñëàáî ñæèìàþùèì, ò.å. äëÿ
ëþáîé ïàðû òî÷åê x1, x2 ∈ R âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |F1(x1)− F1(x2)| < |x1 − x2|, òî I∞
ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì ìíîæåñòâîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî I∞ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê:
I∞ = [p, q], p < q. Òîãäà íà îòðåçêå I∞ îòîáðàæåíèå F1 ñëàáî ñæèìàþùåå. Òî÷êè p è q
ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè íåêîòîðûõ òî÷åê xp è xq íà îòðåçêå I∞ (ñì. òåîðåìó 2). Ïîýòîìó

|F (xp)− F (xq)| = |p− q| > |xp − xq|,

íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ñëàáîé ñæèìàåìîñòè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû îòðåçîê Ik (è ñîîò-
âåòñòâåííî ìíîæåñòâî Gk) óìåíüøàåòñÿ, íî â ïðåäåëå îñòàåòñÿ îòðåçîê íåíóëåâîé äëèíû.
Ïðèìåð 3. Ïóñòü F1(x) = arctgαx. Íà ïåðâîì øàãå, ó÷èòûâàÿ íå÷åòíîñòü ôóíêöèè è åå

îãðàíè÷åííîñòü, ïîëó÷àåì I0 = [−x0, x0], ãäå x0 =
π

2
. Äàëåå ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îòðåçêîâ Im = [−xm, xm], ãäå xm = arctgαxm−1, m > 1 (ðèñ. 2). ßñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xm} íåîòðèöàòåëüíàÿ è óáûâàåò, à ïîýòîìó èìååò ñâîèì ïðåäåëîì íåêîòîðîå çíà÷åíèå
x∗. Ýòî çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

x = arctgαx. (2)

Ïðè α 6 1 ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ðàâíîå íóëþ, òàê ÷òî xm → 0 ïðè
m → ∞. Íî åñëè α > 1, òî óðàâíåíèå (2) èìååò òðè ðåøåíèÿ, èç êîòîðûõ îäíî ðåøåíèå,

Ðèñ. 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ â ïðèìåðå 3
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îáîçíà÷èì åãî x+ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Èç ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âû-
òåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ïðè α > 1 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x+, ïîýòîìó ìíîæåñòâî I∞
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê [−x+, x+].
Â ýòîì ïðèìåðå îòðåçêè Im ñòðîãî âëîæåíû äðóã â äðóãà, íî èõ ïåðåñå÷åíèå íå ñâîäèòñÿ

ê åäèíñòâåííîé òî÷êå.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå äëÿ ñèñòåì ñïåöèàëüíîãî âèäà ðàññìîòðåíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà, ñâÿçàííàÿ
ñ ðåøåíèåì çàäà÷è ëîêàëèçàöèè èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòîâ. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷íûå
ñöåíàðèè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ. Ýòè ñöå-
íàðèè ïîäòâåðæäåíû ïðèìåðàìè. Óñòàíîâëåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âëîæåííûõ ìíîæåñòâ ê òî÷êå.
Âñå âíèìàíèå â ðàáîòå óäåëåíî ñèñòåìàì âòîðîãî ïîðÿäêà, îäíàêî ÿñíî, ÷òî ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû ñ îïðåäåëåííûìè êîððåêòèðîâêàìè íà ñèñòåìû áîëåå
âûñîêîé ðàçìåðíîñòè.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ

(ïðîåêò 1.644.2014/K) è ÐÔÔÈ (ãðàíò 12-07-00267).
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In the last 15 years one way for a qualitative analysis of dynamical systems was formed i.e. the
localization of invariant compact sets of a dynamical system. Here the localization means creating
a system of such sets, which contain all invariant compact sets of a dynamic system [1], in the
phase space.
Invariant compact sets are closely connected with bounded trajectories of the system, the

structure of which in the phase space play key role in many applications of dynamical system
theory. The problems of invariant compact sets localization abut upon other important problems,
for instance, the problems of estimation of attractor basins, control problems, etc.
Back investigations of localization problems was oriented both to development of solving

methods [28] and to investigation of particular dynamical systems encountered in applications
(see, for example, [9{16]).
One of quite efficient methods of localization problem solving is based on smooth functions

defined in the phase space. It is so called functional method [1{3]. Effectiveness of the method
is enhanced when we use several functions. Thus, using the next function gives the restriction
of the already constructed localizing set. An iteration procedure for sequential narrowing of the
localizing set [1{2] arises.
The paper presents analysis of the iteration procedure, which naturally occur in the autonomous

systems of special type where the right side of each differential equation is resolvable relative to
the corresponding phase variable. Such systems are encountered in applications [17].
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