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Íà îñíîâå äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè
â íåîäíîðîäíîì òâåðäîì òåëå ïîñòðîåíû äâóñòîðîííèå îöåíêè êîìïîíåíò òåíçîðà ýôôåêòèâíîé
òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ñ àíèçîòðîïíûìè ïëàñòèí÷àòûìè âêëþ÷åíèÿìè. Âàðèàöèîííàÿ
ôîðìóëèðîâêà ñîäåðæèò äâà àëüòåðíàòèâíûõ ôóíêöèîíàëà (ìèíèìèçèðóåìûé è ìàêñèìèçèðóå-
ìûé), ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò íà èñòèííîì ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû â
ðàññìàòðèâàåìîì êîìïîçèòå. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìåæäó ïîñòðîåííûìè îöåíêàìè çàêëþ÷åíû ðåàëü-
íûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà, ñîîòâåòñòâóþùèå
èñòèííîìó ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîãíîçèðîâàòü íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ
ïîãðåøíîñòü èñïîëüçóåìûõ ðàñ÷åòíûõ çàâèñèìîñòåé. Óòî÷íåíèå äîïóñòèìûõ äëÿ ôóíêöèîíàëîâ
ðàñïðåäåëåíèé òåìïåðàòóðû è âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà â ïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå
ñòðóêòóðû êîìïîçèòà äàëî âîçìîæíîñòü ñáëèçèòü äâóñòîðîííèå îöåíêè, ÷òî âàæíî ïðèìåíè-
òåëüíî ê êîìïîçèòàì ñ âûñîêîòåïëîïðîâîäíûìè âêëþ÷åíèÿìè â âèäå íàíîñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ
(â ÷àñòíîñòè, ôðàãìåíòîâ ãðàôåíà).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèò; àíèçîòðîïíûå ïëàñòèí÷àòûå âêëþ÷åíèÿ; íàíîñòðóêòóðíûå ýëå-
ìåíòû; ãðàôåí; ýôôåêòèâíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü; äâóñòîðîííèå îöåíêè; äâîéñòâåííàÿ âàðèàöèîí-
íàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Ââåäåíèå

Â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ òåõíèêè â êà÷åñòâå êîíñòðóêöèîííûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ìàòåðè-
àëîâ íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå êîìïîçèòû, ñîñòîÿùèå èç ìàòðèöû è âêëþ÷åíèé ðàçëè÷-
íîé ôîðìû. Êîìïîçèòû, èñïîëüçóåìûå â òåïëîíàïðÿæåííûõ êîíñòðóêöèÿõ, ïîäâåðæåííûõ
ñîâìåñòíûì èíòåíñèâíûì ìåõàíè÷åñêèì è òåïëîâûì âîçäåéñòâèÿì,íàðÿäó ñ âûñîêèìè ìå-
õàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè äîëæíû îáëàäàòü îïðåäåëåííûìè òåïëîôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè êîìïîçèòîâ. Ñðåäè òàêèõ õàðàêòåðèñòèê âàæíóþ ðîëü èãðàåò ýôôåêòèâíûé êîýô-
ôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà, çàâèñÿùèé â ïåðâóþ î÷åðåäü îò òåïëîïðîâîäíîñòè è
îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé.
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Êîëè÷åñòâåííîìó àíàëèçó òåïëîïðîâîäíîñòè ãåòåðîãåííûõ òåë ñ íåîäíîðîäíîé ñòðóê-
òóðîé, ê êîòîðûì ìîæíî îòíåñòè êîìïîçèòû, ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò, ïðî-
àíàëèçèðîâàííûõ, íàïðèìåð, â [1, 2, 3]. Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîãî
êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ãåòåðîãåííûõ òåë ïîëó÷åíû â ýòèõ ðàáîòàõ, êàê ïðàâèëî,
ëèáî îáðàáîòêîé ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðèìåíèòåëüíî ê êîíêðåòíûì ìàòåðèàëàì,
ëèáî ïóòåì àïðèîðíîãî çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è òåïëîâîãî ïîòîêà â ìîäå-
ëÿõ ñòðóêòóðû ãåòåðîãåííûõ òåë c âêëþ÷åíèÿìè øàðîâîé, êóáè÷åñêîé èëè öèëèíäðè÷åñêîé
ôîðìû.
Âêëþ÷åíèå ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ïëàñòèí÷àòûì [4], åñëè åãî ðàçìåð â îäíîì èç îðòîãîíàëüíûõ

íàïðàâëåíèé ñóùåñòâåííî ìåíüøå ðàçìåðîâ â äâóõ äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ. Òàêèå âêëþ÷åíèÿ
âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â âèäå íîâûõ ôàç ïðè òåðìè÷åñêîé îáðàáîòêå ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ
ìàòåðèàëîâ [5, 6, 7]. Ôîðìó, áëèçêóþ ê ïëàñòèí÷àòîé, ìîãóò èìåòü íàíîñòðóêòóðíûå ýëå-
ìåíòû [8], â òîì ÷èñëå, ôðàãìåíòû ãðàôåíà [9]).
Ñðåäè óíèêàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ãðàôåíà ñëåäóåò îòìåòèòü àíîìàëüíî âûñîêóþ

òåïëîïðîâîäíîñòü, ïðåâîñõîäÿùóþ òåïëîïðîâîäíîñòü âñåõ èçâåñòíûõ ìàòåðèàëîâ [9]. Äëÿ
îäíîñëîéíîãî ãðàôåíà â âèäå äâóìåðíîé ñòðóêòóðû, ñîñòîÿùåé èç ïðàâèëüíûõ øåñòèóãîëü-
íèêîâ ñ àòîìàìè óãëåðîäà â èõ âåðøèíàõ, ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìåðåíèÿ [10, 11] è ðåçóëüòàòû
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [12, 13, 14] äàþò îöåíêè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè â
åãî ïëîñêîñòè ìåæäó 3500 è 5500

Âò
ì · Ê

. Âûÿâëåíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ íà òåïëîïðî-
âîäíîñòü ãðàôåíà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû, âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ëèñòà
è óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñëîåâ. Äëÿ ÷åòûðåõñëîéíîãî ãðàôåíà êîýôôèöèåíò
òåïëîïðîâîäíîñòè ëåæèò â èíòåðâàëå 1300 { 1700

Âò
ì · Ê

[15].
Íàðÿäó ñ âûñîêîé òåïëî- è ýëåêòðîïðîâîäíîñòüþ ãðàôåí èìååò ðÿä ïîëåçíûõ ýëåêòðîí-

íûõ ñâîéñòâ è âûñîêèå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ãðàôåí â
êà÷åñòâå ñîñòàâíîé ÷àñòè ïåðñïåêòèâíûõ íàíîìàòåðèàëîâ ñ óëó÷øåííûìè òåïëîôèçè÷å-
ñêèìè, ýëåêòðè÷åñêèìè è ìåõàíè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, à òàêæå äëÿ ñîçäàíèÿ ýëåìåíòîâ
íàíîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ [9, 16]. Êîëè÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà òåðìîýëåêòðè÷åñêîãî
ýôôåêòà äëÿ ãðàôåíà âûøå óäåëüíîé ìîùíîñòè, ñâÿçàííîé ñ âûäåëåíèåì äæîóëåâîé òåïëîòû
ïðè ïðîõîæäåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà. Ïîýòîìó â ïåðñïåêòèâå ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàôåíà
ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíî ñîçäàíèå ýëåìåíòîâ íàíîýëåêòðîíèêè, íå òðåáóþùèõ îõëàæäåíèÿ.
Ïîñêîëüêó â íàíîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâàõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ýëåìåíòàõ, îáëàäàþ-
ùèõ ïîâûøåííîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ [9], îäíî èç âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé ãðàôåíà ñâÿçàíî
ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì â êà÷åñòâå âûñîêîòåïëîïðîâîäíîãî àíèçîòðîïíîãî íàïîëíèòåëÿ â êîì-
ïîçèòàõ [17].
Ñî÷åòàíèå â êîìïîçèòå âêëþ÷åíèé è ìàòðèöû ñ áîëüøèì ðàçëè÷èåì â êîýôôèöèåíòàõ

òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèâîäèò ïðè èñïîëüçîâàíèè èçâåñòíûõ ðàñ÷åòíûõ çàâèñèìîñòåé ê çíà÷è-
òåëüíîìó ðàçáðîñó ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé è íåêîíòðîëèðóåìîé ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ
ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè òàêîãî êîìïîçèòà. Ïîýòîìó àêòóàëüíî ïî-
ñòðîåíèå äâóñòîðîííèõ îöåíîê, îõâàòûâàþùèõ ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòà è

Íàóêà è Îáðàçîâàíèå. ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà 709

http://technomag.bmstu.ru


ïîçâîëÿþùèõ ïðîãíîçèðîâàòü íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ïîãðåøíîñòü. Òàêèå îöåíêè ìîæíî
ïîñòðîèòü ïðè ïîìîùè äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è
òåïëîïðîâîäíîñòè â íåîäíîðîäíîì òâåðäîì òåëå [18, 19, 20, 21, 22].

1. Äâîéñòâåííàÿ âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå òâåðäîå òåëî îáúåìîì V , îãðàíè÷åííûì ïîâåðõíîñòüþ S. Íà
ýòîé ïîâåðõíîñòè âûäåëèì äâà ó÷àñòêà S0 è S1 (S0 ∩ S1 = ∅) ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè òåì-
ïåðàòóðû T0 è T1 ñîîòâåòñòâåííî. Îñòàëüíóþ ÷àñòü Sq = S \ (S0 ∪ S1) ïîâåðõíîñòè ïðèìåì
èäåàëüíî òåïëîèçîëèðîâàííîé. Ìàòåðèàë òåëà â îáùåì ñëó÷àå àíèçîòðîïåí ïî îòíîøåíèþ
ê ñâîéñòâó òåïëîïðîâîäíîñòè, îïèñûâàåìîìó òåíçîðîì òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êîìïîíåíòàìè
λij(M), i, j = 1, 2, 3, çàâèñÿùèìè îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè M ∈ V â îáëàñòè, ñîîòâåòñòâó-
þùåé îáúåìó òåëà. Ýòè êîìïîíåíòû îïðåäåëåíû â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò Ox1x2x3.
Èñòèííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû T ∗(M) (M ∈ V ) â òåëå ìèíèìèçè-

ðóåò ôóíêöèîíàë [18, 23]

J [T ] =
1

2

∫
V

∂T (M)

∂xi

λij(M)
∂T (M)

∂xj

dV (M) (1)

(çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ñëàãàåìûõ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ëàòèí-
ñêèì èíäåêñàì). Ýòîò ôóíêöèîíàë äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü íà êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíèðóåìûõ â îáëàñòè V ðàñïðåäåëåíèÿõ T (M) òåìïåðàòóðû, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ó÷àñòêàõ S0 è S1 ïîâåðõíîñòè S.
Íà èñòèííîì ðàñïðåäåëåíèè â òåëå âåêòîðà q∗(M) (M ∈ V ) ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà

ñ ïðîåêöèÿìè q∗i (M) = −λij(M)
∂T ∗(M)

∂xj
íà îñè âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äîñòèãàåò

ìàêñèìóìà ôóíêöèîíàë [18, 23]

I[q] = −1

2

∫
V

qi(M) ρij(M) qj(M) dV (M)−
∫

ST

T (P ) qi(P ) ni(P ) dS(P ), (2)

ãäå ρij | êîìïîíåíòû òåíçîðà òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, îáðàòíîãî òåíçîðó òåïëîïðî-
âîäíîñòè ìàòåðèàëà òåëà; ni(P ) | íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê
ó÷àñòêàì ïîâåðõíîñòè ST = S0∪S1 â òî÷êàõ P ∈ ST . Ôóíêöèîíàë (2) äîïóñòèìî ðàññìàòðè-
âàòü íà êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ q(M) âåêòîðà ïëîòíîñòè
òåïëîâîãî ïîòîêà, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó divq(M) = 0 è óñëîâèþ èäåàëüíîé òåïëî-
èçîëÿöèè íà ó÷àñòêå Sq ïîâåðõíîñòè òåëà.
Äëÿ ôóíêöèîíàëîâ (1) è (2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî J [T ∗] = I[q∗]. Ïîýòîìó ïðè èñïîëüçî-

âàíèè äîïóñòèìûõ ðàñïðåäåëåíèé â ðàññìàòðèâàåìîì òåëå òåìïåðàòóðû è âåêòîðà ïëîòíîñòè
òåïëîâîãî ïîòîêà ïîëó÷àåì

J [T ] > J [T ∗] = I[q∗] > I[q]. (3)
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Èñòèííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå T ∗(M) (M ∈ V ) òåìïåðàòóðû äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂

∂xi

(
λij(M)

∂T (M)

∂xj

)
= 0.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî óðàâíåíèÿ è ïåðâîé ôîðìóëû Ãðèíà [24] ôóíêöèîíàë (1) â äàííîì ñëó÷àå
ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó [18]

J [T ∗] =
1

2

∫
ST

T (P )λij
∂T ∗(P )

∂xj

ni(P ) dS(P ) =
T0Q0 + T1Q1

2
, (4)

ãäå Q0 è Q1 | òåïëîâûå ïîòîêè, ïîñòóïàþùèå â äàííîå òåëî ÷åðåç ó÷àñòêè ñîîòâåòñòâåííî
S0 è S1 åãî ïîâåðõíîñòè. Â ñèëó óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ òåïëîâîé ýíåðãèè ïðè ñòàöèîíàðíîì
ïðîöåññå òåïëîïðîâîäíîñòè Q0 + Q1 = 0. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (4) ïîëó÷èì Q1 = −Q0 =

=
2J [T ∗]
T1 − T0

è çàòåì ôîðìóëó äëÿ òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ òåëàR∗ =
T1 − T0

Q1
=

(T1 − T0)2

2J [T ∗]
ìåæäó èçîòåðìè÷åñêèìè ó÷àñòêàìè S1 è S0 ïîâåðõíîñòè S. Îòñþäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (3)
ñëåäóåò äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà ýòîãî òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â âèäå

(T1 − T0)
2

2J [T ]
6 R∗ 6

(T1 − T0)
2

2I[q]
. (5)

2. Ïîñòðîåíèå äâóñòîðîííèõ îöåíîê äëÿ êîìïîçèòà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âàðèàíò îäèíàêîâîé îðèåíòàöèè ïëàñòèí÷àòûõ âêëþ÷åíèé â êîìïî-
çèòå. Âûáåðåì ïðåäñòàâèòåëüíûé ýëåìåíò ñòðóêòóðû êîìïîçèòà â âèäå ïëàñòèíû òîëùèíîé
2H , äëèíîé 2L è øèðèíîé 2B. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà âîñüìàÿ ÷àñòü ýòîãî ýëåìåíòà, ïîìå-
ùåííàÿ â îêòàíò ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàòOx1x2x3. Âêëþ÷åíèå ðàñïî-
ëîæåíî â ýòîì ýëåìåíòå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé è èìååò òîëùèíó 2h,
äëèíó 2l è øèðèíó 2b. Êîíòóðû âîñüìîé ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ îáâåäåíû íà ðèñ. 1 ñïëîøíûìè
òîëñòûìè ëèíèÿìè. Îñòàëüíîé îáúåì ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà çàïîëíåí èçîòðîïíûì
ìàòåðèàëîì ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λm. Ãëàâíûå îñè òåíçîðà òåïëî-
ïðîâîäíîñòè àíèçîòðîïíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ ãëàâíûìè çíà÷åíèÿìè λi ïðèìåì ñîâïàäàþùèìè ñ
êîîðäèíàòíûìè îñÿìè. Ïîñêîëüêó òåíçîðó òåïëîïðîâîäíîñòè â ãëàâíûõ îñÿõ ñîîòâåòñòâóåò

Ðèñ. 1. Âîñüìàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâèòåëüíîãî
ýëåìåíòà ñòðóêòóðû êîìïîçèòà
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äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî ïîðÿäêà, ãëàâíûì çíà÷åíèÿì λi ýòîãî òåíçîðà ñîîòâåòñòâóþò
ãëàâíûå çíà÷åíèÿ ρi = 1/λi îáðàòíîìó åìó òåíçîðó òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.
Èç óêàçàííûõ íà ðèñ. 1 ðàçìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé â

êîìïîçèòå ìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâî CV =
hlb

HLB
. Ïðè èçìåíåíèè CV áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

h/H = l/L = b/B = C0, ò.å. CV = C3
0 .

Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåííóþ âûøå äâîéñòâåííóþ âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó ñòàöè-
îíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê âîñüìîé ÷àñòè ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëå-
ìåíòà. Ïóñòü íà ãðàíÿõ èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1 ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ðàñïîëî-
æåííûõ â ïëîñêîñòÿõ x1 = 0 è x1 = L, çàäàíû çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð ñîîòâåòñòâåííî T0 è T1, à
âñå îñòàëüíûå åãî ãðàíè èäåàëüíî òåïëîèçîëèðîâàíû. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ìèíèìèçèðóåìîãî
ôóíêöèîíàëà (1) îäíèì èç ïðîñòåéøèõ äîïóñòèìûõ ðàñïðåäåëåíèé òåìïåðàòóðû ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîå âäîëü êîîðäèíàòíîé îñèOx1 ñ ïîñòîÿííîé ïðîåêöèåéG1 = (T1−T0)/L ãðàäèåíòà
òåìïåðàòóðû íà ýòó îñü. Òàêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (1)

J1 = G2
1

λm(HB − hb)L + λhb(L− l) + λ1hbl)

2
= (T1 − T0)

2HB
λm(1− C3

0) + λ1C
3
0

2L
. (6)

Ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ îäíèì èç ïðîñòåéøèõ äîïóñòèìûõ äëÿ ìàêñèìèçèðó-
åìîãîôóíêöèîíàëà (2) ðàñïðåäåëåíèé âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà áóäåò ïîñòîÿííîå
çíà÷åíèå q1 ïðîåêöèè ýòîãî âåêòîðà íà êîîðäèíàòíóþ îñü Ox1. Òîãäà äëÿ ôóíêöèîíàëà (2)
ïîëó÷èì

I1 = −q2
1

(HBL− hbl)/λm + hbl/λ1

2
− q1HB(T1 − T0) =

= −q2
1HBL

(1− C3
0)/λm + C3

0/λ1

2
− q1G1HBL.

Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ dI1/dq1 = 0 ìàêñèìóìà âåëè÷èíû I1 íàõîäèì

q1 = − G1

(1− C3
0)/λm + C3

0/λ1

è çàòåì
I1 =

(T1 − T0)
2HB

2L
(
(1− C3

0)/λm + C3
0/λ1

) . (7)

Òåðìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå â íàïðàâëåíèè îñè Ox1 èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1 âîñüìîé
÷àñòè ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ñòðóêòóðû êîìïîçèòà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå R1 =

= L/(Λ1HB), ãäå Λ1 | ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà â íàïðà-
âëåíèè ýòîé îñè. Èñïîëüçîâàâ äëÿ äâóñòîðîííåé îöåíêè âåëè÷èíû R1 íåðàâåíñòâà (5) è
ôîðìóëû (6) è (7), ïðåäñòàâèì äâóñòîðîííþþ îöåíêó äëÿ Λ1 â âèäå

1

(1− CV )/λm + CV /λ1

6 Λ1 6 λm(1− CV ) + λ1CV .

Àíàëîãè÷íûì ïóòåì ìîæíî ïîëó÷èòü äâóñòîðîííèå îöåíêè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ
òåïëîïðîâîäíîñòèΛ2 èΛ3 êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèÿõ îñåéOx2 èOx3 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì
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îáðàçîì, äëÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè Λi êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèè
êîîðäèíàòíîé îñè Oxi ìîæíî çàïèñàòü

1

1− CV + CV /λ̄i

=
Λ−

i

λm

= Λ̄−
i 6 Λ̄i 6 Λ̄+

i =
Λ+

i

λm

= 1− CV + λ̄iCV , (8)

ãäå λ̄i = λi/λm è Λ̄i = Λi/λm.
Â ñëó÷àå õàîòè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèè àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí÷àòûõ âêëþ-

÷åíèé êîìïîçèò áóäåò èçîòðîïíûì [25] ñ ýôôåêòèâíûì êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè
Λ = (Λ1+Λ2+Λ3)/3. Ïðè ýòîì â íåðàâåíñòâàõ (8) λ̄i ñëåäóåò çàìåíèòü íà λ̄ = (λ̄1+λ̄2+λ̄3)/3,
à ó îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ îïóñòèòü íèæíèé èíäåêñ i.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (8) ìîæíî ïîëó÷èòü â ðàìêàõ

òåîðèè ñìåñåé [26]. Ïðè ýòîì çíàìåíàòåëü íèæíåé îöåíêè Λ̄−
i ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ëèíåé-

íóþ êîìáèíàöèþ áåçðàçìåðíûõ ñîïðîòèâëåíèé ïåðåíîñó òåïëîâîé ýíåðãèè â êîìïîçèòå, à
âåðõíþþ îöåíêó Λ̄+

i | êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ áåçðàçìåðíûõ ïðîâîäèìîñòåé, ïðè÷åì
êîýôôèöèåíòàìè â ýòèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ ÿâëÿþòñÿ îáúåìíûå êîíöåíòðàöèè ìàòðèöû
(1 − CV ) è âêëþ÷åíèé (CV ). Ïðè CV = 0 è CV = 1 íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè ñîâïàäàþò
ìåæäó ñîáîé. Íî ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ CV ðàçíîñòü ∆Λ̄i = Λ̄+

i − Λ̄−
i îöåíîê âîç-

ðàñòàåò îò íóëÿ ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ ïàðàìåòðà λ̄i îò åäèíèöû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâ
(8) ìîæíî îöåíèòü íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
Λ̄◦

i = (Λ̄−
i + Λ̄+

i )/2 ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ CV , êîòîðóþ ïðåäñòàâèì â âèäå

εα =
∆Λ̄α

2Λ̄◦
α

= 1− 1

1 +
1
2
CV (1− CV )(λ̄α + 1/λ̄α − 2)

, α = 1, 2, 3. (9)

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè εα îò CV ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ̄α (êðèâûå äëÿ ïàð
çíà÷åíèé λ̄α è 1/λ̄α ñîâïàäàþò). Íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé

ε∗α = 1− 1

1 +
1
8
(λ̄α + 1/λ̄α − 2)

îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äîñòèãàåò ïðè CV = 0, 5.
Èñïîëüçîâàííûå âûøå äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâóñòîðîííèõ îöåíîê äîñòàòî÷íî ïðîñòûå äîïó-

ñòèìûå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà ó÷èòûâàþò ëèøü îáúåì-
íîå ñîäåðæàíèå ýëëèïñîèäàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ òðåõ íàïðàâëåíèé ãëàâíûõ
îñåé òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè âêëþ÷åíèÿ ïðåäñòàâëåííûå â ôîðìóëàõ (8) è (9) îöåíêè
ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà è âîçìîæíîé îòíîñèòåëüíîé ïî-
ãðåøíîñòè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýòèõ îöåíîê èäåíòè÷íû. Åñëè â ýòèõ ôîðìóëàõ îïóñòèòü
íèæíèé èíäåêñ α, òî îíè áóäóò ïðèìåíèìû è â ñëó÷àå õàîòè÷åñêîé îðèåíòàöèè âêëþ÷åíèé.
Ïðåäñòàâëåííûå ñîîòíîøåíèåì (8) äâóñòîðîííèå îöåíêè ìîæíî ñáëèçèòü, åñëè íåñêîëü-

êî óñëîæíèòü äîïóñòèìûå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà. Ðàñ-
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè íàèáîëüøåé âîçìîæíîé ïîãðåøíîñòè îò îáúåìíîé
êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ̄α

ïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âäîëü îñèOx1 âûáåðåì â âèäå äâóõçâåííîé ëîìàíîé ñ èçëîìîì ïðè
x1 = l (ñì. ðèñ. 1):

T (x1) = T0 +
(Tl − T0)x1

l
, x1 ∈ [0, l], è T (x1) = Tl +

(T1 − Tl)(x1 − l)

L− l
, x1 ∈ [l, L].

Èñïîëüçîâàâ ýòî ðàñïðåäåëåíèå â êà÷åñòâå äîïóñòèìîãî äëÿ ôóíêöèîíàëà (1), ïîëó÷èì

J∗
1 =

(Tl − T0)
2

2l

(
λm(HB − hb) + λ1hb

)
+

(T1 − Tl)
2

2(L− l)
λmHB.

Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ dJ∗/dTl = 0 ìèíèìóìà âåëè÷èíû J∗
1 íàéäåì

Tl =
T0(L− l)(BH − bh + λ̄1bh) + T1lBH

(L− l)(BH − bh + λ̄1bh) + lBH

è çàòåì
J∗

1 = λm(T1 − T0)
2HB

2L

1− C2
0 + λ̄1C

2
0

1 + (λ̄1 − 1)C2
0(1− C0)

. (10)

Äîïóñòèìîå äëÿ ôóíêöèîíàëà (2) ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà
ïðèìåì â âèäå ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ q′1 ïðîåêöèè ýòîãî âåêòîðà íà îñü Ox1 â ïðåäåëàõ ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà äëèíîéL ñ ïëîùàäüþ bh ãðàíè â ïëîñêîñòè x1 = 0, ïîëíîñòüþ
ñîäåðæàùåãî âîñüìóþ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ (ñì. nfigcom1), è òàêæå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå q′′1 ïðî-
åêöèè íà òó æå îñü â îñòàëüíîé ÷àñòè ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.
Òîãäà ñ ó÷åòîì çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷èì

I∗1 = −(q′1)
2 bh

2λm

(
L− l +

l

λ̄1

)
− (q′′1)

2BH − bh

2λm

L− (T1 − T0)(q
′
1bh + q′′1(BH − bh)).
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Èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé dI∗1/dq′1 = 0 è dI∗1/dq′′1 = 0 ìàêñèìóìà âåëè÷èíû I∗1 íàõîäèì

q′1 = −λm

L

T1 − T0

1− C0 + C0/λ̄1

, q′′1 = −λm

L
(T1 − T0)

è çàòåì
I∗1 = λm(T1 − T0)

2HB

2L

(
1− C2

0 +
C2

0

1− C0 + C0/λ̄1

)
. (11)

Èñïîëüçóÿ äëÿ äâóñòîðîííåé îöåíêè òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ R∗
1 = L/(Λ1HB) ôîð-

ìóëû (10) è (11) è íåðàâåíñòâà (5), ïîëó÷àåì áîëåå óçêóþ äâóñòîðîííþþ îöåíêó ýôôåêòèâ-
íîãî êîýôôèöèåíòà Λ1 òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèè îñè Ox1 â âèäå

Λ̄−
1 +

(1− C2
0)C4

0(λ̄1 − 1)2

C4
0 + (1 + C2

0 − 2C3
0)C0λ̄1 + (1− C0)(1− C3

0)λ̄2
1

6
Λ1

λm

6 Λ̄+
1 −

(1− C0)C
5
0(λ̄1 − 1)2

1 + (λ̄1 − 1)C2
0(1− C0)

.

Òàêèì æå ñïîñîáîì ìîæíî ïîñòðîèòü äâóñòîðîííèå îöåíêè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ
òåïëîïðîâîäíîñòèΛ∗

2 èΛ∗
3 êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèÿõ îñåéOx2 èOx3 ñîîòâåòñòâåííî. Âèòîãå

äëÿ áåçðàçìåðíîãî ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè Λ̃∗
i = Λ∗

i /λm êîìïîçèòà
â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòíîé îñè Oxi ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

1− C2
0 +

1

1− C0 + C0/λ̄1

= Λ̃−
i 6 Λ̃∗

i 6 Λ̃+
i =

1− C2
0 + λ̄1C

2
0

1 + (λ̄1 − 1)C2
0(1− C0)

. (12)

Íà ðèñ. 3 äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé λ̄α, ÷òî è íà ðèñ. 2, ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè îò CV

íàèáîëüøåé âîçìîæíîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ε∗α = (Λ̃+
α − Λ̃−

α )/(Λ̃+
α + Λ̃−

α ) ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ (Λ̃+

α +Λ̃−
α )/2. Àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè äëÿ çíà÷åíèé λ̄α < 1 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè íàèáîëüøåé âîçìîæíîé ïîãðåøíîñòè
ε∗α îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè CV âêëþ÷åíèé ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ̄α > 1 (îáîçíà÷åíèÿ êðèâûõ èäåíòè÷íû 2)
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè ε∗α îò CV ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ̄α < 1

Èç ñðàâíåíèÿ äëÿ îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ λ̄α ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé εα (ñì. ðèñ. 2) è ε∗α

ïîñëåäíèå ïðè λ̄α > 1 ïðèìåðíî â 4 ðàçà ìåíüøå, à ïðè λ̄α < 1 ìåíüøå íà ïîðÿäîê.
Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâàìè âèäà (12) â ðàáîòå [27] ïðåäñòàâëåíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè èçîòðîïíîãî êîìïîçèòà ñ èçîòðîïíûìè êó-
áè÷åñêèìè âêëþ÷åíèÿìè, ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòå [3] ïóòåì äåëåíèÿ êóáè÷åñêîãî ïðåäñòàâè-
òåëüíîãî ýëåìåíòà ñòðóêòóðû òàêîãî êîìïîçèòà íà ôðàãìåíòû èçîòåðìè÷åñêèìè è àäèàáàòè-
÷åñêèìè ïëîñêîñòÿìè ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ êàæäîãî
èç ôðàãìåíòîâ. Ïðèìåíèòåëüíî ê âîñüìîé ÷àñòè ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ñòðóêòóðû
êîìïîçèòà ñ ïëàñòèí÷àòûìè âêëþ÷åíèÿìè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1, ïðè ôîðìèðîâàíèè äî-
ïóñòèìîãî äëÿ ôóíêöèîíàëà (1) ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû èçîòåðìè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ ïëîñ-
êîñòü x1 = l, à ïðè çàäàíèè äîïóñòìîãî äëÿ ôóíêöèîíàëà (2) ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ïëîòíî-
ñòè òåïëîâîãî ïîòîêà â êà÷åñòâå àäèàáàòè÷åñêèõ èñïîëüçîâàíû ïëîñêîñòè x2 = b è x3 = h.
Ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàííîãî âûøå ïîäõîäà, îïèðàþùåãîñÿ íà äâîéñòâåííóþ âàðèàöèîí-
íóþ ôîðìóëèðîâêó ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè â íåîäíîðîäíîì òâåðäîì òåëå,
ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû êîìïîçèòà ïîñòðîåííàÿ äâóñòî-
ðîííÿÿ îöåíêà îõâàòûâàåò çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè, ñîîò-
âåòñòâóþùåå èñòèííîìó ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû â ïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå ýòîé
ñòðóêòóðû.

Çàêëþ÷åíèå

Èñïîëüçîâàíèå äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëî-
ïðîâîäíîñòè â íåîäíîðîäíîì òâåðäîì òåëå ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü äâóñòîðîííèå îöåíêè ýô-
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ôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà ñ àíèçîòðîïíûìè ïëàñòèí÷àòûìè
âêëþ÷åíèÿìè. Ìåæäó íèæíåé è âåðõíåé îöåíêàìè çàêëþ÷åíî çíà÷åíèå ýòîãî êîýôôèöè-
åíòà, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò èñòèííîìó ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû â ïðåäñòàâèòåëüíîì
ýëåìåíòå ñòðóêòóðû êîìïîçèòà. Óòî÷íåíèå ðàñïðåäåëåíèé òåìïåðàòóðû è âåêòîðà ïëîòíîñòè
òåïëîâîãî ïîòîêà, äîïóñòèìûõ äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, âõîäÿùèõ â äâîéñòâåííóþ âàðèàöèîííóþ
ôîðìóëèðîâêó, äàëî âîçìîæíîñòü ñáëèçèòü äâóñòîðîííèå îöåíêè è óìåíüøèòü íàèáîëüøóþ
âîçìîæíóþ ïîãðåøíîñòü ïðè âû÷èñëåíèè ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè
ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ãðàíòó ÍØ-1432.2014.8 ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïîääåðæêè

âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë è ïðîåêòó ¹ 1.2640.2014 â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ãîñóäàðñòâåííîãî
çàäàíèÿ.
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A scope of composites as engineering and functional materials are largely determined by their
mechanical and thermal properties. For composites used in heat-stressed structures exposed to joint
intense mechanical and thermal stress, the thermophysical characteristics of the effective thermal
conductivity of the composite plays an important role. It depends, primarily, on the thermal
conductivity and the volume concentration of inclusions and thermal conductivity of the matrix.
The composite combination of high heat conductivity inclusions with low heat conductivity matrix,
when using the known computational dependencies, leads to a significant spread of the calculation
results and uncontrolled error in determining the effective thermal conductivity of the composite.
This error increases in the case of anisotropic inclusions and with their deviation from the spherical
shape, including advanced composites with high heat conductivity lamellar inclusions, which have
some nanostructured elements (e.g. fragments of graphene which has an abnormally high thermal
conductivity exceeding thermal conductivity of all known materials [9], and allows creation of
composites used not only in the heat-stressed constructions, but in nanoelectronic devices [17]).
Therefore, it is relevant to make a two-sided estimate covering the real values of the effective
thermal conductivity of the composite with anisotropic lamellar inclusions and allowing to predict
the maximum possible error. The article shows conducting the two-sided estimates based on the
dual variational formulation of the stationary heat conductivity problem in a heterogeneous solid
[18{22]. This formulation includes two alternative functionals (to be minimized and maximized)
extreme values of which coincide at the true temperature distribution in this composite. As a
result, between the estimates made there are real values of the tensor components of effective heat
conductivity of the composite corresponding to the true distribution of temperature. This allows us
to predict the maximum possible error of calculated dependences used to calculate the components
of this tensor. Permissible for functionals refinement of distributions of temperature and heat flux
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density vector in a representative element of the composite structure made it possible to bring
together two-sided estimates. In the end, the greatest possible error in calculating the average
value between the amended estimates in the case of high heat conductivity inclusions decreased
several times. Results of the quantitative analysis of made two-sided estimates are represented in
the article as a plot.
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