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Êîëüöåâûå äèàãðàììû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ìåòêàìè
è ïðîáëåìà ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè
â ãðóïïàõ ñ óñëîâèÿìè C(3)-T (6)
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êîëüöåâûõ äèàãðàìì íàä ãðóïïàìè, êîïðåäñòàâëåíèå êîòîðûõ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì C(3)-T(6), è ñâÿçàííîé ñ íèìè ïðîáëåìîé ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè. Èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ãðóïïîâûõ äèàãðàìì. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ
êîëüöåâûõ äèàãðàìì ñ íåñîêðàòèìûìè ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè. Èññëåäóþòñÿ âñå òèïû êîëüöåâûõ
äèàãðàìì íàä ãðóïïàìè èç óêàçàííîãî êëàññà. Äàåòñÿ èõ êëàññèôèêàöèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé
òàêèå äèàãðàììû ìîãóò áûòü ëèøü òðåõ òèïîâ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ äèàãðàìì îäíîãî èç òðåõ
òèïîâ ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ êàê íà äëèíó ãðàíèöû, òàê è íà òîëùèíó êîëüöà. Ïåðâîå èç ýòèõ
îãðàíè÷åíèé ïîçâîëÿåò â äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ðåøàòü ïðîáëåìó ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñëîâèÿ ìàëîãî ñîêðàùåíèÿ; äèàãðàììà íàä ãðóïïîé; ïðîáëåìà ñòåïåííîé
ñîïðÿæåííîñòè

Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñòðóêòóðà êîëüöåâûõ äèàãðàìì ñïåöèàëüíîãî âèäà íàä
ãðóïïàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì ìàëîãî ñîêðàùåíèÿ C(3)-T (6). Èçâåñòíî [2, 3],
÷òî ñëîâà w, v â àëôàâèòå X ñîïðÿæåíû â ãðóïïå G ñ êîïðåäñòàâëåíèåì (X; R), åñëè
ñóùåñòâóåò êîëüöåâàÿ äèàãðàììàM íàä ýòèì êîïðåäñòàâëåíèåì, äëÿ êîòîðîé ìåòêè ϕ(σ) è
ϕ(τ) âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ãðàíè÷íûõ öèêëîâ ñîâïàäàþò ñ v−1 è w.
Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû êîëüöåâûõ äèàãðàìì ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïðîáëåìó ñîïðÿæåííîãî

âõîæäåíèÿ â öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó â (C(3)-T (6))-ãðóïïàõ [7]: äëÿ çàäàííûõ ñëîâ w, v â
îáðàçóþùèõX C(3)−T (6)-ãðóïïûG = (X; R) âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè öåëîå ÷èñëî n, äëÿ
êîòîðîãî ñëîâà wn, v ñîïðÿæåíû â ãðóïïåG. Ïðîáëåìà ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè ôîðìóëè-
ðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ çàäàííûõ ñëîâ w, v â îáðàçóþùèõ X (C(3)-T (6))-ãðóïïû
G = (X; R) âûÿñíèòü, ñóùåñòâóþò ëè öåëûå ÷èñëà m, n, äëÿ êîòîðûõ ñëîâà wn, vm ñîïðÿ-
æåíû â ãðóïïå G.
Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîé ïðîáëåìîé ðåøåíèå âòîðîé îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëèíû îáîèõ

ñëîâ wn, vm íè÷åì íå îãðàíè÷åíû èç-çà îòñóòñòâèÿ îãðàíè÷åíèé íà ïîêàçàòåëè n, m. Ýòî
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íå ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê ñëîâàì âèäà wk, vl (k ∈ Z, l ∈ Z) àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïðîáëåìó
ñîïðÿæåííîñòè â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ãðóïï [2], ïîñêîëüêó çàðàíåå íåèçâåñòíî ÷èñëî
òàêèõ ïðîâåðîê.
Òåì íå ìåíåå, êîëüöåâûå äèàãðàììû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ìåòêàìè ϕ(σ) ≡ wn, ϕ(τ) ≡ vm

òîæå ìîãóò îáëàäàòü ñâîéñòâîì ïåðèîäè÷íîñòè: îáëàñòè â òàêèõ äèàãðàììàõ ïðè âûïîë-
íåíèè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ ïðè îáõîäå ãðàíèöû
äèàãðàììû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ ìåòêè ýòîé ãðàíèöû. Ïðè ýòîì ïåðèîäè÷íîñòü
èìååò ìåñòî íå òîëüêî íà ãðàíèöå äèàãðàììû, íî è âíóòðè íåå. (Íèæå áóäóò ââåäåíû ïî-
íÿòèÿ ñëîåâ êîëüöåâîé äèàãðàììû è èõ ïåðèîäè÷íîñòè.) Ýòî ñâîéñòâî äèàãðàìì ïîçâîëÿåò
âûðåçàòü èç íèõ áîëüøóþ ÷àñòü è òåì ñàìûì îãðàíè÷èâàòü ïîêàçàòåëèm, n.
Èçó÷åíèþ ñâîéñòâ êîëüöåâûõ äèàãðàìì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ìåòêàìè ïîñâÿùåíà ýòà ðà-

áîòà. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ êîìáèíàòîðíîé
òåîðèè ãðóïï, à èìåííî, ìåòîäà äèàãðàìì íàä ãðóïïàìè, áàçèðóþùåãîñÿ íà ñëåäóþùèõ äâóõ
óòâåðæäåíèÿõ [1, 2, 3].
Ïåðâîå | ëåììà Âàí Êàìïåíà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ñëîâî ðàâíî åäèíèöå â ãðóïïå òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò îäíîñâÿçíàÿ äèàãðàììà ñ ãðàíè÷íîé ìåòêîé, ðàâíîé ýòîìó
ñëîâó.
Âòîðîå | ëåììà î ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòàõ ãðóïïû, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ñëîâà u, v ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû äàííîé ãðóïïû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
êîëüöåâàÿ äèàãðàììà ñ ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè, ðàâíûìè u, v−1.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ:

w1 ≡ w2 | ñëîâî w1 ãðàôè÷åñêè ðàâíî ñëîâó w2;
w1 = w2 | ñëîâà w1 è w2 ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò ãðóïïû;
w ∼ v | ñëîâà ïðåäñòàâëÿþò ñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû ãðóïïû;
|w|| äëèíà ñëîâà w;
∂D| ãðàíèöà îáëàñòè D;
∂M | ãðàíèöà êàðòûM ;
d(v)| ñòåïåíü âåðøèíû v;
d(D)| ñòåïåíü îáëàñòè D;
i(D)| ÷èñëî âíóòðåííèõ ðåáåð îáëàñòè D;

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðóïï ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè è ìåòîäà ãðóïïîâûõ äèàãðàìì
áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè [2, 1, 3, 12].

1. Êîëüöåâûå äèàãðàììû ñ íåñîêðàòèìûìè ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè

Äèàãðàììû è êàðòû. Ïóñòü E2 | åâêëèäîâà ïëîñêîñòü. Âåðøèíà | ýòî íåêîòî-
ðàÿ òî÷êà èç E2. Ðåáðî | îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èç E2, ãîìåîìîðôíîå îòêðûòîìó
åäèíè÷íîìó èíòåðâàëó. Îáëàñòü | îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíîå îòêðûòîìó
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åäèíè÷íîìó êðóãó. ÊàðòàM | êîíå÷íûé íàáîð ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ âåðøèí, ðåáåð
è îáëàñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) åñëè e | ðåáðî èç M , òî èìåþòñÿ âåðøèíû a è b (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå), òàêèå,
÷òî ē = e ∪ {a} ∪ {b};
2) ãðàíèöà ∂D êàæäîé îáëàñòèD èçM ñâÿçíà, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðûõ ðåáåð e1, . . . , en èç

M èìååì ∂D = ē1 ∪ . . . ∪ ēn.

Áóêâà M áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî îáú-
åäèíåíèÿ îäíîèìåííîãî íàáîðà âåðøèí, ðåáåð è îáëàñòåé. Ãðàíèöà äëÿ M áóäåò îáîçíà-
÷àòüñÿ ñèìâîëîì ∂M . Åñëè ē = e ∪ {a} ∪ {b}, òî ãîâîðÿò, ÷òî a è b | êîíöû ðåáðà e.
Çàìêíóòîå ðåáðî | ýòî ðåáðî e âìåñòå ñ åãî êîíöàìè.
Åñëè e| îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî, íàïðàâëåííîå îò êîíöåâîé òî÷êè v1 ê êîíöåâîé òî÷êå

v2, òî v1 | íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ýòîãî ðåáðà, à v2 | êîíå÷íàÿ âåðøèíà. Ïðîòèâîïîëîæíûì
îáðàçîì îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî, îáðàòíîå ê ðåáðó e, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç e−1 è íàïðàâëåíî
îò v2 ê v1.
Ïóòü | ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðèåíòèðîâàííûõ çàìêíóòûõ ðåáåð e1, . . . , en, òàêàÿ,

÷òî íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ðåáðà ei+1 | ýòî êîíå÷íàÿ âåðøèíà ðåáðà ei, 1 ≤ i ≤ n − 1. Êîíöû
ïóòè | ýòî íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ðåáðà e1 è êîíå÷íàÿ âåðøèíà ðåáðà en.
Çàìêíóòûé ïóòü, èëè öèêë, | ýòî òàêîé ïóòü, â êîòîðîì íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ðåáðà e1

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé âåðøèíîé ðåáðà en.
Ïóòü íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîé ïàðû ðåáåð âèäà

ee−1. Ïðèâåäåííûé ïóòü e1 . . . en íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ïðè i 6= j íà÷àëüíûå òî÷êè ðåáåð
ei è ej ðàçëè÷íû.
Åñëè D | îáëàñòü èç M ñ äàííîé îðèåíòàöèåé, òî ëþáîé öèêë ìèíèìàëüíîé äëèíû,

âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ âñå ðåáðà èç ∂D, â êîòîðîì âñå ðåáðà îðèåíòèðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè
ñ îðèåíòàöèåé îáëàñòè D, íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íûì öèêëîì ýòîé îáëàñòè. Åñëè M ñâÿçíà è
îäíîñâÿçíà, òî ãðàíè÷íûé öèêë äëÿM | ýòî öèêë α ìèíèìàëüíîé äëèíû, ñîäåðæàùèé âñå
ðåáðà èç ãðàíèöû ∂M è íå èìåþùèé ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Äëÿ êîëüöåâîé êàðòû M ãðàíèöà ∂M = σ ∪ τ | ïàðà ãðàíè÷íûõ öèêëîâ: âíåøíèé è

âíóòðåííèé.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíè÷íàÿ ìåòêà îáëàñòè ÷èòàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ãðàíè÷íàÿ

ìåòêà ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé äèàãðàììû | ïðîòèâ, âíåøíÿÿ ãðàíèöà êîëüöåâîé äèàãðàììû
îðèåíòèðîâàíà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à âíóòðåííÿÿ | ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
Ïîäïóòü ∂D∩∂M = p â ãðàíè÷íûõ öèêëàõ îáëàñòèD è äèàãðàììûM , ëèáî â ãðàíè÷íûõ

öèêëàõ äâóõ îáëàñòåé, íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ÷àñòüþ ãðàíèöû êàê îáëàñòè D, òàê è
êàðòûM , èëè äâóõ îáëàñòåé, ñîîòâåòñòâåííî [2].
Ãðàíè÷íîé âåðøèíîé â êàðòå M íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ âåðøèíà, ïðèíàäëåæàùàÿ ãðàíè÷-

íîìó öèêëó êàðòû M . Âåðøèíû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ãðàíè÷íûìè, íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè.
Âíóòðåííèì ðåáðîì â êàðòå áóäåì ñ÷èòàòü îáùóþ ÷àñòü ãðàíè÷íûõ öèêëîâ äâóõ îáëàñòåé,
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ãîìåîìîðôíóþ îòðåçêó è ÿâëÿþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ÷àñòüþ ãðàíèöû îáåèõ îáëàñòåé.
ÎáëàñòüD íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé â êàðòåM , åñëè â åå ãðàíè÷íîì öèêëå ∂D åñòü ãðàíè÷íûå
âåðøèíû êàðòûM , ò.å. ∂D ∩ ∂M 6= ∅.
Äèàãðàììîé íàä ãðóïïîé F íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êàðòà M âìåñòå ñ ôóíêöèåé

ìåòêè ϕ, ñîïîñòàâëÿþùåé êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó ðåáðó e êàðòû M ìåòêó ϕ(e) èç F

òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè e | îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî èç M , à e−1 | ïðîòèâîïîëîæíûì
îáðàçîì îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî, òî ϕ(e−1) = ϕ(e)−1.
Åñëè α| ïóòü âM , α = e1 . . . ek, òî ïîëîæèì ϕ(α) = ϕ(e1) . . . ϕ(ek). ÅñëèD| îáëàñòü

èçM , òî åå ìåòêîé íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò ϕ(α), ãäå α| ãðàíè÷íûé öèêë îáëàñòè D.
Ïàðà îáëàñòåé (D1, D2) ñ îáùèì ðåáðîì e â äèàãðàììåM íàçûâàåòñÿ ñîêðàòèìîé, åñëè

ãðàíè÷íàÿ ìåòêà îäíîñâÿçíîé ïîääèàãðàììûD1 ∪D2 ðàâíà åäèíèöå â ñâîáîäíîé ãðóïïå F .
Åñëè â äèàãðàììåM íåò ñîêðàòèìûõïàð îáëàñòåé, òî äèàãðàììàM íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé.
Ìîæíî îïðåäåëèòü ñîêðàòèìóþ ïàðó è â ñëó÷àå ìíîãîñâÿçíîé ïîääèàãðàììû D1 ∪D2 [2].
ÏîäìíîæåñòâîR ñâîáîäíîé ãðóïïûF íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèçîâàííûì, åñëè âñå ýëåìåíòû

èç R ïðèâåäåíû è èç r ∈ R ñëåäóåò, ÷òî âñå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ r±1 òàêæå
ëåæàò â R.
Ïóñòü R| ñèììåòðèçîâàííîå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû F . ÄèàãðàììàM íàçû-

âàåòñÿ R-äèàãðàììîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ãðàíè÷íîãî öèêëà δ ëþáîé îáëàñòè D èç M èìååì
ϕ(δ) ∈ R.
Ïóñòü R | ñèììåòðèçîâàííîå ïîäìíîæåñòâî ñâîáîäíîé ãðóïïû F è N | íîðìàëüíîå

çàìûêàíèå â F ìíîæåñòâà R. Åñëè w | ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç F , òî w ∈ N òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ R-äèàãðàììà M , òàêàÿ, ÷òî ìåòêà íà
ãðàíèöå êàðòûM ðàâíà w.
Ïîñêîëüêó ñëîâî w ïðåäñòàâëÿåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû G = F/N òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà w ∈ N , òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé ïðèâåäåííîé
âûøå ëåììû Âàí Êàìïåíà.

Ãðóïïû ñ óñëîâèÿìè ìàëîãî ñîêðàùåíèÿ. Ïóñòü ãðóïïà G çàäàíà êîïðåäñòàâëåíèåì
G = (X; R). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r1 è r2 | ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èç R, òàêèå, ÷òî r1 = bc1 è
r2 = bc2. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíò b íàçûâàåòñÿ êóñêîì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà R.
Ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëîì ñîêðàùåíèè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî êóñêè | îòíîñèòåëüíî ìàëûå

÷àñòè ýëåìåíòîâ èç R.
Óñëîâèå C(p) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íèêàêîé ýëåìåíò èç R íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì

ìåíåå ÷åì p êóñêîâ.
Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå T (q). Ïóñòü 3 ≤ h < q. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r1, . . . , rh|ýëåìåíòû

èç R, òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ýëåìåíòû ri, ri+1 íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè. Òîãäà
ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ïðîèçâåäåíèé r1r2, . . . , rh−1rh, rhr1 ïðèâåäåíî.
Åñëè v | âåðøèíà êàðòûM , òî d(v)| ñòåïåíü âåðøèíû v | åñòü ÷èñëî íåîðèåíòèðî-

âàííûõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v. Åñëè îáà êîíöà íåêîòîðîãî ðåáðà e ñîâïàäàþò ñ v,
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ìû ñ÷èòàåì e äâàæäû. ÅñëèD| îáëàñòü èçM , òî d(D)| ñòåïåíü îáëàñòèD| åñòü ÷èñëî
ðåáåð â ãðàíè÷íîì öèêëå äëÿ D. Ñèìâîë i(D) îáîçíà÷àåò ÷èñëî âíóòðåííèõ ðåáåð èç D,
ïðè÷åì ñíîâà ðåáðî, âñòðå÷àþùååñÿ â ãðàíè÷íîì öèêëå äëÿ D äâàæäû, ñ÷èòàåòñÿ äâà ðàçà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ óñëîâèé C(p) è T (q).
Òåîðåìà 1 ([2]). Ïóñòü R| ñèììåòðèçîâàííîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû

F èM | ïðèâåäåííàÿ R-äèàãðàììà.

1. Åñëè R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C(k), òî êàæäàÿ îáëàñòü D èçM , òàêàÿ, ÷òî ∂D ∪ ∂M

íå ñîäåðæèò ðåáåð, èìååò ñòåïåíü d(D) ≥ k.
2. ÅñëèR óäîâëåòâîðÿåò T (m), òî êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà v êàðòûM èìååò ñòåïåíü

d(v) ≥ m.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M1 ïîäêàðòó êàðòû M , ïîëó÷àþùóþñÿ óäàëåíèåì èç M âñåõ èçîëè-
ðîâàííûõ âåðøèí. Ïóñòü M | ïðîèçâîëüíàÿ êàðòà. Ãðàíè÷íûé ñëîé êàðòû M ñîñòîèò
èç âñåõ ãðàíè÷íûõ âåðøèí, ðåáåð, ñîäåðæàùèõ ãðàíè÷íûå âåðøèíû, è ãðàíè÷íûõ îáëàñòåé
êàðòûM .

Cîêðàùåíèÿ â (C(3)-T (6))-ãðóïïàõ. Â ãðóïïàõ ñ óñëîâèÿìè C(p)-T (q) äëèíà ïðî-
èçâîëüíîãî êóñêà ìîæåò áûòü îòëè÷íà îò åäèíèöû. Íî åñëè q > 4, òî âñå êóñêè èìåþò
åäèíè÷íóþ äëèíó [14].
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî r1 ≡ abr′1, r2 ≡ abr′2 | ðàçëè÷íûå îïðåäåëÿþùèå

ñîîòíîøåíèÿ, ãäå a, b, r1, r2 | íåïóñòûå ñëîâà â àëôàâèòå X , ðàññìîòðèì ñëîâà èç R,
îáðàòíûå ê r1, r2 è èõ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè: u1 ≡ br′1a, u2 ≡ a−1(r′2)

−1b−1, u3 ≡ br′1a,
u4 ≡ a−1(r′2)

−1b−1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u1, u2, u3, u4, u1 ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ T (6).
Çíà÷èò, îáùåå íà÷àëî ab äâóõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé èç R èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ñëîâå w åñòü R-ñîêðàùåíèå [5, 6, 7], åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

r ∈ R, òàêîé, ÷òî:

1) r ≡ r1r2;
2) w ≡ w1w2w3;
3) r1 ≡ w2;
4) ñëîâî r2 ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ êóñêîì;
5) ñëîâà w1r

−1
2 , r−1

2 w3 íåñîêðàòèìû â ñâîáîäíîé ãðóïïå.

Â ñëó÷àå çàìåíû ñëîâà w ðàâíûì åìó â ãðóïïå G ñëîâîì w1r
−1
2 w3 áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

â w âûïîëíåíî R-ñîêðàùåíèå. R-ñîêðàùåíèå â ñëîâå w, ÿâëÿþùåìñÿ ñòåïåíüþ íåêîòîðîãî
ñëîâà v: w = vs, íàçûâàåòñÿ äëèííûì, åñëè |w2| ≥ |v|. Åñëè æå |w2| < |v|, òî R-ñîêðàùåíèå
íàçûâàåòñÿ êîðîòêèì.
Åñëè íå òðåáóåòñÿ ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ îáðàçóþùèõ è îïðåäåëÿþùèõ ñëîâ, áóäåì ïèñàòü

X = {x1, . . . , xn} è R = {r1, . . . , rm}, ïîäðàçóìåâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî â X ñîäåðæàòñÿ òàêæå
x−1

1 , . . . , x−1
n , à â R| âñå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè è èíâåðñèè r1, . . . , rm.

Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ ãðóïïà G = (X; R), ãäå X = {a, b, c}, à R = {abc, acb}. Ïóñòü
èìååòñÿ òàêæå ñëîâî w = abb. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå r1 = abc, çàìåíÿåì â
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ñëîâå w ïîäñëîâî ab êóñêîì c−1. Ïîëó÷àåì w = c−1b. Òàêèì îáðàçîì, ìû âûïîëíèëè â ñëîâå
w êîðîòêîå R-ñîêðàùåíèå.
Ïóñòü òåïåðü ó íàñ åñòü ñëîâî w = v2, ãäå v = acb, òî åñòü w = acbacb. Èñïîëüçóÿ

îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå r2 = acb, çàìåíÿåì ïåðâîå âõîæäåíèå acb â w ïóñòûì ñëîâîì.
Â äàííîì ñëó÷àå ìû âûïîëíèëè äëèííîå R-ñîêðàùåíèå â ñëîâå w, òàê êàê |acb| = |v|.
Åñëè â ëþáîé öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå ñëîâà w íåò R-ñîêðàùåíèé, òî ñëîâî w íàçûâàåòñÿ
öèêëè÷åñêè R-íåñîêðàòèìûì.
Îïðåäåëèì ïîíÿòèå R̄-ñîêðàùåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèàãðàìì. Òàêæå äàäèì ãåîìåòðè-

÷åñêîå îïðåäåëåíèå R-ñîêðàùåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.
Ðàññìîòðèì äèàãðàììóM . Îáëàñòü D ⊂ M íàçûâàåòñÿ äýíîâñêîé [8], åñëè

1) ∂D ∩ ∂M | ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ∂M (ò.å. ∂D ∩ ∂M = p | ïîäïóòü â
ãðàíè÷íûõ öèêëàõ îáëàñòè D è äèàãðàììûM );
2) i(D) ∈ {0, 1}.

Ïîëîñîé [8] â äèàãðàììåM íàçûâàåòñÿ ïîääèàãðàììà Π =
k⋃

i=1
Di ñî ñâîéñòâàìè:

1) ∂Di ∩ ∂M = p| ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ∂M ;
2) ∂Π ∩ ∂M = p| ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ∂M ;
3) ïðè k = 3 i(D1) = i(D2) = i(D3) = 2, ïðè÷åì ñîñåäíèå îáëàñòè èìåþò îáùåå ðåáðî,

à âñå òðè îáëàñòè ïîëîñû èìåþò îáùóþ âåðøèíó;
4) ïðè k > 3, k = 2l + 1, i(D1) = i(D2) = i(D2l) = i(D2l+1) = 2, i(D3) = i(D5) = . . .

. . . = i(D2l−3) = i(D2l−1) = 3, i(D4) = i(D6) = i(D2l−4) = i(D2l−2) = 2;

5) ∂Di ∩ ∂Di+1 | ðåáðî (i = 1, . . . , k − 1).

ÏóñòüΠ|ïîëîñà â äèàãðàììåM . Ãðàíè÷íûì ñëîâîì îáëàñòèDi ⊂ Π íàçûâàåòñÿ ìåòêà
ïóòè ∂Di ∩ ∂M , ïðî÷èòàííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòàöèåé îáëàñòèDi. Ãðàíè÷íûì ñëîâîì
ïîëîñû Π íàçûâàåòñÿ ìåòêà ïóòè ∂Π ∩ ∂M , ïðî÷èòàííàÿ â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì
îðèåíòàöèè ãðàíèöû ∂M . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íîå ñëîâî äýíîâñêîé îáëàñòè.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ñëîâå v åñòü R-ñîêðàùåíèå, åñëè ñóùåñòâóåò ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ

äèàãðàììàM íàä êîïðåäñòàâëåíèåì G = (X; R), â êîòîðîé ñóùåñòâóåò äýíîâñêàÿ îáëàñòü,
ãðàíè÷íîå ñëîâî êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì â v. Â ñëîâå v åñòü R̄-ñîêðàùåíèå, åñëè
ñóùåñòâóåò ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ äèàãðàììàM íàä êîïðåäñòàâëåíèåìG = (X; R), â êîòîðîé
ñóùåñòâóåò ïîëîñà Π, ãðàíè÷íîå ñëîâî êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì â v.
Çàìåòèì, ÷òî ïîëîñà â äèàãðàììå M ñ öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìîé â ñâîáîäíîé ãðóïïå,

öèêëè÷åñêè R-íåñîêðàòèìîé ãðàíè÷íîé ìåòêîé ϕ(∂M) ÿâëÿåñÿ ïðèâåäåííîé äèàãðàììîé.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî äâå ñîñåäíèå îáëàñòè â ïîëîñå îáðàçóþò ñîêðàòèìóþ

ïàðó, ïðèõîäèì â âûâîäó î ñâîáîäíîé ñîêðàòèìîñòè ñëîâà ϕ(∂M), ëèáî ê âûâîäó î òîì,
÷òî â ñëîâå ϕ(∂M) åñòü R-ñîêðàùåíèå. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: 1) ñîêðàòèìûå
îáëàñòè D1, D2 èìåþò âíóòðåííèå ñòåïåíè i(D1) = 2, i(D2) = 2; 2) i(D1) = 2, i(D2) = 3.
Â ïåðâîì ñëó÷àå èç ñîêðàòèìîñòè ïàðû (D1, D2) ñëåäóåò ñâîáîäíàÿ ñîêðàòèìîñòü ñëîâà

ϕ(∂M). Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì òðè ñîñåäíèå îáëàñòè â ïîëîñå: D1, D2, D3. ßñíî,
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÷òî i(D3) = i(D1) = 2, i(D2) = 3. Èç ñîêðàòèìîñòè ïàðû D1, D2 è èç òîãî, ÷òî êóñîê â
T (6)-ãðóïïå èìååò äëèíó 1 ñëåäóåò, ÷òî â ñëîâå ϕ(∂M) åñòü R-ñîêðàùåíèå: ìåòêà ðåáðà
∂D2 ∩ ∂D3 ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì â ìåòêå ïóòè ∂D1 ∩ ∂M , è îáëàñòü D3 ìîæíî íàêëåèòü ïî
óêàçàííîìó ðåáðó íà ãðàíèöó ∂M , â ðåçóëüòàòå ÷åãî áóäåò ïîëó÷åíà îáëàñòü, ðåàëèçóþùàÿ
R-ñîêðàùåíèå â ãðàíè÷íîé ìåòêå äèàãðàììûM .
Äëÿ ëþáîãî öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìîãî â ñâîáîäíîé ãðóïïå ñëîâà w, íå ðàâíîãî åäèíèöå

â ãðóïïå G, ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêè R-, R̄-íåñîêðàòèìîå ñëîâî w0, ñîïðÿæåííîå ñ w â G.
Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèé R-, R̄-ñîêðàùåíèé ñëåäóåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå R-, R̄-ñî-

êðàùåíèÿ äëèíà ñëîâà ñòðîãî óìåíüøàåòñÿ. Ïîýòîìó, çàïèñàâ ïðîèçâîëüíîå ñëîâî w íà
îêðóæíîñòè C è âûïîëíèâ â åãî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâêàõ R-, R̄-ñîêðàùåíèÿ, ïîëó÷èì
ëèáî ïóñòîå ñëîâî, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó w 6= 1 â G, ëèáî íåïóñòîå ñëîâî w0, â
öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâêàõ êîòîðîãî íåò R-, R̄-ñîêðàùåíèé.

Íîðìàëüíûå ôîðìû ýëåìåíòîâ â (C(3)-T (6))-ãðóïïàõ. Ñëîâî w0, ñîïðÿæåííîå íå-
êîòîðîé ñòåïåíè ñëîâà w â ãðóïïå G è îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì R-, R̄-íåñîêðàòèìîñòè âñåõ
ñâîèõ ñòåïåíåé, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé ñëîâà w.
Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìîãî â F ñëîâà w, íå ðàâíîãî

åäèíèöå â ãðóïïå G, ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêè R-, R̄-íåñîêðàòèìîå ñëîâî w0, ñîïðÿæåííîå c
w â G.
Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå R-, R̄-ñîêðàùåíèÿ äëèíà ñëîâà

ñòðîãî óìåíüøàåòñÿ. Âûïîëíÿÿ â öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâêàõ ñëîâà w R-, R̄-ñîêðàùåíèÿ,
ïîëó÷èì ëèáî ïóñòîå ñëîâî, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó w 6= 1 â G, ëèáî íåïóñòîå ñëîâî w0,
â öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâêàõ êîòîðîãî íåò R-, R̄-ñîêðàùåíèé.
Ñëåäóþùèå òåîðåìû ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå íîðìàëüíûõôîðì, íî íå îáåñïå÷èâàþò

èõ åäèíñòâåííîñòè.
Òåîðåìà 2 ([6]). Ïóñòü ñëîâî w ïðåäñòàâëÿåò â ãðóïïå G = (X; R), óäîâëåòâîðÿþ-

ùåé óñëîâèÿì C(3)-T (6), ýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì ñàìî ñëîâî w öèêëè÷åñêè
íåñîêðàòèìî â ñâîáîäíîé ãðóïïå è öèêëè÷åñêè R, R̄-íåñîêðàòèìî. Ïóñòüm = maxr∈R |r|.

1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî n′ ∈ N ñëîâî wn′ R-ñîêðàòèìî, òî ñóùåñòâóåò n ∈ N, n ≤ m, äëÿ
êîòîðîãî ñëîâî wn R-ñîêðàòèìî.
2. Åñëè ÷èñëîm′ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 1 < m′ ≤ m è äëÿ íåêîòîðîé öèêëè÷åñêîé

ïåðåñòàíîâêèw∗ ñëîâî (w∗)m′
R-ñîêðàòèìî, ïðè÷åìíèïðè êàêîìm′′ < m′ â ñëîâå (w∗)m′′ íåò

R-ñîêðàùåíèé, òî â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòîãî ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñëîâîw0 = (w∗)m′

(ðàâåíñòâî â ãðóïïå G), ëþáàÿ ñòåïåíü êîòîðîãî R-íåñîêðàòèìà.

Òåîðåìà 3 ([6]). Ïóñòü ñëîâî w ïðåäñòàâëÿåò â ãðóïïå G = (X; R), óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé óñëîâèÿì C(3)-T (6), ýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì ñàìî ñëîâî w öèêëè÷åñêè
R̄-íåñîêðàòèìî, à âñå åãî ñòåïåíè wn R-íåñîêðàòèìû. Òîãäà âåðíû óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè ñëîâî w2 R̄-íåñîêðàòèìî, òî ëþáàÿ ñòåïåíü wn R̄-íåñîêðàòèìà.
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2. Åñëèæå â ñëîâåw2 åñòü R̄-ñîêðàùåíèå, òî ëèáî à) âñå ñòåïåíè ñëîâàw1 = w2 (ðàâåíñòâî
â ãðóïïå G), ïîëó÷åííîãî èç w2 â ðåçóëüòàòå ýòîãî R̄-ñîêðàùåíèÿ, R-, R̄-íåñîêðàòèìû; ëèáî
á) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé àëãîðèòì, ñòðîÿùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîïðÿæåííûõ â ãðóïïå G

ñëîâ w, w1, . . . , wt, â êîòîðîé t < |w|, è ñëîâî wt R-, R̄-íåñîêðàòèìî âìåñòå ñî ñâîèìè
ñòåïåíÿìè.

Êëàññèôèêàöèÿêîëüöåâûõ äèàãðàìì ñ íåñîêðàòèìûìè ãðàíè÷íûìèìåòêàìè. Ðàñ-
ñìîòðèì êîëüöåâóþ äèàãðàììó M ñ ãðàíèöåé ∂M = σ ∩ τ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ ∩ τ = ∅.
Ðàññìîòðèì ïîääèàãðàììó Kσ, ñîñòîÿùóþ èç îáëàñòåé D, ãðàíè÷íûå öèêëû êîòîðûõ ñî-
äåðæàò âåðøèíû èç σ. Íàçîâåì ýòó ïîääèàãðàììó Kσ-ñëîåì äèàãðàììû M . Ðàññìîòðèì
äèàãðàììó M1 = M \ Kσ, ïîëó÷åííóþ èç M óäàëåíèåì ñëîÿ Kσ. Îáîçíà÷èì ãðàíè÷íûå
öèêëû äèàãðàììûM1 ÷åðåç σ1, τ . Ñëîé Kσ ÿâëÿåòñÿ êîëüöåâîé äèàãðàììîé ñ íåïåðåñåêàþ-
ùèìèñÿ ãðàíè÷íûìè öèêëàìè σ, σ1.
Åñëè σ1 ∩ τ = ∅, òî àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëîé Kσ1 ñ ãðàíè÷íûìè öèêëàìè σ1, σ2.

Ñëîè Kσi
îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå äàëåå, äî òåõ ïîð, ïîêà σi ∩ τ = ∅.

Ïóñòü M êîëüöåâàÿ äèàãðàììà ñ ãðàíèöåé ∂M = σ ∪ τ , è ñëîâà ϕ(σ), ϕ(τ) öèêëè÷åñêè
R̄-, R-íåñîêðàòèìû.
Â ñòàòüå [8] ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîëüöåâûõ äèàãðàìì íàä (C(p)-

T (q))-ãðóïïàìè ïðè (p, q) ∈ {(3, 6), (4, 4), (6, 3)}:

1) âûðîæäåííûå êîëüöåâûå äèàãðàììûM , äëÿ êîòîðûõ |M | = 0;
2) ïðîñòûå êîëüöåâûå äèàãðàììû | íåâûðîæäåííûå äèàãðàììû M (|M | > 0, ò.å. M

ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó îáëàñòü), ó êîòîðûõ ãðàíè÷íûå öèêëû σ è τ èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå-
÷åíèå;
3) n-ñëîéíûå êîëüöåâûå äèàãðàììû, äëÿ êîòîðûõ ïîñëå óäàëåíèÿ n ãðàíè÷íûõ ñëîåâKσ,

Kσ1 , . . . , Kσn−1 ïîëó÷àåòñÿ âûðîæäåííàÿ äèàãðàììà;
4) (C-n)-ñëîéíûå êîëüöåâûå äèàãðàììû | äèàãðàììû, äëÿ êîòîðûõ ïîñëå óäàëåíèÿ n

ãðàíè÷íûõ ñëîåâ ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòàÿ êîëüöåâàÿ äèàãðàììà (òàêàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ îáú-
åäèíåíèåì ïðîñòîé è n-ñëîéíîé äèàãðàìì, èìåþùèõ îáùèé ãðàíè÷íûé öèêë).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííàÿ êëàññèôèêàöèÿ èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ êîëüöåâûõ äèà-
ãðàìì ñ íåñîêðàòèìûìè ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè. Ñíÿòèå òðåáîâàíèÿ íåñîêðàòèìîñòè ãðàíè÷-
íûõìåòîê çíà÷èòåëüíîóñëîæíÿåò ñòðóêòóðó êîëüöåâûõäèàãðàìì. Ýòî âèäíîèç ïðèâîäèìûõ
íèæå îïðåäåëåíèé è ëåìì.
Îïðåäåëåíèå 1. Îáëàñòü D ⊂ M íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ìíîæåñòâî ∂D ∩ ∂M ñâÿçíî

è ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ÷àñòüþ ãðàíèöû îáëàñòè D.
Îïðåäåëåíèå 2. Ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ êàðòà M ñ ãðàíèöåé ∂M = σ ∪ τ íàçûâàåòñÿ

ïðîñòûì äèñêîì, åñëè σ ∩ τ = {A, B}| äâå âåðøèíû, è âñå îáëàñòè âM ïðîñòûå.
Îïðåäåëåíèå 3. Ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ïîäêàðòàM1 êàðòûM íàçûâàåòñÿ îñòðîâîì âM ,

åñëè M = M1 ∪ M2 ∪ p, ãäå p | ïðîñòîé ïîäïóòü â ∂M , âîçìîæíî, íóëåâîé äëèíû, íå
èìåþùèé ðåáåð â ãðàíè÷íûõ öèêëàõ îáëàñòåé êàðòM1 èM2 è èìåþùèé ïî îäíîé âåðøèíå
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â öèêëàõ ∂M1 è â ∂M2, |M1| > 0, |M2| > 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òîM1 | îñòðîâ íà ó÷àñòêå s

ãðàíèöû êàðòûM , åñëè ãðàíè÷íûé öèêë ∂M1 ÿâëÿåòñÿ ïîäïóòåì â s.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ïîäêàðòàM1 êàðòûM íàçûâàåòñÿ ïîëóîñòðîâîì â
M , åñëè ñóùåñòâóåò îáëàñòüD0 ⊂ M : M = M0∪D0∪M1, |M1| > 0, |M2| > 0, ïðè÷åì êàðòà
M1 ∪M0 íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òîM1 | ïîëóîñòðîâ íà ó÷àñòêå s ãðàíèöû
êàðòûM , åñëè ãðàíè÷íûé öèêë ∂M1 ÿâëÿåòñÿ ïîäïóòåì â s.

Ëåììà 1 ([7]). ÏóñòüM |ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ èëè êîëüöåâàÿ êàðòà. Ïóñòü s|ïîäïóòü
â ãðàíè÷íîì öèêëå ∂M äëÿ îäíîñâÿçíîé êàðòûM èëè â îäíîì èç ãðàíè÷íûõ öèêëîâ σ, τ äëÿ
êîëüöåâîé êàðòûM ñ ãðàíèöåé ∂M = σ ∪ τ . Òîãäà åñëè â êàðòåM íåò ïîëîñ Π è äýíîâñêèõ
îáëàñòåé D, äëÿ êîòîðûõ ∂Π ∩ ∂M | ïîäïóòü â s è ∂D ∩ ∂M | ïîäïóòü â s, òî â M íåò
îñòðîâîâ è ïîëóîñòðîâîâ íà ó÷àñòêå ãðàíèöû s.

Òàê æå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ êîëüöåâîé äèàãðàììû, ìîæíî îïðåäåëèòü ãðàíè÷íûå
ñëîè Kσ, Kτ äëÿ ïðîñòîãî äèñêàM ñ ãðàíèöåé ∂M = σ ∪ τ .

Îïðåäåëåíèå 5. Ïàðó îáëàñòåé â ñëîå Kσ (Kτ ) äèàãðàììû M , èìåþùèõ âíóòðåííþþ
ñòåïåíü i, è èìåþùèõ îáùåå âíóòðåííåå ðåáðî, áóäåì íàçûâàòü i-ïàðîé. Ïðè ðàçëè÷íûõ i

è j i-ïàðó è j-ïàðó áóäåì íàçûâàòü ðàçíîèìåííûìè. Îáëàñòü âíóòðåííåé ñòåïåíè i áóäåì
íàçûâàòü i-îáëàñòüþ.

Ëåììà 2 ([7]). ÏóñòüM |ïðîñòîé äèñê. ÅñëèM |äèàãðàììà íàä (C(3)-T (6))-ãðóïïîé
è ãðàíè÷íûå ñëîè Kσ, Kτ íå ñîäåðæàò ïîëîñ è äýíîâñêèõ îáëàñòåé, òî âåðíû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

1) äëÿ êàæäîé èç âåðøèí A, B â M ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå îáëàñòè DA,
DB, òàêèå, ÷òî A ∈ ∂DA, B ∈ ∂DB;

2) i(DA) = i(DB) = 2;

3) ñëîè Kσ, Kτ ñîäåðæàò òîëüêî îáëàñòè âíóòðåííåé ñòåïåíè 2 è 3, ïðè÷åì, â êàæäîé èç
ïîääèàãðàìì Kσ \ (DB ∪ DA), Kτ \ (DB ∪ DA) îáëàñòåé ïåðâîãî òèïà íà äâå áîëüøå, ÷åì
âòîðîãî;

4) â ñëîÿõ Kσ, Kτ ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî 2-ïàðû è 3-ïàðû è íåò 2-òðîåê, 3-òðîåê, è
ò.ä., ïðè÷åì â êàæäîì èç ñëîåâ ÷èñëî 2-ïàð íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì 3-ïàð, à ðàçíîèìåííûå
ïàðû ÷åðåäóþòñÿ â êàæäîì èç ñëîåâ Kσ, Kτ ; òî æå âåðíî è äëÿ îáëàñòåé: â Kσ, Kτ ìîãóò
âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî 2- è 3-îáëàñòè.

Èç ëåììû 2 ïîëó÷àåì âûâîä î ñòðîåíèè ïðîñòîé êîëüöåâîé äèàãðàììû ñ R̄-, R-íåñîêðà-
òèìûìè ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè: îíà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïðîñòûõ äèñêîâ, ãðàíè÷íûå ñëîè
êîòîðûõ óñòðîåíû, êàê â ëåììå 2.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà î÷åíü âàæíà. Îíà ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ n-ñëîéíûõ äèàãðàìì ñ
R̄-, R-íåñîêðàòèìûìè ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè íà äâà êëàññà: ñîäåðæàùèå 2-ïàðû è 3-ïàðû
îáëàñòåé â ñâîèõ ãðàíè÷íûõ ñëîÿõ è íå ñîäåðæàùèå òàêèõ 2-ïàð. Íèæå áóäåò äîêàçàíà
ïåðèîäè÷íîñòü äèàãðàìì, ïðèíàäëåæàùèõ ïåðâîìó èç äâóõ êëàññîâ.
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Ëåììà 3. ÏóñòüM |êîëüöåâàÿ n-ñëîéíàÿ äèàãðàììà ïðè n > 1 ñ ãðàíèöåé ∂M = σ∪τ è
ãðàíè÷íûìè ñëîÿìèKσ,Kτ , íå ñîäåðæàùèìè ïîëîñ è äýíîâñêèõ îáëàñòåé (÷òî ýêâèâàëåíòíî
íåñîêðàòèìîñòè ãðàíè÷íûõ ìåòîâ). Òîãäà ëèáî â ãðàíè÷íûõ ñëîÿõ êàðòû M åñòü òîëüêî
îòäåëüíûå 2-îáëàñòè è 3-îáëàñòè, ïðè÷åì îíè ÷åðåäóþòñÿ ìåæäó ñîáîé, ëèáî â ãðàíè÷íûõ
ñëîÿõM åñòü 2- è 3-ïàðû, êîòîðûå ÷åðåäóþòñÿ ìåæäó ñîáîé, à ìåæäó íèìèìîãóò âñòðå÷àòüñÿ
îòäåëüíûå 2- è 3-îáëàñòè. Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå ñëîè íå ñîäåðæàò 2-òðîåê è 3-òðîåê, è ò.ä.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ êîëüöåâûõ äèà-
ãðàìì íàä (C(3)-T (6))-ãðóïïàìè [2]:

∗∑
M

(
5

2
− i(D)

)
≥ 0. (1)

Çäåñü ñèìâîë ∗ îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî íà ãðàíè÷íûå îáëà-
ñòè.
Ýòî íåðàâåíñòâî íå íàðóøàåòñÿ äëÿ äèàãðàììû, ãðàíè÷íûå ñëîè êîòîðîé ñîäåðæàò òîëüêî

2- è 3-îáëàñòè è ÷åðåäóþùèåñÿ 2- è 3-ïàðû, ò.å. èìåþò ñòðîåíèå, óêàçàííîå â äàííîé
ëåììå. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðè íàðóøåíèè óêàçàííîãî ñòðîåíèÿ äàííîå íåðàâåíñòâî íå
âûïîëíÿåòñÿ. Î÷åâèäíî, âåðíû ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ.

1. Âêëàä â ñóììó (1) âñåõ ÷åðåäóþùèõñÿ îòäåëüíûõ îáëàñòåé ñëîÿ Kσ, çàêëþ÷åííûõ
ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè 2-ïàðàìè, ðàâåí −0,5.
2. Âêëàä â ñóììó (1) âñåõ ÷åðåäóþùèõñÿ îòäåëüíûõ îáëàñòåé, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó ñî-

ñåäíèìè 3-ïàðàìè, ðàâåí 0,5.
3. Âêëàä â ñóììó (1) âñåõ ÷åðåäóþùèõñÿ îòäåëüíûõ îáëàñòåé, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó ñî-

ñåäíèìè 2-ïàðîé è 3-ïàðîé, ðàâåí íóëþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíè÷íûå ñëîè äèàãðàììû M ìîãóò ñîäåðæàòü òîëüêî îòäåëüíûå
2- è 3-îáëàñòè è 2- è 3-ïàðû. Åñëè â ñëîå Kσ ÷èñëî 2-ïàð ïðåâûøàåò ÷èñëî 3-ïàð, òî â Kσ

åñòü ïîëîñà, ÷òî çàïðåùåíî óñëîâèåì ëåììû. Åñëè ÷èñëî 2-ïàð ðàâíî ÷èñëó 3-ïàð, íî îíè
íå ÷åðåäóþòñÿ ìåæäó ñîáîé, òî â Kσ åñòü ïîëîñà.
Ïóñòü âKσ 3-ïàð íà îäíó áîëüøå, ÷åì 2-ïàð. Òîãäà âKσ åñòü äâå 3-ïàðû, ìåæäó êîòîðûìè

âKσ åñòü òîëüêî îòäåëüíûå 2- è 3-îáëàñòè. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî 2-ïàðû ÷åðåäóþòñÿ ñ 3-ïàðàìè,
÷òîáû íå îáðàçîâàëàñü ïîëîñà, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âêëàä ñëîÿ Kσ â ñóììó (1) ñ ó÷åòîì
óòâåðæäåíèé 1{3 è ó÷åòîì âêëàäà ëèøíåé 3-ïàðû, ðàâåí −0,5. Î÷åâèäíî, íåðàâåíñòâî (1)
íå âûïîëíÿåòñÿ è ïðè óñëîâèè, ÷òî êîëè÷åñòâî 3-ïàð ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâî 2-ïàð áîëåå,
÷åì íà îäíó.
Åñëè æå ñëîé Kσ ñîäåðæèò d-òðîéêè ïðè d ≥ 2 è îòäåëüíûå d-îáëàñòè ïðè d ≥ 3,

òî äëÿ êîìïåíñàöèè èõ îòðèöàòåëüíîãî âêëàäà â ñóììó (1) íåîáõîäèìî íàëè÷èå 2-ïàð, íå
ðàçäåëåííûõ 3-ïàðàìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Òàêèì îáðàçîì, íóëåâàÿ ñóììà (1)
ïðè ñóììèðîâàíèè ïî âñåì îáëàñòÿì ñëîÿKσ âîçìîæíà ëèøü ïðè âûïîëíåíèè äëÿ ýòîãî ñëîÿ
òðåáîâàíèÿ ëåììû. Òî æå óñëîâèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ ñëîÿ Kτ . Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî
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(1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êîëüöåâîé êàðòû M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
êàæäîãî èç ãðàíè÷íûõ ñëîåâ êàðòûM . À ïîñëåäíåå, êàê ìû âèäåëè, ïðèâîäèò ê óêàçàííîìó
â ëåììå ñòðîåíèþ ñëîåâ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòî÷íÿåò ïðèâåäåííóþ âûøå êëàññèôèêàöèþ êîëüöåâûõ äèàãðàìì ñ
íåñîêðàòèìûìè ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè: îêàçûâàåòñÿ, ìíîæåñòâî òàêèõ äèàãðàìì ñîäåðæèò
íà îäèí òèï äèàãðàìì ìåíüøå, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ äèàãðàììàìè íàä (C(3)-T (6))-ãðóïïàìè.
Ëåììà 4. Íå ñóùåñòâóåò êîëüöåâûõ (C-n)-ñëîéíûõ äèàãðàìì, ãðàíè÷íûå ìåòêè êîòîðûõ

R̄-, R-íåñîêðàòèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò (C-n)-ñëîéíàÿ äèàãðàììà M ñ
íåñîêðàòèìûìè ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè.

1. Ïî îïðåäåëåíèþ äèàãðàììà M ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì n-ñëîéíîé è ïðîñòîé êàðò
N è P : ∂N = σ ∪ σn, ∂P = σn ∪ τ, σ = σ0. Â äèàãðàììå N âñåãî n ñëîåâ: Kσ =

= Kσ0 , . . . , Kσn−1 .
Åñëè â äèàãðàììå P åñòü ïîëîñà, âñå ãðàíè÷íûå ðåáðà êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ â öèêëå σn,

òî ïîëîñà åñòü è â ñëîåKσn−1 êàðòû P ∪Kσn−1 è ò.ä., è â ñëîåKσ äèàãðàììûM åñòü ïîëîñà,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ äàííîé ëåììû. Çíà÷èò, ãðàíè÷íûå ñëîè äèñêîâûõ êîìïîíåíò
ïðîñòîé êàðòû P íå ñîäåðæàò ïîëîñ.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç íàëè÷èÿ äýíîâñêîé îáëàñòè â äèàãðàììå P âûòåêàåò åå

íàëè÷èå â ñëîåKσ äèàãðàììåM , ÷òî îïÿòü æå íåâîçìîæíî. Èòàê, äèàãðàììà P íå ñîäåðæèò
ïîëîñ è äýíîâñêèõ îáëàñòåé.
2. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó N . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ â åå Kσ-ñëîå íåò ïîëîñ è äýíîâñêèõ

îáëàñòåé. Ðàññìîòðèì ñëîé Kσn−1 . Ïðåäñòàâèì P â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïðîñòûõ äèñêîâûõ
êîìïîíåíò Pi, ñîåäèíåííûõ ïðîñòûìè ïóòÿìè pi, i = i, . . . , t, äëÿ íåêîòîðîãî t. Èç ñäåëàí-
íîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ñëîåKσn−1 íåò ïîëîñ è äýíîâñêèõ îáëàñòåé, äëÿ êîòîðûõ
ïåðåñå÷åíèå èõ ãðàíèö ñ öèêëîì σn−1 öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ïóòåé pi. Èç äîêà-
çàííûõ ñâîéñòâ äèàãðàììû P ñëåäóåò, ÷òî â ñëîå σn−1 íåò ïîëîñ è äýíîâñêèõ îáëàñòåé, äëÿ
êîòîðûõ ïåðåñå÷åíèå èõ ãðàíèö ñ öèêëîì σn−1 öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â ãðàíè÷íîì öèêëå îäíîé
èç äèñêîâûõ êîìïîíåíò Pi.
Ïðåäñòàâèì öèêë σn−1 â âèäå σn−1 = p1s1p2s2 . . . ptst, ãäå si = ∂Pi ∩ σn−1, i = 1, . . . , t.

Ïðè ýòîì Ai = pi ∩ si, Bi = si ∩ pi+1 | ïàðà âåðøèí, îáùèõ äëÿ äâóõ ó÷àñòêîâ ãðàíèöû
äèñêîâîé êàðòû Pi. ÏóñòüDAi

,DBi
|îáëàñòè âíóòðåííåé ñòåïåíè 2 â êîìïîíåíòå Pi (ëåììà

2). Ðàññìîòðèì ðåáðî ∂DAi
∩ si ñ âåðøèíàìè Ai, Ci. Â äèàãðàììå M âåðøèíà Ci äîëæíà

èìåòü ñòåïåíü íå ìåíåå 6, ïðè÷åì òîëüêî 3 ðåáðà, èíöèäåíòíûå ýòîé âåðøèíå, ñîäåðæàòñÿ
â Pi. Çíà÷èò, äðóãèå 3 ðåáðà îïðåäåëÿþò â ïîäêàðòå Pi ∪Kσn−1 2-ïàðó èç îáëàñòåé ñ îáùåé
âåðøèíîé Ci.
Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî áëèæàéøåé ê âåðøèíå Ci â ïîääèàãðàììå Pi ∪Kσn−1 âäîëü ïóòè

si ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà Ei ñ òðåìÿ, íî íå ñ ïÿòüþ èíöèäåíòíûìè åé ðåáðàìè, ñîäåðæàùèìèñÿ
â Pi. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ëåììå 2 2-ïàðû è 3-ïàðû ÷åðåäóþòñÿ â ãðàíè÷íîì ñëîå êàðòû Pi,
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ïðè÷åì, áëèæàéøåé ê îáëàñòèDAi
ÿâëÿåòñÿ 2-ïàðà. Îíà è îïðåäåëÿåò âåðøèíóEi. Âåðøèíå

Ei â ñëîåKσn−1 ïîääèàãðàììûPi∪Kσn−1 ñîîòâåòñòâóåò 2-ïàðà îáëàñòåé. Âìåñòå ñ óêàçàííîé
âûøå 2-ïàðîé ïðè âåðøèíå Ci îíè îïðåäåëÿþò ïîëîñó â Pi ∪Kσn−1 . Òåïåðü íå ñîñòàâëÿåò
òðóäà ïîêàçàòü, ÷òî ïîëîñà åñòü è âKσ-ñëîå êàðòûM , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó â íà÷àëå
äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæåíèþ. Òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà.

2. Êîëüöåâûå äèàãðàììû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ìåòêàìè

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü M | k-ñëîéíàÿ êîëüöåâàÿ äèàãðàììà íàä ãðóïïîé G = (X; R)

ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìåòêîé ãðàíè÷íîãî öèêëà ϕ(σ) ≡ wn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàíè÷íûé
ñëîé Kσ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ ãðàíè÷íîé ìåòêè ñ
îñíîâàíèåì w, åñëè îí ñîñòîèò èç nm îáëàñòåé D1, . . . , Dnm, ãðàíè÷íûå ìåòêè êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

ϕ(∂D1) ≡ ϕ(∂Dm+1) ≡ ϕ(∂D2m+1) ≡ . . . ≡ ϕ(∂D(n−1)m+1);

ϕ(∂D2) ≡ ϕ(∂Dm+2) ≡ ϕ(∂D2m+2) ≡ . . . ≡ ϕ(∂D(n−1)m+2);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕ(∂Dm) ≡ ϕ(∂D2m) ≡ ϕ(∂D3m) ≡ . . . ≡ ϕ(∂Dnm),

è âåñü ñëîé Kσ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì n îäíîñâÿçíûõ ïîääèàãðàìì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ êîïèåé îäíîñâÿçíîé ïîääèàãðàììû, ñîñòîÿùåé èç îáëàñòåé D1, . . . , Dm.
Î÷åâèäíî, ìåòêà âíóòðåííåãî ãðàíè÷íîãî öèêëà ϕ(σ1) êîëüöåâîé äèàãðàììû Kσ òîæå

ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ íåêîòîðîãî ñëîâà w1: ϕ(σ1) ≡ w−n
1 . Çäåñü ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ðàâåí

−n, ïîñêîëüêó âíóòðåííÿÿ ãðàíèöà êîëüöà âñåãäà èìååò îðèåíòàöèþ, ïðîòèâîïîëîæíóþ
âíåøíåé.
Ëåììà5. Åñëè äèàãðàììàM ñ ãðàíèöåé ∂M = σ∪τ íàä (C(3)-T (6))-ãðóïïîéG = (X; R)

ÿâëÿåòñÿ k-ñëîéíîé, ãðàíè÷íûå ìåòêè ϕ(σ) ≡ w−2n, ϕ(τ) ≡ v2m ÿâëÿþòñÿ R̄-, R-íåñîêðàòè-
ìûìè, è ãðàíè÷íûé ñëîéKσ ñîäåðæèò 2-ïàðû îáëàñòåé, òî âñå ñëîè äèàãðàììûM ÿâëÿþòñÿ
ïåðèîäè÷åñêèìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ ãðàíè÷íîé ìåòêè ϕ(σ) ñ îñíîâàíèåì w2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðî÷òåíèè ãðàíè÷íîé ìåòêè ϕ(σ−1) ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå ïîëó÷àåì ñëîâîw2n. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòè â ñëîåKσ çàíóìåðîâàíû ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå.
Ëåììà 3 ãàðàíòèðóåò íàëè÷èå â ñëîåKσ íå òîëüêî 2-ïàð, íî è 3-ïàð, à òàêæå èõ ÷åðåäîâà-

íèå. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòè D1, D2 îáðàçóþò 2-ïàðó,
ò.å. i(D1) = i(D2) = 2, è ∂D1 ∩ ∂D2 = e2

1 | îáùåå íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî ãðàíè÷íûõ
öèêëîâ ýòèõ îáëàñòåé. Ïóñòü A2

1 = e2
1 ∩ σ | ãðàíè÷íàÿ âåðøèíà ýòîãî ðåáðà. Íà÷àëü-

íóþ è êîíå÷íóþ âåðøèíû ïóòè σ ∩ (∂D1 ∪ ∂D2) îáîçíà÷èì ÷åðåç A1
1, A2

2, îðèåíòèðóÿ ïóòü
ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòàöèè ãðàíè÷íîãî öèêëà σ.
Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåòêà ϕ(σ) ãðàíè÷íîãî ïóòè äèàãðàììû M ñ

íà÷àëîì è êîíöîì â âåðøèíå A1
1 ãðàôè÷åñêè ðàâíà w−2n.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç B2
1 êîíöåâóþ âåðøèíó ïîäïóòè â σ−1, íà÷èíàþùåãîñÿ â âåðøèíå A2

1

è èìåþùåãî ãðàíè÷íóþ ìåòêó w∗, ãäå ñèìâîë ∗ îçíà÷àåò öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó ñëîâà.
Àíàëîãè÷íî ÷åðåç B1

1 , B2
2 îáîçíà÷èì êîíöåâûå âåðøèíû ïóòåé, íà÷èíàþùèõñÿ â âåðøèíàõ

A1
1, A

2
2 ñîîòâåòñòâåííî, è èìåþùèõ ãðàíè÷íûå ìåòêè| öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè ñëîâà w.

Ðàññìîòðèì êîëüöåâóþ äèàãðàììó M1, ïîëó÷åííóþ ñêëåéêîé äèàãðàììû M ñ êîïèåé
îäíîñâÿçíîé äèàãðàììû èç îáëàñòåé D1, D2 ïî ïóòè B1

1B
2
2 . Âûáîð âåðøèí Bj

i ãàðàíòèðóåò
âîçìîæíîñòü òàêîé ñêëåéêè. Êîïèè îáëàñòåé D1, D2 îáîçíà÷èì ÷åðåç D′

1, D′
2.

Åñëè âåðøèíàB2
1 ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå òîëüêî îäíîé îáëàñòèDs ⊂ Kσ, òî, ðàññìàòðèâàÿ

äèàãðàììó èç òðåõ îáëàñòåé Ds, D′
1, D′

2, ëèáî ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèåì T (6)

(òåîðåìà 1): d(B2
1) < 6, ëèáî îäíà èç ïàð îáëàñòåé (Ds, D

′
1), (Ds, D

′
2) ÿâëÿåòñÿ ñîêðàòèìîé,

÷òî ïðèâîäèò ê íàëè÷èþ ñâîáîäíîãî ñîêðàùåíèÿ â îäíîì èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
ϕ(∂D′

i), i = 1, 2, ÷òî òîæå íåâîçìîæíî.
Çíà÷èò, âåðøèíà B2

1 ÿâëÿåòñÿ îáùåé íå ìåíåå, ÷åì äëÿ äâóõ îáëàñòåé Ds, Ds+1 äèà-
ãðàììûM .
Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà òàêèõ îáëàñòåé ðîâíî äâå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îíè îáðàçóþò 2-ïàðó

â ñëîå Kσ. Ïðè ýòîì â äèàãðàììåM1 d(B2
1) = 4, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 1 è ìîæåò áûòü

îáúÿñíåíî ëèøü íàëè÷èåì ñîêðàòèìûõ ïàð ñðåäè îáëàñòåé D′
1, D′

2, Ds, Ds+1. Èç íåñîêðà-
òèìîñòè ãðàíè÷íûõ ìåòîê äèàãðàììûM ñëåäóåò, ÷òî òàêîâûìè ìîãóò áûòü òîëüêî (D′

1, Ds)

è (D′
2, Ds+1). Òåïåðü ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñîâïàäåíèè ãðàíè÷íûõ ìåòîê ϕ(∂D′

2) ≡ ϕ(∂Ds+1) è
ϕ(∂D′

1) ≡ ϕ(∂Ds) è ðàâåíñòâå ìíîæåñòâ ∂D1 ∩ σ = ∂Ds ∩ σ è ∂D2 ∩ σ = ∂Ds+1 ∩ σ.
Òåïåðü, îïèðàÿñü íà òåîðåìó 1, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ϕ(∂D3) ≡ ϕ(∂Ds+2) è òàê

äàëåå äëÿ âñåõ îáëàñòåé ñëîÿKσ. Òàêèì îáðàçîì,Kσ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ ãðàíè÷íîé ìåòêè ϕ(σ) ñ îñíîâàíèåì w.
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà âåðøèíà B2

1 ÿâëÿåòñÿ îáùåé ðîâíî äëÿ òðåõ îáëàñòåé
Ds−1, Ds, Ds+1 äèàãðàììû M . Òîãäà â ïîääèàãðàììå èç îáëàñòåé D′

1, D′
2, Ds−1, Ds, Ds+1

ñòåïåíü âåðøèíûB2
1 ðàâíà 5: d(B2

1) = 5, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 1. Îòñþäà ñëåäóåò íàëè-
÷èå ñîêðàòèìûõ ïàð îáëàñòåé è, êàê ñëåäñòâèå, íàëè÷èå ñâîáîäíîãî ñîêðàùåíèÿ â ãðàíè÷íîé
ìåòêå îäíîé èç ýòèõ îáëàñòåé. Èòàê, âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.
Îñòàåòñÿ ïîñëåäíèé òðåòèé ñëó÷àé, êîãäà âåðøèíàB2

1 ÿâëÿåòñÿ îáùåé ðîâíî äëÿ ÷åòûðåõ
îáëàñòåéDs−1,Ds,Ds+1,Ds+2 äèàãðàììûM . Äåéñòâèòåëüíî, èç òåîðåìû î ñòðîåíèè ñëîåâ
êîëüöåâîé k-ñëîéíîé äèàãðàììû ñ R̄-, R-íåñîêðàòèìûìè ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè ñëåäóåò, ÷òî
ñëîéKσ íå ñîäåðæèò 3-òðîåê îáëàñòåé. Çíà÷èò, ñðåäè îáëàñòåéDs−1,Ds,Ds+1,Ds+2 îáëàñòè
Ds−1, Ds+2 èìåþò ïî äâà âíóòðåííèõ ðåáðà â äèàãðàììå M , à îáëàñòè Ds, Ds+1 îáðàçóþò
3-ïàðó.
Â ýòîé ñèòóàöèè íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì,÷òî ñëîé Kσ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ ãðàíè÷íîé ìåòêè ϕ(σ) ñ ïåðèîäîì w−2, è âñå îñòàëüíûå ñëîè
äèàãðàììû M îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì. Ïðè ýòîì âñå ñëîè ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî
îáëàñòåé, à èìåííî, 2nd ïðè íåêîòîðîì öåëîì d. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ d îáëàñòåé
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Dl, Dl+1, . . . , Dl+d â ñëîå Kσ ìåòêà ãðàíè÷íîãî ïóòè îáðàçîâàííîé èìè ïîääèàãðàììû ñî-
âïàäàåò ñ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ñëîâà w2: ϕ(σ ∩ (∂Dl ∪ ∂Dl+1, . . . , ∂Dl+d)) ≡ (w∗)2.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêàÿ ñòðóêòóðà ñëîåâ ïîçâîëÿåò âûðåçàòü áîëüøóþ ÷àñòü äèàãðàììû M , óäàëèâ èç
êàæäîãî ñëîÿ Kσ, Kσ1 , . . . , Kσk−1

ïî 2(n − 1)d îáëàñòåé è çàìêíóâ îñòàâøèåñÿ 2d îáëàñòåé
â êîëüöî, ÷òî âîçìîæíî áëàãîäàðÿ ïåðèîäè÷íîñòè ñëîåâ. Èç k òàêèõ êîëüöåâûõ ñëîåâ,
ñîäåðæàùèõ ïî 2d îáëàñòåé ñêëåèâàåòñÿ êîëüöåâàÿ k-ñëîéíàÿ äèàãðàììàM2d.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ íà âíóòðåííåé ãðàíèöå êîëüöåâîé äèàãðàììû. Åñëè ñëîâà

wn, vm ñîïðÿæåíû â ãðóïïåG è R̄-,R-íåñîêðàòèìû, òîw2n è v2m òîæå ñîïðÿæåíû è íåñîêðà-
òèìû. Åñëè ñóùåñòâóåò êîëüöåâàÿ k-ñëîéíàÿ äèàãðàììà M ñîïðÿæåííîñòè ñ ãðàíè÷íûìè
ìåòêàìè ϕ(σ) ≡ w2n, ϕ(τ) ≡ v−2m, òî ê íåé ïðèìåíèìà ëåììà 5. Íî ïðèìåíÿòü åå ìîæíî
êàê íà âíóòðåííåé ãðàíèöå, òàê è íà âíåøíåé.
Âíóòðåííèé ãðàíè÷íûé ñëîé îáîçíà÷èì Kτ , à âñå ïîñëåäóþùèå ïðè äâèæåíèè âãëóáü

äèàãðàììû îò ãðàíèöû τ ê ãðàíèöå σ îáîçíà÷èìKτ1 , . . . ,Kτk−1
. Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 5, âñå

ýòè ñëîè, ÿâëÿÿñü â òî æå âðåìÿ è ñëîÿìè Kσi
ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ i, ÿâëÿþòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïåðèîäîì, ñîîòâåòñòâóþùèì w2. Íî îíè æå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðèîäîì v2.
Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ñâîáîäíûõ ãðóïï, åñëè ñëîâà wn è vm ãðàôè÷åñêè ðàâíû, òî

ñóùåñòâóåò ñëîâî u: w ≡ ut, v ≡ us. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è î ñëîÿõ êîëüöåâîé
k-ñëîéíîé äèàãðàììûM ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ìåòêàìè: ïîñêîëüêó â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 5
âñå ñëîèKσi

ñîäåðæàò 2nd îáëàñòåé, à âñå ñëîèKτj
ñîäåðæàò 2mb îáëàñòåé, è ïðè ýòîì ðå÷ü

èäåò îá îäíèõ è òåõ æå ñëîÿõ, òî ïîâòîðÿþùàÿñÿ ÷àñòü ÷àñòü âñåõ ñëîåâ ñîäåðæèò c îáëàñòåé,
ãäå 2d = ct, 2b = cs. Òîãäà ñóùåñòâóþò ñëîâà uw, uv, äëÿ êîòîðûõ w2 ≡ ut

w, v2 ≡ us
v, è

ãðàíè÷íûå ìåòêè äèàãðàììû M èìåþò âèä: ϕ(σ) ≡ unt
w , ϕ(τ) ≡ u−ms

v , nt = ms, à âñå ñëîè
äèàãðàììûM ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðèîäîì uv, èëè, ÷òî îçíà÷àåò â
ñòðîåíèè ñëîåâ òî æå ñàìîå, ñ ïåðèîäîì uw.
Òàêèì îáðàçîì, èç ñòðîåíèÿ ñëîåâ äèàãðàììûM ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: ñîïðÿæåííûìè

â ãðóïïå G ÿâëÿþòñÿ ñëîâà w2(s,t)/t è v−2(s,t)/s, ãäå (s, t)| íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë
s, t. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü îöåíêó ñâåðõó äëÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé ñîïðÿæåííûõ
ñëîâ: î÷åâèäíî, s, t ≤ max(|w2|, |v2|) ⇒ (s, t) ≤ st ≤ (max(|w2|, |v2|))2, ïîýòîìó ïîêàçàòåëè
îãðàíè÷åíû ÷èñëîì C = 2(max(|w2|, |v2|))2.
Èòàê, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 4. Åñëè äèàãðàììà M ñ ãðàíèöåé ∂M = σ ∪ τ íàä (C(3)-T (6))-ãðóïïîé

G = (X; R) ÿâëÿåòñÿ k-ñëîéíîé, ãðàíè÷íûå ìåòêè ϕ(σ) ≡ w−2n, ϕ(τ) ≡ v2m ÿâëÿþòñÿ
R̄-, R-íåñîêðàòèìûìè è ãðàíè÷íûé ñëîé Kσ ñîäåðæèò 2-ïàðû îáëàñòåé, òî ñóùåñòâóþò öå-
ëûå ÷èñëà a, b ≤ C = 2(max(|w2|, |v2|))2, äëÿ êîòîðûõ wa ∼ vb â ãðóïïå G, è ïðîâåðêà
ñîïðÿæåííîñòè ñòåïåíåé ñëîâ w, v ñâîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó ÷èñëó ïðèìåíåíèé àëãîðèòìà [2],
ïðîâåðÿþùåãî ñîïðÿæåííîñòü â (C(3)-T (6))-ãðóïïàõ.
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3. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäîâàí îäèí èç òðåõ òèïîâ êîëüöåâûõ äèàãðàìì ñ öèêëè÷åñêè R̄-,
R-íåñîêðàòèìûìè ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè. Èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà òàêèõ äèàãðàìì è äîêàçàíà
òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ ðåøàòü â äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðîáëåìó ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè
â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ãðóïï.
Çà ðàìêàìè äàííîé ðàáîòû îñòàëèñü äâà òèïà êîëüöåâûõ äèàãðàìì ñ íåñîêðàòèìûìè

ìåòêàìè: ïðîñòûå äèàãðàììû è k-ñëîéíûå, â ñëîÿõ êîòîðûõ îáëàñòè ñ äâóìÿ è òðåìÿ âíó-
òðåííèìè ðåáðàìè ñòðîãî ÷åðåäóþòñÿ. Íà äàííîì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
âåðõíþþ îöåíêó äëèí ãðàíè÷íûõ ìåòîê â òàêèõ äèàãðàììàõ. Ïîýòîìó ïðîáëåìà ñòåïåííîé
ñîïðÿæåííîñòè â êëàññå (C(3)-T (6))-ãðóïï îñòàåòñÿ îòêðûòîé.
Äëÿ äèàãðàìì ðàññìîòðåííîãî çäåñü òèïà ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå èíòåðåñíîå ñâîé-

ñòâî: èç ïåðèîäè÷íîñòè ñëîåâ òàêîé äèàãðàììû, ò.å. èç ïîâòîðåíèÿ îáëàñòåé âäîëü ñëîÿ, ñëå-
äóåò è ïåðèîäè÷íîñòü âñåé äèàãðàììû: ñëîèKσ,Kσ1 , . . . ,Kσk−1

ïîâòîðÿþòñÿ ïðè äâèæåíèè
âãëóáü äèàãðàììû. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàçíûõ ñëîåâ â äèàãðàììå
ñîïðÿæåííîñòè ñëîâ w2n, v2m è îíè ìîãóò ñëåäîâàòü äðóã çà äðóãîì â äèàãðàììåM òîëüêî â
åäèíñòâåííîì ïîðÿäêå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íå òîëüêî îãðàíè÷èâàòü äèàãðàììó ïî äëèíå
ñëîåâ, íî è ïî èõ ÷èñëó, ò.å. òàêèå äèàãðàììû ìîæíî ñ÷èòàòü íå òîëüêî <êîðîòêèìè>, íî è
<òîíêèìè>, à çíà÷èò, èìåþùèìè îãðàíè÷åííóþ ïëîùàäü. Âñå îöåíêè îïðåäåëÿþòñÿ äëè-
íàìè ñëîâ w, v è äëèíàìè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â ãðóïïå G = (X; R). Óêàçàííîå
ñâîéñòâî êîëüöåâûõ äèàãðàìì íå ñïîñîáñòâóåò ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü ïðîáëåìû
ñòåïåííîé ñîïðÿæåííîñòè. Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííîãî ñâîéñòâà îïóñêàåì.
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In this paper we investigate the structure of ring diagrams with periodic labels in groups with
small cancellation conditions C(3)-T (6). These diagrams are used to solve the power conjugacy
search problem in a cyclic subgroup and the problem of power conjugation. In groups of this class
the first problem is positively solved. The second is formulated as follows.
To ascertain whether there are m, n, integers for which the degrees of v, w words with m, n

exponents, respectively, are conjugated in the group G = (X; R). To solve this problem in the
group with small cancellation conditions C(3)-T (6) it is sufficient to obtain upper bounds for the
lengths of the boundary labels of the ring diagram. Therein lies this work.
Previously, it was proved that for any w word we can take a so-called normal form | word

with the following property: each degree of normal form is R-irreducible. Studying of the ring
diagramswith irreducible periodic labels manages to break a set of these diagrams into three classes.
Working with one of these classes and using the periodicity of the boundary labels of diagram, it
is possible to prove the periodicity of the layers of this diagram, and further limit the length of the
boundary labels.
Thus, it turns out that to solve the power conjugacy problem is enough to use the finite known

in advance number of checks for the conjugation of the certain degrees of v, w words. In the
considered class of groups this problem is solved long ago.
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