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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà îáðàçîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà ïîäãîòîâêè ìàãèñòðîâ íà àíãëèé-
ñêîì ÿçûêå, ðåàëèçóåìàÿ êàôåäðîé "Ìàòåìàòè÷åñêîåìîäåëèðîâàíèå" ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà.
Îñíîâíîå âíèìàíèå â ñîäåðæàíèè ïðîãðàììû óäåëÿåòñÿ íåëèíåéíûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷
àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðåäëîæåíà ìîäóëüíàÿ ñòðóêòóðà îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàììû,
âêëþ÷àþùàÿ êàê òåîðåòè÷åñêèå, òàê è ïðèêëàäíûå êóðñû â îáëàñòè óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè
äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Ïðèâåäåíû ó÷åáíûå ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëå-
íèÿ. Âîçìîæíîé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå îáðàçîâàòåëüíûõ
ïðîãðàìì ïîäãîòîâêè ìàãèñòðîâ ïî íàïðàâëåíèÿì, ñâÿçàííûì ñ àâòîìàòè÷åñêèì óïðàâëåíèåì
òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, íàïðèìåð, áåñïèëîòíûìè ëåòàòåëüíûìè àïïàðàòàìè è ìîáèëüíûìè
ðîáîòàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàçîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà; ïîäãîòîâêà ìàãèñòðîâ; íåëèíåéíûå äèíàìè÷å-
ñêèå ñèñòåìû; óïðàâëåíèå

Ââåäåíèå

Íà÷èíàÿ ñ 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëå-
íèÿ íåëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè [1]. Èíòåðåñ ê àíàëèçó íåëèíåéíûõ ìîäåëåé
òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñâÿçàí ïðåæäå âñåãî ñ âîçìîæíîñòüþ ïîëó÷àòü íåëîêàëüíûå ðåçóëü-
òàòû è îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ [2, 3, 4, 5, 6].
Ðåçóëüòàòû òåîðèè óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè óæå íàøëè ïðèìåíåíèå ïðè ñèí-

òåçå çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ðåàëüíûìè ñèñòåìàìè. Îäíàêî îñâîåíèå ýòîé òåîðèè ñóùåñòâåííî
òîðìîçèòñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêèìè òðåáîâàíèÿìè ê ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêå ñëóøàòåëåé,
ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äàëåêî âûõîäèò çà ðàìêè ëèíåéíîé àëãå-
áðû è òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íà êîòîðîé áàçèðóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì [7].
Ðàññìàòðèâàåìàÿ îáðàçîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà ìàãèñòðàòóðû ïî íàïðàâëåíèþ ïîäãîòîâêè
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êàôåäðå <Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå>, åå ðåàëèçàöèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ íà àíãëèéñêîì
ÿçûêå.
Ýòà ïðîãðàììà èñïîëüçóåò ìíîãîëåòíèé îïûò ïîäãîòîâêè ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòèêîâ (ñïå-

öèàëèòåò) ïî íàïðàâëåíèþ <Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ òåõíè÷å-
ñêèìè ñèñòåìàìè>, à òàêæå âî ìíîãîì ïåðåñåêàåòñÿ ñ ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììîé ïîäãîòîâêè
ìàãèñòðîâ <Íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ> ïî íàïðàâëåíèþ
01.04.04 <Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà>.
Îòìåòèì, ÷òîÌÃÒÓèì.Í.Ý. Áàóìàíà èìååò ïðàâî ðàçðàáàòûâàòü ñîáñòâåííûå ñòàíäàðòû

ïîäãîòîâêè ìàãèñòðîâ íà îñíîâå ôåäåðàëüíûõ ãîñóäàðñòâåííûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ñòàíäàð-
òîâ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ëó÷øå ó÷èòûâàòü ñîâðåìåííûå òåíäåíöèè â îáðàçîâàíèè.
Â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè äàííîé ïðîãðàììû ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ñïåöèàëèçàöèè íà

òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè
ñèñòåìàìè, à òàêæå ñïåöèàëèçàöèè íà ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷, âêëþ÷àÿ ðàçðàáîòêó ìå-
òîäîâ è àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûìè ðîáîòàìè, ëåòàòåëüíûìè è êîñìè÷åñêèìè àï-
ïàðàòàìè íà îñíîâå íåëèíåéíûõ ìîäåëåé.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â ðàçä. 1 ïðåäëàãàåòñÿ ìîäóëüíàÿ ñòðóêòóðà ìàãèñòåðñêîé ïðîãðàììû

ïîäãîòîâêè â îáëàñòè óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Â ðàçä. 2 ïðè-
âåäåíû ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ïðåäëàãàåìûå ïîä-
õîäû.

1. Ñòðóêòóðà îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàììû

Ïðåäëàãàåìàÿ ïðîãðàììà ïîäãîòîâêè ìàãèñòðîâ âêëþ÷àåò óãëóáëåííîå èçó÷åíèå ñîâðå-
ìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è íà-
ïðàâëåíà íà ôîðìèðîâàíèå ãëóáîêèõ òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé â óêàçàííîé îáëàñòè è óñòîé÷è-
âûõ íàâûêîâ ïî ïðèìåíåíèþ ñîâðåìåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ðàçëè÷íûìè òåõíè÷åñêèìè îáúåêòàìè.
Áîëüøîå âíèìàíèå òàêæå óäåëÿåòñÿ îñâîåíèþ êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî èí-
ñòðóìåíòà èñïîëüçóåòñÿ ïàêåòMATLAB/Simulink, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëü-
íûì ñðåäñòâîì, ïðåäîñòàâëÿþùèì âîçìîæíîñòè ïî ñîçäàíèþ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ìîäåëè-
ðóþùèõ êîìïëåêñîâ ñ ðàçâèòûìè äèàëîãîâûìè ïðîöåäóðàìè, à òàêæå ñðåäñòâàìè îòîáðàæå-
íèÿ è âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ.
Îñíîâíûìè îñîáåííîñòÿìè îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ:

{ âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêå ñëóøàòåëåé;
{ èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå áàçîâîé ëèòåðàòóðû ó÷åáíèêîâ è ìîíîãðàôèé, èçäàííûõ íà

àíãëèéñêîì ÿçûêå;
{ øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå íàó÷íûõ ñòàòåé, îïóáëèêîâàííûõ â âåäóùèõ ìèðîâûõ íàó÷íûõ

æóðíàëàõ, â êà÷åñòâå ìàòåðèàëîâ äëÿ êóðñîâûõ ðàáîò è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé íàó÷íîé ðàáîòû.
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Îòìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìî òàêæå íàëè÷èå ëèöåíçèé íà ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, èñ-
ïîëüçóåìîå â ó÷åáíîì ïðîöåññå.
Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðîãðàììû, êàñàþùàÿñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ íå-

ëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ðàçáèòà íà ìîäóëè. Îáùàÿ ñòðóêòóðà ïðîãðàììû
ïîäãîòîâêè ìàãèñòðîâ, îòðàæàþùàÿ âçàèìîñâÿçü ìîäóëåé, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Ìîäóëüíàÿ ñòðóêòóðà ìàãèñòåðñêîé îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàììû

Ìîäóëü 1. Äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîãî àíàëèçà è ñèíòåçà
[2, 4, 8, 9].
Ñîâðåìåííûå ìåòîäû àíàëèçà íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ óïðàâëåíèåì áàçè-

ðóþòñÿ íà äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîì ïîäõîäå. Ýòî ïîäõîä ïîçâîëÿåò íàéòè òàêèå
çàìåíû ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, ïðè êîòîðûõ â íîâûõ ïåðåìåííûõ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
èìååò ñïåöèàëüíûé âèä. Ñïåöèàëüíûå âèäû ñèñòåì âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû äëÿ íèõ ðå-
øåíèå çàäà÷è ñèíòåçà ïðîãðàììíîãî è ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèé áûëî èçâåñòíî. Ïðè
èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ìîæíî âêëþ÷àòü â ðàññìîòðåíèå â êà÷åñòâå íîâûõ ïå-
ðåìåííûõ óïðàâëåíèÿ è íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäíûõ îò óïðàâëåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðîáëåìà ïîèñêà çàìåíû ïåðåìåííûõ ðåøàåòñÿ â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.
Äàííûé ìîäóëü âêëþ÷àåò äâà áàçîâûõ ðàçäåëà:

{ ïðåîáðàçîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì çàìåíû ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ
è ëèíåàðèçàöèÿ ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî ñîñòîÿíèþ;
{ äèôôåðåíöèàëüíî ïëîñêèå ñèñòåìû è ëèíåàðèçàöèÿ äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî

ñîñòîÿíèþ.

Ìîäóëü 2. Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè è ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà [5, 10].
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Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðàçäåëîì òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Îäíàêî, â
ïîñëåäíèå ãîäû çäåñü ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû è ðàçâèòû íîâûå òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæå-
íèÿ, êàñàþùèåñÿ óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì ê âîçìóùåíèÿì âõîäíûõ âîçäåéñòâèé.
Ââåäåíî ïîíÿòèå ôóíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì ñ óïðàâëåíèåì è ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ
ïî ñèíòåçó ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé.
Äàííûé ìîäóëü âêëþ÷àåò ÷åòûðå áàçîâûõ ðàçäåëà:

{ îñíîâû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó;
{ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà;
{ óñòîé÷èâîñòü ê âîçìóùåíèÿì âõîäà;
{ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñèñòåì ñ óïðàâëåíèåì è èõ èñïîëüçîâàíèå â çàäà÷àõ ñòàáèëèçàöèè.

Ìîäóëü 3. Äèññèïàòèâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû [3, 5, 11, 12].
Ïðè ñèíòåçå ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îäíèì èç âàæíûõ

ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ ïàññèâíîñòü ñèñòåìû. Áîëüøèíñòâî ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ðàññìîòðåííûå
ñ îïðåäåëåííûì âûõîäîì, ÿâëÿþòñÿ ïàññèâíûìè [11, 13]. Ïàññèâíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
÷àñòíûé ñëó÷àé ñâîéñòâà äèññèïàòèâíîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ìíîãèå êëþ÷åâûå äëÿ
àíàëèçà è ñèíòåçà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñâîéñòà, íàïðèìåð, ìèíèìàëüíî-ôàçîâîñòü, óñòîé÷è-
âîñòü ê âîçìóùåíèÿì âõîäà îïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâ äèññèïàöèè.
Ìàòåðèàë ìîäóëÿ ðàçäåëåí íà òðè áëîêà:

{ ïàññèâíîñòü è äèññèïàòèâíîñòü äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì;
{ ïàññèôèêàöèÿ îáðàòíîé ñâÿçüþ;
{ àíàëèç êàñêàäíûõ âçàèìîñâÿçåé ñèñòåì.

Ìîäóëü 4. Íåëèíåéíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ [2, 3, 4, 5, 6].
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì îä-

íèì èç êðèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîé ôàçîâîñòè. Äëÿ íåëèíåé-
íûõ ìèíèìàëüíî-ôàçîâûõ ñèñòåì ìåòîäû ñòàáèëèçàöèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ õîðîøî ðàçðà-
áîòàíû [4]. Äëÿ íåìèíèìàëüíî-ôàçîâûõ ñèñòåì òàêæå íàéäåíû ïîäõîäû, ïîçâîëÿþùèå äëÿ
òàêèõ ñèñòåì ðåøàòü çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè [14, 15].
Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé äëÿ íåëèíåéíûõ

ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îáõîäà èíòåãðàòîðà [6]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòîò ìåòîä øèðîêî ïðè-
ìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷. Èçâåñòíû òàêæå ïðèìåðû óñïåøíîãî ðåøåíèÿ
ïðèêëàäíûõ çàäà÷ óêàçàííûì ìåòîäîì.
Äëÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ óïðàâëåíèåì îäíèì èç äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûõ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òåðìèíàëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè îáðàòíûõ
çàäà÷ äèíàìèêè. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî íàéòè îòîáðàæåíèå <âõîä-
ñîñòîÿíèå>. Ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, òðåáóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü íåëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó ê ñïåöèàëüíîìó âèäó. Ýòî ìåòîä ïîêàçàë ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ
ëåòàòåëüíûìè àïïàðàòàìè è êîëåñíûìè ðîáîòàìè.
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Ìîäóëü ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ðàçäåëû:

{ ìåòîäû ñòàáèëèçàöèè ìèíèìàëüíî-ôàçîâûõ è íåìèíèìàëüíî-ôàçîâûõ íåëèíåéíûõ ñè-
ñòåì;
{ ìåòîä îáõîäà èíòåãðàòîðà;
{ ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ñèñòåìû ê êàíîíè÷åñêîìó èëè êâàçèêàíîíè÷åñêîìó âèäó;
{ ðåøåíèå òåðìèíàëüíûõ çàäà÷ ìåòîäîì îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè.

Ìîäóëü 5. Íåëèíåéíûå íàáëþäàòåëè è îáðàòíàÿ ñâÿçü ïî âûõîäó [5, 6, 16, 17, 18, 19].
Â òåîðèè íàáëþäàåìîñòè äëÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå äëÿ ñèñòåì

ñ óïðàâëåíèåì, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñôîðìèðîâàíà êîíöåïöèÿ íàáëþäàåìîñòè [16, 18, 19], à
òàêæå ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ñèíòåçà íàáëþäàòåëåé äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Ýòè
ìåòîäû áàçèðóþòñÿ íà äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîì ïîäõîäå, à òàêæå èñïîëüçóþò ìå-
òîäû ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ íåëèíåé-
íûõ ñèñòåì èçâåñòíû ðåçóëüòàòû, îáîñíîâûâàþùèå ïðèíöèï ðàçäåëåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ
è íàáëþäåíèÿ, à òàêæå ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ñèíòåçà ñòàáèëèçèðóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè ñ
èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè, ïîëó÷àåìîé íàáëþäàòåëåì.
Ìàòåðèàë ìîäóëÿ ðàçáèò íà øåñòü áëîêîâ:

{ íàáëþäàåìîñòü è äåòåêòèðóåìîñòü íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì;
{ äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, íàáëþäàòåëè ñ ëè-

íåéíîé äèíàìèêîé îøèáêè îöåíêè ñîñòîÿíèÿ;
{ íàáëþäàòåëè ñ âûñîêèìè êîýôôèöèåíòàìè óñèëåíèÿ;
{ íàáëþäàòåëè ñèñòåì ñ ñåêòîðíûìè ôóíêöèÿìè;
{ ïðèíöèï ðàçäåëåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ è íàáëþäåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì;
{ ìåòîä îáõîäà èíòåãðàòîðà â íàáëþäàòåëå.

Ìîäóëü 6. Íåëèíåéíîå àäàïòèâíîå è ðîáàñòíîå óïðàâëåíèå [3, 6, 20, 21].
Ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, êàê ïðàâèëî, ïðèõîäèòñÿ èñêàòü â

óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ íåîïðåäåëåííîñòåé â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìû. Îäíèì èç ýôôåê-
òèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïðè íàëè÷èè íåîïðåäåëåíííîñòåé è âîçìóùå-
íèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îáõîäà èíòåãðàòîðà. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñòàáèëèçèðóþùèå
óïðàâëåíèÿ â òîì ÷èñëå â ñëó÷àÿõ, êîãäà â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìû íåîïðåäåëåííî-
ñòè íå ìîãóò áûòü êîìïåíñèðîâàíû íàïðÿìóþ çà ñ÷åò âûáîðà óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé.
Ìîäóëü âêëþ÷àåò ÷åòûðå áëîêà:

{ àäàïòèâíûå è ðîáàñòíûå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà;
{ ìåòîä îáõîäà èíòåãðàòîðà ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèé;
{ àäàïòèâíûé ìåòîä îáõîäà èíòåãðàòîðà;
{ àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå ïî ýòàëîííîé ìîäåëè.
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2. Ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ çàäà÷

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè ñîäåðæèò ìîíîãðàôèÿ [13]. Ýòè ïðèìåðû àêòèâíî
èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ êóðñàõ, à òàêæå ïðè êóðñîâîì ïðîåêòèðîâàíèè. Îäíàêî, áîëü-
øèíñòâî ïðèìåðîâ ÿâëÿþòñÿ àêàäåìè÷åñêèìè.
Áîëåå ñîäåðæàòåëüíûìè ïðèìåðàìè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè óïðàâëåíèÿ íåëèíåé-

íûìè ñècòåìàìè ñëóæàò ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè è òåðìèíàëüíûõ çàäà÷ äëÿ
ëåòàòåëüíûõ è êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ [22].

Ìîäåëü äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè
ïîëåòà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà äîñòàòî÷íî óäîáíîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü:

V̇ = (nx − sinϑ)g, Ḣ = V sinϑ,

ϑ̇ =
(ny cos γ − cosϑ)g

V
, L̇ = V cosϑ cosψ,

ψ̇ = −nyg sin γ

V cosϑ
, Ż = −V cosϑ sinψ,

(1)

ãäå V { ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè; ϑ | óãîë íàêëîíà òðàåêòîðèè; ψ | óãîë êóðñà; H |
âûñîòà; L | äàëüíîñòü; Z | áîêîâîå îòêëîíåíèå; nx | ïðîäîëüíàÿ ïåðåãðóçêà; ny |
ïîïåðå÷íàÿ ïåðåãðóçêà; γ | óãîë êðåíà; g| óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Óðàâíåíèÿ (1)
ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàññà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ïîñòîÿííà è àòìîñôåðà Çåìëè
íåïîäâèæíà.
Â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ìîæíî ðàññìîòðåòü ïåðåãðóçêè nx, ny è óãîë êðåíà

γ. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ (1) çàäàþòíåëèíåéíóþñòàöèîíàðíóþäèíàìè÷åñêóþñèñòåìó,
ëèíåéíóþ ïî óïðàâëåíèþ. Äëÿ ðåøåíèÿ òåðìèíàëüíûõ çàäà÷ ê òàêèì ñèñòåìàì ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü òåîðèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ àôôèííûõ ñèñòåì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è ìåòîä îáðàòíûõ
çàäà÷ äèíàìèêè. Ïðåîáðàçîâàíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ïîçâîëÿåò íå òîëüêî íàõîäèòü ïðî-
ãðàììíîå óïðàâëåíèå, ðåàëèçóþùåå çàäàííóþ òðàåêòîðèþ, íî è ñòðîèòü ñòàáèëèçèðóþùåå
óïðàâëåíèå. Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ óêàçàííîãî ïîäõîäà ìîæíî íàéòè â [23, 24].

Ïðîäîëüíàÿ äèíàìèêà ðàêåòû. Äëÿ ðàêåòû êëàññà <âîçäóõ-âîçäóõ> èçâåñòíà îòêðûòàÿ
ýòàëîííàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ êà÷åñòâåííûõ èññëåäîâàíèé. Ýòà
ìîäåëü îïèñûâàåò ïðîäîëüíóþ äèíàìèêó ðàêåòû [25, 26]:

u̇ =
1

m

(
L sinα−D cosα

)
− g sin θ − qw,

ẇ = − 1

m

(
L cosα+D sinα

)
+ g cos θ + qu,

q̇ =
My

Iy
,

θ̇ = q,

ẋ = V cos γ,

ż = V sin γ,

(2)
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ãäå u, w | ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè V̄ íà îñè êîîðäèíàò Obxb è Obzb ñèñòåìû êîîðäèíàò
xbObzb, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ êîðïóñîì ðàêåòû è íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ; V |ñêîðîñòü ðàêåòû,
V =

√
u2 + w2; α | óãîë àòàêè, tgα =

w

u
; γ | óãîë íàêëîíà òðàåêòîðèè, γ = θ − α;

θ | óãîë òàíãàæà; q | óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïî òàíãàæó; L | àýðîäèíàìè÷åñêàÿ ïîäúåìíàÿ
ñèëà;D|àýðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ;My |àýðîäèíàìè÷åñêèé ìîìåíò; x, z|
êîîðäèíàòûöåíòðàìàññ êîðïóñà ðàêåòû â çåìíîé ñèñòåìå êîîðäèíàòxOz;m|ìàññà ðàêåòû;
Iy | ìîìåíò èíåðöèè ðàêåòû; g | óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; δ | óãîë îòêëîíåíèÿ
õâîñòîâûõ ñòàáèëèçàòîðîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (2) îïèñûâàåò ïðîäîëüíóþ äèíàìèêó ðàêåòû êàê òâåðäîãî òåëà
ïðè óñëîâèè, ÷òî öåíòð äàâëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ, ìàññà ðàêåòû ïîñòîÿííà, ñèëà
òÿãè äâèãàòåëÿ ðàâíà íóëþ, îðãàíû óïðàâëåíèÿ ðàñïîëîæåíû â õâîñòîâîé ÷àñòè ðàêåòû.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óãîë êðåíà, óãîë áîêîâîãî ñêîëüæåíèÿ, à òàêæå óãëîâûå ñêîðîñòè ïî
êðåíó è ðûñêàíüþ ðàâíû íóëþ. Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà êîðïóñ ðàêåòû, è èñïîëüçóåìûå äëÿ
îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Ñèëû è ìîìåíò, äåéñòâóþùèå íà êîðïóñ ðàêåòû

Àýðîäèíàìè÷åñêèå ñèëû è ìîìåíò, äåéñòâóþùèå íà êîðïóñ ðàêåòû, èìåþò âèä

L = QSCL(α,M, δ), D = QSCD(α,M, δ), My = QSdCm(α,M, δ, q), (3)

ãäåQ|äèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå,Q =
1
2
%V 2; %|ïëîòíîñòü àòìîñôåðû êàê ôóíêöèÿ âûñîòû;

M | ÷èñëî Ìàõà, M =
V

a
; a | ñêîðîñòü çâóêà; S | ðàñ÷åòíàÿ ïëîùàäü; d | ðàñ÷åòíîå

ðàññòîÿíèå. Àýðîäèíàìè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû CL(α,M, δ), CD(α,M, δ), Cm(α,M, δ, q) çà-
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ïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [25, 26, 27]:

CL = −Cz cosα,

CD = CD0 − Cz sinα,

Сz = anα
3 + bnα|α|+ cn

(
2− M

3

)
α+ dnδ,

Сm = amα
3 + bmα|α|+ cm

(
−7 +

8M

3

)
α+ dmδ + emq,

(4)

ãäå CD0 , an, bn, cn, dn, am, bm, cm, dm, em | íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.
Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [25, 26, 27]:

Q = 0,7P0M
2, (5)

ãäå P0 | ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå.
Â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ ðàññìîòðèâàåòñÿ óãîë δ îòêëîíåíèÿ õâîñòîâûõ

ñòàáèëèçàòîðîâ ðàêåòû. Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó îðãàíîâ óïðàâëåíèÿ, èìååò
âèä [26]:

δ̇ =
1

τa
(δc − δ), (6)

ãäå τa | íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà; δc | óïðàâëåíèå.
Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàññìà-

òðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàêåòû, ïðèâåäåííûå â [25, 26, 27].
Äëÿ ðàêåòû <âîçäóõ-âîçäóõ> îäíîé èç òèïîâûõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îòñëåæèâàíèÿ çàäàííîãî

çàêîíà èçìåíåíèÿ óãëà àòàêè. Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü óñïåøíî ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäà îáõîäà èíòåãðàòîðà [26].
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðèâåäåííûõ ìîäåëåé ìîæíî ñòàâèòü çàäà÷è àäàïòèâíîãî è ðîáàñòíîãî

óïðàâëåíèÿ, à òàêæå çàäà÷è íàáëþäåíèÿ íåèçìåðÿåìûõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Îáðàçîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà ïîäãîòîâêè ìàãèñòðîâ, ïðåäëàãàåìàÿ êàôåäðîé <Ìàòåìà-
òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå> ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, è ðåàëèçóåìàÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå,
âêëþ÷àåò ìàòåðèàëû, îòðàæàþùèå ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëå-
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The last three decades have witnessed the great breakthrough in nonlinear control theory.
Nonlinear models and nonlinear techniques play now the central role in control engineering, since
they allow to describe nonlocal behavior of a dynamical system and obtain results that are valid in
large regions of the state space.

However, to our knowledge, at the same time there is a serious lack of the postgraduate
educational programmes properly covering the great variety of nonlinear design tools. One can
find a lot ofmasters programmes in automatic control dealingwith numerous applications and linear
control theory. But, unfortunately, most of them don't provide the comprehensive knowledge of
nonlinear control techniques. Typically only basics of nonlinear dynamic inversion control are
studied.

This note deals with the Masters educational programme offered in English by the Department
of Mathematical Modeling at Bauman Moscow State Technical University. The programme is
specifically focused on nonlinear control techniques. We suggest the modular structure of the
educational programme in question. The students are provided both with the theoretical courses in
modern nonlinear control theory and applied courses in control of unmanned aerial vehicles and
mobile robots.

Application examples in aerospace control are considered. Examples of mathematical models
for unmanned aerial vehicles that can be used for educational purposes are given.

One of the potential application areas for the results discussed in this paper is preparingMasters
educational programmes in the field of automatic control of technical plants like unmanned aerial
vehicles and mobile robots.
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