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Рассматривается задача сравнения и выбора варианта пространственной дискретизации в 

задаче, решаемой методом конечных объемов. Для одной и той же задачи строится несколько 

разных сеток. Для каждого варианта сетки на основе нормированной матрицы дискретизации 

рассчитываются показатели обусловленности. Для оценки степени мультиколлинеарности 

используется показатель диагонального преобладания. Показана связь этого показателя с 

обусловленностью решаемой СЛАУ. Вычислительная сложность приведенного показателя 

диагонального преобладания существенно ниже в сравнении с показателями обусловленности. 

Предложенная процедура позволяет осуществлять сравнение и выбор наиболее подходящего 

варианта дискретизации по времени и по пространству без использования пробных решений 

СЛАУ, что способно снизить вычислительную сложности решения задачи. 

Ключевые слова: обусловленность матрицы, система линейных алгебраических уравнений, 

показатели мультиколлинеарности, показатель диагонального преобладания 

 

Введение 

Одним из популярных методов решения задач математической физики является 

метод конечных объемов (МКО). В нем расчетная область дискретизируется по 

пространству на множество ячеек, границы которых образуют сетку. Уравнения 

зависимостей физических величин также дискретизируют, заменяя уравнения в 

непрерывной форме их дискретными аналогами. Получают систему уравнений – каждой 

ячейке соответствует одно уравнение. В частности, в случае МКО отдельное уравнение 

записывается для каждого отдельного объема. В результате формируется система 

линейных либо нелинейных алгебраических уравнений. Нелинейные уравнения обычно 

сводят к системе линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с использованием 

процедуры линеаризации [1]. 

Размерность СЛАУ и связанная с этим точность решения задачи зависят от степени 

детализации задачи, т.е. числа конечных объемов, на которые разбивается вся область. 

Известно, что увеличение размеров конечных объемов может привести к потере точности, 

вследствие слишком грубой аппроксимации характеристик. Однако чрезмерное 
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увеличение числа узлов сетки ведет к повышению вычислительной сложности решаемой 

задачи. Подбор подходящего шага дискретизации сетки является одной из центральных 

проблем при решении задач механики сплошных сред. 

Поэтому исследуются методы и подходы, в которых для выбора сетки используются  

простые, с точки зрения вычислительных затрат, критерии. В частности, в работах [2-5] 

рассматриваются методы, основанные на анализе поля градиентов и/или поля значений 

физических величин. В работах [6-8] описываются методы апостериорной оценки так 

называемых анизотропных погрешностей интерполяции и методы создания оптимальной 

треугольной сетки [9-10]. Общим недостатком этих подходов и методов является 

необходимость проведения решений задачи для получения выходных значений, на основе 

которых осуществляется оценка того, насколько удачно выбран вариант дискретизации 

рабочей области. 

В настоящей работе исследуется возможность прогнозирования наиболее 

подходящего варианта дискретизации с использованием показателей обусловленности 

матрицы дискретизации. Известно, что наиболее полной характеристикой 

обусловленности являются собственные значения матрицы дискретизации. Однако 

решение полной или частной проблемы собственных значений [11] представляет 

серьезные вычислительные трудности. Новизна рассматриваемого подхода состоит в 

использовании достаточного критерия обусловленности, вычисляемого по элементам 

матрицы дискретизации. Это позволяет существенно сократить объем пробных 

вычислений. 

1. Постановка задачи 

Пусть в результате дискретизации задачи сформирована СЛАУ 

 bAx= , (1.1) 

где A — квадратная разреженная nn -матрица коэффициентов дискретизации; x — 1n  

-вектор, компонентами которого являются искомые (выходные) значения; b — 1n -

вектор известных (входных) значений. Если A — неособенная матрица, то искомое 

решение имеет вид 

bA=x
1 . 

Известна [12] оценка для относительных ошибок в решениях 

 
 
 

 bA
A

A
x/xxx  




К

К
=

1
ˆ , (1.2) 

где AAA /= , bεb /= ; A , ε  - возмущения матрицы A  и правой части 

системы (1.1) соответственно;   1 AAAК  – так называемое число обусловленности. 
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Далее ограничимся случаем согласованной с евклидовой нормой вектора спектральной 

матричной нормы, для которой 

  
min

max




AК , (1.3) 

где 
minmax

,   - максимальное и минимальное собственные значения матрицы A  

соответственно. Из (1.2), (1.3) видно, что решающее значение в формировании ошибок в 

решениях имеет обусловленность матрицы A  системы (1.1). 

2. Обоснование метода оценки обусловленности 

Известно [13], что одним из основных источников плохой обусловленности является 

мультиколлинеарность (почти линейная зависимость) векторов, из которых составлена 

матрица A . Наиболее информативными мерами обусловленности и 

мультиколлинеарности являются: определитель )det(A ; число обусловленности )(AK ; 

минимальное собственное значение )(min
,1

min
A

i
ni



 . Эти меры являются 

исчерпывающими характеристиками свойств мультиколлинеарности и, как следствие, 

обусловленности матрицы A , однако их вычисление, особенно в случае, когда матрица 

плохо обусловлена, является серьезной проблемой. 

В работе [14] для прогнозирования ошибок в задачах идентификации по параметрам 

моделей рассматривалось применение в качестве меры обусловленности так называемого 

показателя диагонального преобладания неотрицательно-определенной информационной 

матрицы AAG
T : 
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Здесь jig ,  – элементы матрицы G ; ni
i

,1),( G  – ее собственные значения. Для 

удобства оценки степени мультиколлинеарности задачи этот показатель следует 

вычислять для соответствующей матрицы сопряженности 

 DGDR  , (2.2) 

где ),...,,...,,(
21 ni

dddddiagD , iii gd /1 . При этом соотношение для вычисления 

показателя диагонального преобладания (4) принимает вид 
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Далее нам будет удобно использовать нормированное значение показателя 

диагонального преобладания матрицы сопряженности 

 
1

1)(
)(






n

F
F

n

R
R , (2.4) 

который изменяется в интервале [0,1]. Показатель (2.1) и его различные представления 

(2.3), (2.4) тесно связаны с указанными выше мерами. На рисунке 1 приведены графики 

изменения показателя )(R
n

F  и трех мер обусловленности для шести матриц с 

различной степенью обусловленности. Сравнимость показателя (2.3) с определителем и 

минимальным собственным значением обеспечивается за счет масштабирования по 

формуле (2.2). Для сравнимости с числом обусловленности вместо обычного 

представления спектрального числа обусловленности (2.1) рассматривалось его обратное 

значение 

 

max

min1 )(





RK . (2.5) 

 

Рис. 1. Зависимости мер от степени обусловленности 

 

Заметим, что минимальное собственное значение является, в некотором смысле, 

абсолютной мерой мультиколлинеарности. В то же время, при одном и том же значении 

показателя диагонального преобладания мультиколлинеарность матриц может быть 

существенно различной. Связано это с чувствительностью показателя (2.3) к 

относительным различиям абсолютных значений недиагональных элементов jir , ; nji ,1, 

; ji  . 

Показатель )(R
n

F  может выступать как самостоятельная мера 

мультиколлинеарности и обусловленности. При этом показатель )(R
n

F  легко 

вычисляется по элементам матрицы дискретизации. 
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3. Описание технологии выбора дискретизации в задаче механики 

сплошных сред 

При проведении исследований использовалась следующая задача. 

Исходная геометрия, как изображено на рисунке 2 – куб с длиной ребра 1 метр. 

 

Рис. 2. Исходная геометрия задачи 

 

 

Рис. 3. Граничные условия задачи 

 

Как изображено на рисунке 3, на одну грань куба подается поток 1 , который 

проходит сквозь куб и выходит через противоположную грань 0grad . 

Изменение потока задается уравнением переноса 

 0)( 







t
, (3.1) 

где ),( tx   - концентрация вещества; )),(( tx   - поток вещества. 

Метод конечных объемов предусматривает, что равенство (3.1) в интегральной 

форме (3.2) будет выполняться для каждого конечного объема PV : 
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   




P PV V
dVdV

t
0)( , (3.2) 

где P  – центр конечного объема. 

Примем, что значение величины P  в некоторой точке x  внутри конечного объема 

изменяется согласно разностной схеме Эйлера первого порядка и выражается как 

PPP xxx ))(()(   , 

где )( PP x  . 

Тогда первое слагаемое выражения (3.2) преобразуем следующим образом: 

   
PPPV V PPV V PPP

VdVxxdVxxdVx
P PP P

     )()())(()(
. (3.3) 

Преобразуем второе слагаемое выражения (3.2) с помощью обобщенной теоремы 

Остроградского-Гаусса: интеграл от дивергенции векторного поля   по объему V  равен 

потоку вектора через поверхность S , ограничивающую данный объем: 

  
V V

dSdV  . (3.4) 

Здесь V  замкнутая поверхность, ограничивающая объём V ; dS  - вектор, по величине 

равный площади бесконечномалого участка на грани и направленый вдоль нормали к 

грани в направлении от объема V . 

Учитывая, что конечный объем ограничен набором плоских граней, преобразуем 

выражение (3.4) к сумме интегралов по поверхности: 

    


f

f

f
fV V

SdSdSdV  )( , (3.5) 

где f  выражает значение переменной в центре грани; S  - вектор площади, направлен из 

центра грани в направлении от центра ячейки. 

Учитывая (3.3), (3.5) выражение (3.2) принимает вид 

 0)( 





f

ffPP SV
t

 . (3.6) 

Примем, что дискретизация по времени производится согласно разностной схеме 

Эйлера первого порядка и выражение (3.6) записывается как 

 0)( 












 



dtSV
t

tt

t
f

ffPP  . (3.7) 

Проинтегрируем (3.7): 
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0)(  
f

ffPP tSV  . 

Разделим левую и правую часть на t : 

 0



f

ffP
P SV
t




. (3.8) 

На основе (3.8) записывается система линейных уравнений для каждого конечного 

объёма. В правую часть выражения (3.8) подставляются начальные условия. 

Получившаяся СЛАУ в матричном виде может быть представлена в виде (1.1). 

Далее для рассматриваемых вариантов сеток рассчитывается нормированное 

значение показателя диагонального преобладания матрицы сопряженности )(R
n

F  (2.4). 

На основе анализа получившихся значений показателя )(R
n

F  выбирается наиболее 

подходящий вариант сетки для заданных параметров задачи – чем больше значение 

)(R
n

F , тем лучше подобраны параметры. 

4. Результаты экспериментов в среде OpenFOAM 

В экспериментах использовались только гексаэдральные сетки с постоянным и 

переменным шагом. Авторы не исключают применимость полученных результатов для 

других типов сеток. 

Для решения СЛАУ (1.1) использовался метод бисопряженных градиентов с 

предобуславливанием (PBiCG). 

В настоящем разделе приведем результаты экспериментов по определению 

следующих зависимостей: 

 связь показателя диагонального преобладания с показателями обусловленности; 

 связь обусловленности системы линейных алгебраических уравнений с невязкой. 

В таблице 1 приведены полученные значения показателей обусловленности и 

показателя диагонального преобладания для различных вариантов сеток. 

Таблица 1. Значения показателей обусловленности и показателя диагонального преобладания )(R
n

F  для 

различных вариантов сеток оформления таблицы 

Размерность 

сетки X:Y:Z 
1x1x5 1x10x100 3x1x400 6x3x10 1x1x800 1x1x100 3x2x100 20x1x20 

Количество 

ячеек 
5 1000 1200 180 800 100 600 400 

1K  0.9994 0.9901 0.9616 0.8968 0.8621 0.8003 0.8003 0.6973 

min  0.9997 0.9950 0.9804 0.9415 0.9259 0.8891 0.8891 0.8217 

)det(R  1.0000 0.9939 0.8914 0.9257 0.3340 0.7362 0.1592 0.0438 

)(R
n

F  1.0000 1.0000 0.9998 0.9992 0.9973 0.9939 0.9939 0.9848 

 

На рисунке 4 варианты упорядочены по убыванию обусловленности. 
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Рис. 4. Значения показателей обусловленности и показателя диагонального преобладания )(R
n

F  для 

различных вариантов сеток 

 

Чтобы убедиться в том, что показатели обусловленности и показатель диагонального 

преобладания )(R
n

F  ведут себя одинаково, попарно посчитаем линейный коэффициент 

корреляции между наборами полученных значений: 








22
,

)b(b)a(a

)b)(ba(a
=b)Correl(a , 

где ba,  - анализируемые наборы значений; a  - среднее значение выборки a ; b  - 

среднее значение выборки b . 

В таблице 2 приведены коэффициенты корреляции показателей 

мультиколлинеарности и показателя диагонального преобладания )(R
n

F . 

Таблица 2. Коэффициенты корреляции показателей обусловленности 

 1K  min  )det(R  )(R
n

F  

1K   0.9988699232 0.8565186602 0.9304007086 

min  0.9988699232  0.851565905 0.9439625719 

)det(R  0.8565186602 0.851565905  0.8159335722 

)(R
n

F  0.9304007086 0.9439625719 0.8159335722  

 

Как видно из таблицы 2 показатель диагонального преобладания )(R
n

F  и меры 

обусловленности являются зависимыми. 
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Согласно полученным данным варианты с сетками из 5 и 1000 элементов, для 

которых 1)( R
n

F , наиболее предпочтительны для решения рассматриваемой задачи. 

Заключение 

Вычислительная сложность нахождения показателя диагонального преобладания 

существенно меньше вычислительной сложности нахождения любой меры 

обусловленности и составляет, согласно (6), )(2n 2nO+ . Для сравнения, вычислительная 

сложность обратного спектрального числа обусловленности (8) зависит от используемого 

алгоритма и может равняться )( 3nO . В современных задачах число ячеек сетки n  может 

достигать 10
6
− 10

7
, поэтому вычислительная сложность является существенным доводом 

для использования в качестве критерия оценки качества сетки показателя диагонального 

преобладания.  
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The paper concerns a task of selecting the spatial (mesh) and temporal (time step) discreti-

zation in problems to be solved by finite volume method.  

The method is proposed in which the choice of the case settings is directly based on the 

analysis of a discretization matrix. The papers [2, 3, 4, 5] deal with the methods based on the 

analysis of the gradient field or value field of physical quantities. Papers [6], [7], [8] describe 

methods for a posteriori estimation of the so-called anisotropic interpolation errors and methods 

for creating an optimal triangular mesh [9], [10]. 

A common disadvantage of these methods is that it is necessary to solve the problem to ob-

tain the output values. In this paper we propose a procedure based on the relationship of the dis-

cretization matrix multicollinearity with a mesh, a time step, and a chosen set of finite difference 

schemes.  

A problem with a simple geometry in which the flow is specified by the hyperbolic equa-

tion, is chosen as an example. A number of experiments have been conducted to compare varia-

tions on the meshes for the specified difference schemes. 

A type of the elements of considered meshes is hexahedrons. Meshes both with constant 

and with variable spatial step were used. 

Calculations based on the normalized discretization matrix were performed for each varia-

tion of mesh to determine index of diagonal dominance, condition number, determinant, and 

minimum eigenvalue. To obtain multicollinearity, a diagonal dominance index was used. The 

paper shows the relationship of this parameter with the condition of solvable linear algebraic 

equation. 

The computational complexity of the abovementioned index of diagonal dominance is sig-

nificantly lower as compared to indices of condition such as a condition number and a minimum 

eigenvalue. 

 This allows us to estimate the condition of the linear algebraic equation with the least 

computational cost. The proposed procedure allows comparison and selection of the most appro-

priate spatial (mesh) and temporal (time step) discretization without a complete trial solution of 

http://technomag.bmstu.ru/en/
http://dx.doi.org/10.7463/1114.0737310
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the linear algebraic equation, thereby significantly reducing the computational complexity of 

solving problems. 
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