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В статье предложена методика определения временного параметра программы угла атаки на 

участке выведения управляемой баллистической ракеты или ракеты-носителя. Для заданных 

проектно-баллистических параметров ракеты определяется максимально допустимое значение 

амплитуды угла атаки, а затем для произвольной амплитуды в границах этого интервала 

вычисляется временной параметр программы угла атаки. Первая задача формулируется как 

задача условной оптимизации и решается методом множителей, а вторая – как нелинейное 

уравнение, которое решается методом Ньютона. Рассмотрены особенности численной 

реализации этого алгоритма: нормирование уравнений движения и введение контроля точности 

на шаге интегрирования методом Рунге-Кутта. Предложенная методика реализована в виде 

оригинальной компьютерной программы, приведены результаты решения тестового примера. 

На основе этих результатов получена оценка влияния погрешности задания временного 

параметра программы угла атаки на точность определения угла траектории в конце активного 

участка. 

Ключевые слова: летательный аппарат, активный участок траектории, программа выведения, 

программа угла атаки, проектно-баллистические параметры, уравнения движения летательного 

аппарата, метод множителей, модифицированная функция Лагранжа, метод Ньютона 

 

Введение 

Программа выведения полезного груза является одним из обязательных разделов 

учебной литературы по баллистике [2,4] и проектированию летательных аппаратов 

[1,3,5,6]. Как правило, в учебниках приводится деление активного участка траектории 

(АУТ) на отрезки в зависимости от числа ступеней и назначения летательного аппарата 

(ЛА), указываются общие требования и ограничения, которые накладываются на 

параметры этой программы. 

В настоящей статье предложен способ определения одной из таких характеристик – 

временного параметра программы угла атаки управляемой баллистической ракеты или 

ракеты-носителя. 
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1. Методика определения временного параметра программы угла атаки 

как решение задачи нелинейного программирования 

Для одноступенчатой ракеты, также как для первой ступени многоступенчатых 

ракет, при моделировании выведения полезного груза используется программа полета [7], 

состоящая из трех последовательно отрабатываемых участков: 

- вертикальный полет ракеты до величины относительной массы ракеты 1=0,96; 

- участок программного разворота по углу атаки ; 

- участок гравитационного разворота с нулевым углом атаки. 

Программный разворот по углу атаки задается в виде быстро убывающей и столь же 

быстровозрастающей функции. В [2,7] она имеет вид: 

       ttatta
eet


 11 14 mпр  , (1) 

где t1 – время окончания участка вертикального полета; m – амплитудное значение угла 

атаки; a – параметр программы полета, с
-1

. 

При заданных проектно-баллистических параметрах (ПБП) ракеты коэффициент a 

зависит от величины амплитуды угла атаки m. Он должен быть подобран так (см. [7]), 

чтобы в конце программного разворота, то есть при пренебрежимо малом угле атаки (в 

настоящей работе принято значение 0,01m) скорость ракеты, которую в дальнейшем 

условимся обозначать V0,8, была бы не более (но и, желательно, не намного менее), 

величины, соответствующей 0,8M. Это составляет примерно 0,80,330=0,264 км/с. Таким 

образом, выбор параметра a программы полета из формулы (1) представляет собой 

отдельную задачу. 

На рисунке 1 показано как раз такое соотношение величин V0,8 и =0,01m для 

значения a=0,3412 c
-1

 и проектно-баллистических параметров ракеты из рассмотренного 

далее примера. Как нетрудно видеть, указанные необходимые значения скорости полета 

(0,264 км/с) и угла атаки (0,016,0) достигаются примерно на 23-й секунде полета. 

 

Рис. 1. Изменение по времени (tau): величины скорости (V); угла атаки (alfa);  угла тангажа (fi) на участке 

программного разворота по углу атаки 
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Решения этой проблемы можно избежать, если задавать программный угол атаки, 

как это предложено, например, в [1,5], а именно: 

       MM~MM~

mпр
11 14M



aa

ee . (2) 

Здесь аргументом функции пр является число Маха M; M1 - значение числа Маха, 

соответствующее моменту окончания вертикального подъема. Приняв (см. [1]), что 

M1=0,1, получают значение 25,5~ a . 

Неудобство такого подхода, на наш взгляд, состоит в том, что число Маха само 

определяется в результате интегрирования уравнений движения, и не связано строго 

только со временем полета и ПБП рассматриваемого ЛА. 

Далее в статье изложен способ определения временного параметра a программы угла 

атаки из формулы (1), основанный на одном из методов условной оптимизации и решении 

нелинейного уравнения. 

Поставленная задача решается при следующих допущениях: 

1) движение летательного аппарата – плоское; 

2) ограничений на скорость изменения угла тангажа не накладывается. 

Текущее время полета (в пределах работы одной ступени) вычисляется как 

  
0

уд.0

01
g

I
t   . (3) 

Здесь  - относительная масса ракеты; 0 – начальная нагрузка на тягу (для второй и 

третьей ступени используется П – нагрузка на тягу в пустоте); Iуд.0 – удельный импульс 

тяги на Земле, м/с. 

Следовательно, для значения t1 из формулы (1) получаем: 
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уд.0
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Определим значение 2: 

   m2 01,0   . (5) 

Рассматривается исходное уравнение: 

 
    ttatta

ee


 11 1401,0 mm  . (6) 

Выполняя в формуле (6) замену переменной вида 

 
 tta

ey


 1 , (7) 

получим квадратное уравнение: 

 yy  1401,0  00025,02  yy , 

которое имеет два корня: 

2

99,01
1


y ; 

2

99,01
2


y . 
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Как несложно убедиться, первое из них соответствует нисходящему участку 

функции программного угла атаки (см. рис. 1), а второе – как раз интересующему нас 

восходящему. 

Соотношение, обратное приведенному в формуле (7), имеет вид: 
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Тогда получаем, что 
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 . (9) 

Отметим, что если не соотносить величину угла атаки в конце программного 

разворота (см. формулу (5)) с амплитудой m, принципиально ничего не изменится. В 

этом случае параметр m в явном виде войдет в окончательное выражение (9) для 

определения 2. 

Таким образом, параметр программы полета a при известном значении m может 

быть определен из решения нелинейного уравнения 

 01
264,0

8,0


V
. (10) 

Здесь V0,8=V(2(a)) – значение скорости ракеты в конце программного разворота по углу 

атаки, которое при заданных ПБП и m является функцией параметра программы полета 

a. Эта скорость определяется интегрированием уравнений движения ракеты на АУТ при 

изменении  от 1 до 2. 

Сделаем некоторые замечания. Из анализа выражения (9) видно, что чем больше 

величина параметра полета a, тем меньше будет значение 2, и, следовательно, за меньшее 

время произойдет программный разворот. Сокращение времени разворота, безусловно, в 

реальных условиях полета повлечет за собой увеличение нагрузок на органы управления, 

которые могут превысить допустимые. При решении задачи проектирования ЛА величина 

m может быть заранее неизвестна, и являться одной из координат искомого вектора 

проектных параметров. Поэтому проанализируем, какие формальные ограничения, не 

относящиеся к характеристикам автомата стабилизации и конструкции органов 

управления, накладываются на нее. 
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Закон изменения угла наклона траектории к местному горизонту (МГ)  может быть 

получен в результате интегрирования дифференциального уравнения [8]: 
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Здесь V – скорость полета, км/с; H – высота полета, км; a
Э
 – коэффициент увеличения тяги 

в пустоте; g0, g – ускорение свободного падения на Земле и на высоте полета 

соответственно, км/с
2
; ph, p0 – давление окружающей среды на высоте полета и на Земле; 

pM – стартовая нагрузка на мидель (для расчетов в настоящей работе принимается 

pM=10
5
 Н/м

2
); 

2

2V
q


  - скоростной напор, величину которого следует вычислять в таких 

единицах, чтобы в результате второе слагаемое из формулы (11) имело размерность км/с; 

CY – аэродинамический коэффициент подъемной силы; R - радиус Земли, км. 

Вполне очевидно, что в формуле (11) первое слагаемое (при синусе угла атаки) – 

отрицательное. Тогда, чем меньше отрицательный угол атаки (см. соотношение (1)), тем 

больше значение производной 




d

d
, и тем, следовательно, быстрее убывает угол  по 

времени. 

Во время гравитационного разворота угол атаки равен нулю (=0), и уравнение (10) 

принимает вид: 
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. (12) 

Скорость ракеты в конце работы первой ступени не превышает значения 5,0 км/с, 

поэтому правая часть уравнения (12), в чем легко убедиться – положительна. 

Следовательно, с уменьшением относительной массы ракеты  угол наклона траектории к 

МГ  на участке гравитационного разворота будет также уменьшаться. 

Уменьшение значения  больше допустимого значения может привести к 

последующему уменьшению высоты полета до отрицательной величины. Отсутствие 

этого эквивалентно выполнению условия, что угол наклона траектории к МГ на всем 

участке работы первой ступени не становится отрицательным, а именно: 

   0I  . (13) 

Тогда если диапазон изменения величины m заранее неизвестен, можно 

сформулировать задачу нелинейного программирования: для заданных ПБП ракеты 

определить максимально допустимое значение амплитуды угла атаки 

 maxm   min
1

m




 (14) 
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при наличии ограничений: типа равенства (см. формулу (10)) и типа неравенства (см. 

формулу (13)). 

Отметим, что в работе [9] вместо ограничения (10), относящегося к скорости полета, 

используется требование достижения к моменту окончания программного разворота 

высоты 3,5 км. 

Задача (14) при ограничениях (10) и (13) может быть решена методом множителей 

[10] относительно вектора неизвестных: 

    TT
axx ,, m21 X , (15) 

то есть, сводится к отысканию экстремума модифицированной функции Лагранжа, 

которая в данном случае записывается как 
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1
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V
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V
cF X . (16) 

Здесь 1, 2, – неопределенные множители Лагранжа; c – параметр штрафа, при 

достижении которым достаточно большого значения функция (16) становится выпуклой); 

0,01 – множитель, который вводится для масштабирования задачи. 

Ограничение типа неравенства (см. соотношения (13), (16)) учитывается при помощи 

оператора срезки [11] 










.0,0

;0,

x

xx
x  

Алгоритм решения задачи условной оптимизации методом множителей (см. [10]) 

состоит из следующих шагов. 

1. Задается начальное приближение для компонент вектора X (см. формулу (15)), 

например m=1,0 и a=0,3 1/с. 

2. Задаются начальные значения множителей Лагранжа 0
)0(
i , i=1,2, а также 

начальное значение параметра штрафа c, которое во всех рассмотренных здесь примерах 

принято равным 40 ( c
(0)

=40). 

3. Для фиксированных значений множителей Лагранжа 1, 2 и параметра штрафа 

«c» с заданной точностью решается задача многомерной безусловной оптимизации, то 

есть определяется минимум функции F(X,1,2,c) (см. формулу (16)). Эта задача решается 

методом детерминированного покоординатного спуска [12] с точностью 1. Решение 

считается достигнутым, если выполняется условие вида [13]: 
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cF

cFcF

P

PP

X

XX
. (17) 

Здесь X
(P)

 – вектор, вычисленный на шаге номер «P» спуска по всем координатам (см. 

формулу (16)). Для рассматриваемого в статье примера было принято значение 1=10
-5

. 

4. Производится пересчет значений множителей Лагранжа по формулам: 
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Здесь «N» - номер итерации решения задачи условной оптимизации. 

5. Вычисляется значение параметра штрафа по формуле: 

 )()1( NN cc   , (19) 

где 1,0. В расчетах, произведенных в данной работе, принято =4,0. 

6. Вычисляется точность 2 (в настоящей работе 2=510
-5

) решения задачи условной 

оптимизации по формуле, аналогичной соотношению (17): 
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Если точность по значениям модифицированной функции Лагранжа, вычисленная на 

итерации номер «N», недостаточная, то осуществляется переход к шагу номер 3. 

Отличие метода множителей от метода штрафных функций (см. [10,11]) состоит в 

том, что здесь не требуется бесконечно увеличивать значение параметра штрафа (см. 

соотношение (19)). Путем проведения численного эксперимента было получено, что для 

задач баллистического проектирования ЛА в формуле (19) можно установить значение 

=1,0 по достижении параметром штрафа величины 510
4
 (c=510

4
). 

После того, как определено максимально допустимое значение амплитуды угла 

атаки m
MAX

 (см. формулу (16)), можно, предварительно задав, например, m
MIN

=0,05, 

разбить интервал 

 [m
MIN

, m
MAX

], (21) 

на участки, и вычислить значение программы полета a в каждой узловой точке. 

Так как значение m
MAX

 уже вычислено, теперь не нужно заботиться о чрезмерном 

снижении ЛА, и значит, величина a может быть определена только из решения 

нелинейного уравнения (10), а именно: 

 01
264,0

8,0


V
   0a . (22) 

Функция V0,8(a), как может быть показано, является монотонно убывающей. В самом 

деле: 
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d

d

dV
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2
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 . (23) 

При этом для сомножителей из формулы (23) выполняются следующие 

соотношения. Для первого сомножителя: 0
2

8,0


d

dV
 - ракета непрерывно набирает скорость 

с уменьшением относительной массы . 

Для второго сомножителя: 
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Следовательно 0
8,0


da

dV
. 

Ввиду монотонности функции V0,8(a) уравнение (22) будет иметь только один 

корень, и может быть решено методом Ньютона [14]. То есть очередное приближение для 

искомого значения a определяется как 

      

 
 Naa

NN

da

d

a
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1 . (25) 

Здесь значение функции 

  1
264,0

8,0


V
a  

определяется численным интегрированием уравнений движения ЛА на АУТ; N – номер 

итерации. 

Знаменатель выражения (25) вычисляется как производная сложной функции, а 

именно (см. формулу (24)): 
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После того, как вычислены значения параметра a, соответствующие узловым точкам 

m из интервала (21), этот параметр программы полета для произвольного значения 

амплитуды угла атаки с достаточной степенью точности можно определить 

аппроксимацией полиномами Лагранжа (см. [14]). 

2. Особенности численной реализации 

Предложенная методика была реализована в виде оригинальной программы на 

алгоритмическом языке PASCAL. Остановимся на некоторых вопросах численной 

реализации. 

На рисунке 2 показаны: системы координат, внешние силы, действующие на ЛА, а 

также входящие в уравнения движения угловые величины. 

Использованы следующие обозначения: C – центр масс ракеты; xOy – стартовая 

система координат (СК); Cx1 – главная ось связанной СК; Cx2 – главная ось скоростной 

СК; Mg – сила тяжести; X, Y – сила лобового сопротивления и подъемная сила; P – сила 

тяги; V – скорость; r – радиус-вектор. 
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Рис. 2. Угловые координаты, определяющие положение ЛА.  Внешние силы, действующие на АУТ 

 

Уравнения движения ЛА как материальной точки на АУТ имеют вид (см. [8]): 
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Здесь  полярный угол (координата); CX – аэродинамический коэффициент лобового 

сопротивления. 

Аэродинамические коэффициенты лобового сопротивления и подъемной силы с 

учетом малости углов атаки на атмосферном участке полета могут быть представлены как 
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Здесь M – число Маха. 

При интегрировании уравнений движения (27) – (30) коэффициенты из формул (31) 

могут быть приняты согласно [15], а именно: 
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Сделаем некоторые замечания, относящиеся к интегрированию уравнений 

движения. 

Во-первых, целесообразно нормировать переменные из уравнений движения так, 

чтобы их величины принадлежали интервалу [0,1]. Этого можно добиться, умножив 

интегрируемые переменные на масштабные коэффициенты, а именно: 

 12VVV  ; 12HHH  ; 12  ; 12  . (35) 

Эти множители могут быть заданы как ориентировочные параметры конца АУТ 

управляемой баллистической ракеты, рассчитанной на дальность 12000 км (см. [6]). Тогда 

V12=7,4 км/с; H12=300 км; 12=370/R=0,0581; 12=/2. 

После выполнения преобразования по формулам (35), уравнения движения (27) – 

(30) принимают вид: 
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Нормирование уравнений движения позволяет ввести контроль точности на шаге 

интегрирования системы уравнений (36) – (39) методом Рунге-Кутта 4-го порядка (см. 

[14]), а также существенно сократить время выполнения этой процедуры, что актуально 

ввиду многократного ее вызова в алгоритме оптимизации. Для рассмотренного ниже 

примера интегрирование уравнений движения производилось с точностью 3=10
-8

 на шаге, 

при этом использовались переменные с двойной точностью. 

Аппроксимация параметров стандартной атмосферы [16] для высот более 10 км 

производилась с использованием полиномов Лагранжа четвертого порядка по точкам, 

взятым через каждые 5 км. В [8] отмечено, что такая точность является вполне 

достаточной при решении задач проектирования. 

3. Результаты решения тестового примера 

В качестве решения тестового примера представим результат подбора параметров 

программы полета m и a для спроектированной по программе RK1 [17] одноступенчатой 

баллистической ракеты. 

 ** ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ ** 

 дальность макс. -1500.0 [км] 

 масса полезного груза - 750.0 [кг] 

 давление в камере сгорания -18.0 [МПа] 

 давление в выходном сечении - .070 [МПа] 

 расходный комплекс -173.32 [сек] 

 показатель изоэнтропы -1.144 

 плотность горючего - 786.0 [кг/куб.м] 

 плотность окислителя -1442.0 [кг/куб.м] 

 стехиометрическое соотношение - 3.06 

 коэффициент избытка окислителя -1.00 

 ** ПРОЕКТНЫЕ ПАРАМЕТРЫ ** 

 ** Массовые и габаритные характеристики ** 

 * нагрузка на тягу - .509 
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 * относительная конечная масса - .234 

 * масса стартовая - 7857.5 [кг] 

 * диаметр -1.100 [м] 

 ** Параметры конца активного участка ** 

 * скорость Vк -3415.5 [м/сек] 

 * угол траектории Teta - 39.98 [град.] 

 * координата Xк - 84.6 [км] 

 * координата Yк - 89.8 [км] 

 * время активного участка Tк -113.1 [сек] 

 ** Параметры ДУ ** 

 * удельный импульс нулевой -2842.6 [м/сек] 

 * удельный импульс пустотный -3106.1 [м/сек] 

Для заданных ПБП ракеты были получены следующие значения: 

m=5,865; a=0,3410 с
-1

, 

а также соответствующие им параметры конца АУТ: 

VA=3,397 км/с; A=39,98; XA=84,6 км; YA=88,4 км. 

Как следует из сопоставления результатов для конца АУТ в программе RK1 и во 

вновь разработанной программе, они практически полностью совпадают. 

В заключение приведем результаты вычисления частных производных от скорости и 

от угла траектории в конце АУТ по параметру a. Для исходных данных тестового примера 

получим: 

4A 10765,3 




a

V
 с
с

км
 ; 83,58A 





a


 с. 

Последняя производная при погрешности задания a=0,01 с
-1

 дает для A поправку 

порядка 0,6, что является весьма значительной величиной (см. [8]). 

Заключение 

1. Предложена методика определения временного параметра программы угла атаки, 

а также максимально допустимого значения амплитуды изменения этого угла как 

функции проектно-баллистических параметров ракеты. 

2. Разработана компьютерная программа на алгоритмическом языке PASCAL, 

реализующая предложенную методику. 

3. Приведено решение тестового примера, показавшее хорошее соответствие 

результатов, полученных в данной работе, и при использовании ранее разработанной 

программы «RK1». 

4. Проведена оценка влияния погрешности определения временного параметра 

программы угла атаки на значение угла наклона траектории к местному горизонту в конце 

АУТ. 
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5. Расчеты, проведенные при подготовке данной работы, показали, что метод 

множителей может быть использован как при проведении проектных расчетов ЛА [18], 

так и для определения параметров программы полета. 

6. Данный материал может быть использован при разработке учебных 

компьютерных программ определения проектно-баллистических и проектно-

конструктивных параметров летательных аппаратов, а также в программах семинарских 

занятий учебных дисциплин «Основы устройства ЛА» и «Проектирование ЛА». 
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This article proposes a method for calculating one of the characteristics that represents the 

flight program of the first stage of ballistic rocket i.e. time parameter of the program of attack 

angle.  

In simulation of placing the payload for the first stage, a program of flight is used which 

consists of three segments, namely a vertical climb of the rocket, a segment of programmed re-

versal by attack angle, and a segment of gravitational reversal with zero angle of attack. 

The programed reversal by attack angle is simulated as a rapidly decreasing and increasing 

function. This function depends on the attack angle amplitude, time and time parameter. 

If the projected and ballistic parameters and the amplitude of attack angle were determined 

this coefficient is calculated based the constraint that the rocket velocity is equal to 0.8 from the 

sound velocity (0,264 km/sec) when the angle of attack becomes equal to zero. Such constraint is 

transformed to the nonlinear equation, which can be solved using a Newton method. 

The attack angle amplitude value is unknown for the design analysis. Exceeding some 

maximum admissible value for this parameter may lead to excessive trajectory collapsing (fore-

shortening), which can be identified as an arising negative trajectory angle. 

Consequently, therefore it is necessary to compute the maximum value of the attack angle 

amplitude with the following constraints: a trajectory angle is positive during the entire first 

stage flight and the rocket velocity is equal to 0,264 km/sec by the end of program of angle at-

tack. The problem can be formulated as a task of the nonlinear programming, minimization of 

the modified Lagrange function, which is solved using the multipliers method. 

If multipliers and penalty parameter are constant the optimization problem without con-

straints takes place. Using the determined coordinate descent method allows solving the problem 

of modified Lagrange function of unconstrained minimization with fixed values of multipliers 

and parameter of penalty. The solving problem of the optimization without constraints is one 

step of the optimization problem with constraints. 

The proposed method was realized as a computational Pascal-language program. There is 

the multiple call of Runge-Kutta method procedure for integration of motion equations. To re-
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duce operation-use time, normalization of motion equations is used, and the 4-th order Runge-

Kutta method time step accuracy control is also applied. 

The program test results were compared with the solution, which was obtained using the 

existing software for the one stage missile design. 

The general results obtained in this paper are following: numerical determination method 

of the attack angle time parameter and maximum allowed value of the attack angle amplitude as 

functions of the projected and ballistic parameters; software implementation of this method. De-

viation of angle trajectory value at the end of active trajectory leg as a function of the error of the 

time parameter was obtained as well. This paper can be used in the courses of learning such as 

“Introduction to rocketry” and “Launch vehicle design”. 
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