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Äëÿ êîìïîçèòà ñ àíèçîòðîïíûìè øàðîâûìè âêëþ÷åíèÿìè ïîñòðîåíû äâóñòîðîííèå îöåíêè óïðó-
ãèõ õàðàêòåðèñòèê, âêëþ÷àþùèõ ýôôåêòèâíûå çíà÷åíèÿ îáúåìíîãî ìîäóëÿ è ìîäóëÿ ñäâèãà,
÷åðåç êîòîðûå ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî âûðàçèòü çíà÷åíèÿ ïðîäîëüíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè (ìî-
äóëÿ Þíãà) è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâóñòîðîííèõ îöåíîê èñïîëüçîâàíà
äâîéñòâåííàÿ âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà ëèíåéíîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè, ñîäåðæàùàÿ àëü-
òåðíàòèâíûå ôóíêöèîíàëû (Ëàãðàíæà è Êàñòèëèàíî), äîñòèãàþùèå íà èñòèííîì íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè êîìïîçèòà ñîâïàäàþùèõ ïî çíà÷åíèþ ýêñòðåìóìîâ (ìèíèìóìà è
ìàêñèìóìà). Ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè äëÿ ýôôåêòèâíûõ
çíà÷åíèé îáúåìíîãî ìîäóëÿ è ìîäóëÿ ñäâèãà êîìïîçèòà. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû êîëè÷å-
ñòâåííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà ýòèõ çàâèñèìîñòåé âî âñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ îáúåìíîé
êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé ëåæàò â ïðåäåëàõ óñòàíîâëåííûõ äâóñòîðîííèõ îöåíîê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèò; àíèçîòðîïíûå øàðîâûå âêëþ÷åíèÿ; óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè.

Ââåäåíèå

Èçâåñòíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îöåíêå óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà ïî èçâåñòíûì
ñâîéñòâàì åãî ìàòðèöû è àðìèðóþùèõ âêëþ÷åíèé ïðè çàäàííîé îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè
âêëþ÷åíèé [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]. Ýòè ïîäõîäû â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîëó÷èëè ðàçâèòèå â
ðàáîòàõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ èññëåäîâàòåëåé [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18] è áûëè
ðàñïðîñòðàíåíû íà ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ òåïëîôèçè÷åñêèõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñâîéñòâ
ìàòåðèàëîâ [19, 20, 21, 22, 23, 24], à òàêæå èñïîëüçîâàíû ïðè îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ
ïðè êîìáèíèðîâàííûõ âîçäåéñòâèÿõ (íàïðèìåð, ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
òåðìîóïðóãîñòè, ýëåêòðî- è ìàãíèòîóïðóãîñòè êîìïîçèòîâ [25, 26, 27].
Íàðÿäó ñ êîìïîçèòàìè, àðìèðîâàííûìè âîëîêíèñòûìè âêëþ÷åíèÿìè, øèðîêî èñïîëü-

çóþò äèñïåðñíî óïðî÷íåííûå êîìïîçèòû, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå âêëþ÷åíèé ïðèìåíÿþò ÷à-
ñòèöû èç âûñîêîïðî÷íûõ è âûñîêîìîäóëüíûõ ìàòåðèàëîâ, â òîì ÷èñëå íàíîñòðóêòóðíûå
ýëåìåíòû [28, 29, 30, 31]. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äèñïåðñíûå ÷àñòèöû èìåþò áëèçêèå ðàç-
ìåðû âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïîýòîìó ôîðìó òàêèõ ÷àñòèö â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îáû÷íî
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ïðèíèìàþò øàðîâîé [32, 33, 34]. Øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû êîìïîçèòû, íàçûâàåìûå ñôåðî-
ïëàñòèêàìè [35], êîòîðûå ñîäåðæàò äèñïåðñíûå ÷àñòèöû ñòðîãî øàðîâîé ôîðìû. Â êà÷åñòâå
òàêèõ ÷àñòèö íàõîäÿò ïðèìåíåíèå ïîëûå ñòåêëîñôåðû [36, 37, 38].
Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïóáëèêóåìûõ ðàáîò ïî îöåíêå óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê äèñïåðñíî

óïðî÷íåííûõ êîìïîçèòîâ ñâèäåòåëüñòâóåò îá àêòóàëüíîñòè èññëåäîâàíèé â äàííîì íàïðà-
âëåíèè. Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ ïðèìûêàþò è ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå îöåíêå óïðóãèõ ñâîéñòâ
ïîðèñòûõ ìåòàëëîâ, ìåòàëëîêåðàìèêè, ïîëèìåðîâ è ñòðîèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ [39, 40, 41,
42, 43, 44, 45, 46], ïîñêîëüêó îòäåëüíî âçÿòóþ ïîðó äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü êàê àáñîëþòíî
ïîäàòëèâîå âêëþ÷åíèå.
Â áîëüøèíñòâå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ óïðóãèõ ñâîéñòâ

äèñïåðñíî óïðî÷íåííûõ êîìïîçèòîâ, ìàòðèöà êîìïîçèòà è âêëþ÷åíèÿ ñ÷èòàþò èçîòðîï-
íûìè. Â äàííîé ðàáîòå îöåíêè óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà ïîñòðîåíû äëÿ ñëó÷àÿ
øàðîâûõ àíèçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé â èçîòðîïíóþ ìàòðèöó.
Åñëè âñå âêëþ÷åíèÿ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà, òî ïðè èõ íàèáîëåå ïëîòíîé óïàêîâêå, êîãäà â

êàæäîì ñëîå öåíòðûêîíòàêòèðóþùèõìåæäó ñîáîéøàðîâ íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõïðàâèëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ, îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ CV øàðîâûõ âêëþ÷åíèé ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå C◦

V = π/(3
√

2) ≈ 0,7405 [47]. Åñëè íå ó÷èòûâàòü êîíêðåòíûé ðàçìåð âêëþ÷åíèé è
ñ÷èòàòü, ÷òî èõ äèàìåòð ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî äî áåñêîíå÷íî
ìàëîãî, ò.å. âîçìîæíî çàïîëíåíèå âñåõ ïóñòîò ìåæäó êðóïíûìè âêëþ÷åíèÿìè, òî äîïóñòèìî
ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ CV ∈ [0, 1].
Ïðèìåì èçâåñòíûìè îáúåìíûé ìîäóëü K◦ è ìîäóëü ñäâèãà G◦ èçîòðîïíîé ìàòðèöû è

êîìïîíåíòû òåíçîðà Ĉ• êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè àíèçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé. Ðàñïîëîæåíèå
âêëþ÷åíèé ïîëîæèì ñëó÷àéíûì, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü êîìïîçèò ìàêðîñêîïè÷åñêè èçîòðîï-
íûì, îöåíèâàåìûå óïðóãèå ñâîéñòâà êîòîðîãî îïðåäåëèì îáúåìíûì ìîäóëåì K è ìîäóëåì
ñäâèãà G. ×åðåç ýòè ìîäóëè ìîæíî âûðàçèòü ïðîäîëüíûé ìîäóëü óïðóãîñòè (ìîäóëü Þíãà)
E =

9KG

3K + G
è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν =

1
2
− 3G

6K + 2G
êîìïîçèòà [48].

1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ

Óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè èçîòðîïíûõ êîìïîçèòà â öåëîì è åãî ìàòðèöû ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â îäèíàêîâîé òåíçîðíîé ôîðìå [6] (íà ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà)

Ĉ = 3KV̂ + 2GD̂, Ŝ =
1

3K
V̂ +

1

2G
D̂, (1)

ãäå Ĉ è Ŝ | òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè è ïîäàòëèâîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî, à V̂ è D̂ | òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà, ÿâëÿþùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî îáúåìíîé è
äåâèàòîðíîé ñîñòàâëÿþùèìè åäèíè÷íîãî òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà Î = V̂ + D̂. Åñëè èñ-
ïîëüçîâàòü åäèíè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ñ êîìïîíåíòàìè δij , i, j = 1, 2, 3 (δij = 1 ïðè
i = j è δij = 0 ïðè i 6= j), òî êîìïîíåíòû ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðèìóò âèä

Vijmn =
δijδmn

3
, Dijmn = Iijmn − Vijmn, m, n = 1, 2, 3,
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ãäå Iklmn = (δkmδln+δknδlm)/2|êîìïîíåíòû òåíçîðà Î. Ñ ó÷åòîì ýòèõ ôîðìóë, ïðàâèëà ñóì-
ìèðîâàíèÿ ñëàãàåìûõ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ â ñîìíîæèòåëÿõ ëàòèíñêèõ èíäåêñàõ è ðàâåíñòâà
δii = 3 ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî [6] VijmnVmnkl = Vijkl, DijmnDmnkl = Dijkl è VijmnDmnkl = 0,
k, l = 1, 2, 3, ò.å.

V̂ ·· V̂ = V̂, D̂ ·· D̂ = D̂, V̂ ·· D̂ = Ô4, (2)

ãäå Ô4 | òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè, à êàæäàÿ èç òî÷åê ìåæäó
ñîìíîæèòåëÿìè â ïðîèçâåäåíèè òåíçîðîâ îçíà÷àåò ñâåðòûâàíèå ïî èíäåêñó, îäèíàêîâîìó â
îáîèõ ñîìíîæèòåëÿõ [49].
Òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà èìååò äâà ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî ñâîèõ êîìïîíåíò èíâàðèàíòà,

ïîëó÷àåìûõ ñâåðòûâàíèåì ïî äâóì ïàðàì èíäåêñîâ. Äëÿ òåíçîðà, îïðåäåëÿåìîãî ïåðâûì
ðàâåíñòâîì (1), ýòè èíâàðèàíòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ĉ ·· ·· V̂ = Ciimm = 9K, Ĉ ·· ·· D̂ = Cimim − Ciimm

3
= 10G, (3)

à äëÿ òåíçîðà, îïðåäåëÿåìîãî âòîðûì ðàâåíñòâîì (1) |

Ŝ ·· ·· V̂ = Siimm =
1

K
, Ŝ ·· ·· D̂ = Simim − Siimm

3
=

5

2G
. (4)

Âûäåëèì â ðàññìàòðèâàåìîì êîìïîçèòå íåêîòîðûé ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì V0, îñðåä-
íåííûå ïàðàìåòðû êîòîðîãî îòðàæàþò ñâîéñòâà ýòîãî êîìïîçèòà â öåëîì. Îñðåäíåííûå
ïî îáúåìó V0 ëîêàëüíûå çíà÷åíèÿ ŝ(M) è ê(M) òåíçîðîâ ñîîòâåòñòâåííî íàïðÿæåíèé è
äåôîðìàöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êèM ∈ V0 èìåþò âèä

〈ŝ〉 =
1

V0

∫
V0

ŝ(M) dV (M) или 〈ê〉 =
1

V0

∫
V0

ê(M) dV (M),

ãäå óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò îïåðàöèþ îñðåäíåíèÿ.
Ìîäóëè óïðóãîñòè êîìïîçèòà, ñâÿçûâàþùèå ýòè îñðåäíåííûå òåíçîðû, íàçûâàþò ýôôåê-

òèâíûìè [49]. Ââåäåì ýòè ìîäóëè èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà îáúåìíîé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè äåôîðìàöèè â èçîòðîïíîé ñðåäå è â ðåàëüíîì êîìïîçèòå:

1

2
〈ê〉 ·· Ĉ ·· 〈ê〉 =

1

2
〈ŝ〉 ·· Ŝ ·· 〈ŝ〉 =

1

2V0

∫
V0

ŝ∗(M) ·· ê∗(M) dV (M) =

=
1

2V0

∫
V0

C∗
ijmn(M)ε∗mn(M)ε∗ij(M)dV (M)=

1

2V0

∫
V0

S∗
ijmn(M)σ∗

mn(M)σ∗
ij(M)dV (M), (5)

ãäå ŝ∗ è ê∗ | òåíçîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèè ñ êîìïîíåíòàìè ñîîòâåòñòâåííî σ∗
ij è ε∗ij ,

îïðåäåëåííûìè â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 è îïèñûâàþùèìè èñòèííîå
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â ïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå êîìïîçèòà, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ è ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé, à C∗

ijmn è S∗
ijmn |ëîêàëüíûå

çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðîâ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè è ïîäàòëèâîñòè ñîîòâåòñòâåííî.
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2. Ïîñòðîåíèå äâóñòîðîííèõ îöåíîê

Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè S0, îãðàíè÷èâàþùåé ïðåäñòàâèòåëüíûé ýëåìåíò, çàäàíû êèíåìà-
òè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðèâîäÿùèå ê íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïåðåìåùåíèé,
êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåíòû εij(M) = const (M ∈ V0) òåíçîðà äåôîðìàöèè, ñîâïà-
äàþùèå ñ êîìïîíåíòàìè 〈εij〉. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ôóíêöèîíàëà
Ëàãðàíæà [49], äîñòèãàþùåãî ìèíèìóìà íà èñòèííîì ðàñïðåäåëåíèè ïåðåìåùåíèé, ÷òî
ïîçâîëÿåò ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (5) çàïèñàòü, îïóñòèâ îáîçíà÷åíèå òî÷êèM ∈ V0,

1

2

∫
V0

C∗
ijmnεmnεij dV >

1

2

∫
V0

C∗
ijmnε

∗
mnε

∗
ij dV =

V0

2
Cijmn〈εmn〉〈εij〉 dV,

ãäå Cijmn | êîìïîíåíòû òåíçîðà Ĉ. Îòñþäà ñëåäóåò

1

V0

∫
V0

(C∗
ijmn − Cijmn) dV > 0. (6)

Íåðàâåíñòâà (6) ýêâèâàëåíòíû äâóì íåðàâåíñòâàì, ñîäåðæàùèì ëèíåéíûå èíâàðèàíòû
òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà ñ êîìïîíåíòàìè C∗

ijmn − Cijmn [49, 50]:

1

V0

∫
V0

(C∗
iimm − Ciimm) dV > 0,

1

V0

∫
V0

(
C∗

imim − C∗
iimm

3
− Cimim +

Ciimm

3

)
dV > 0,

èëè, ó÷èòûâàÿ èçîòðîïíîñòü òåíçîðîâ Ĉ◦ è Ĉ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè ìàòðèöû è êîìïî-
çèòà ñîîòâåòñòâåííî è ðàâåíñòâà (3), ïîëó÷àåì

C•
iimmCV

9
+ K◦(1 − CV ) > K,

(
C•

imim − C•
iimm

3

)
CV + 10G◦(1 − CV ) > 10G, (7)

ãäå C•
ijmn | êîìïîíåíòû òåíçîðà Ĉ•.

Ïóñòü òåïåðü íà ïîâåðõíîñòèS0 çàäàíû ñèëîâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âûçûâàþùèå âïðåä-
ñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ñ êîìïîíåíòàìè σij(M) = const (M ∈ V0),
ñîâïàäàþùèìè ñ êîìïîíåíòàìè 〈σij〉. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ äîïóñòè-
ìûì äëÿ ôóíêöèîíàëà Êàñòèëèàíî [49], äîñòèãàþùåãî ìàêñèìóìà èñòèííîì ðàñïðåäåëåíèè
íàïðÿæåíèé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ñ ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (4) çàïèñàòü, îïóñòèâ îáîçíà÷åíèå
òî÷êèM ∈ V0,

−1

2

∫
V0

S∗
ijmnσmnσij dV 6 −1

2

∫
V0

S∗
ijmnσ

∗
mnσ

∗
ij dV = −V0

2
Sijmn〈σmn〉〈σij〉 dV,

ãäå Sijmn | êîìïîíåíòû òåíçîðà Ŝ. Îòñþäà ñëåäóþò íåðàâåíñòâà∫
V0

(S∗
ijmn − Sijmn) dV > 0,
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êîòîðûå òàêæå ýêâèâàëåíòíû äâóì íåðàâåíñòâàì, íî ñîäåðæàùèì ëèíåéíûå èíâàðèàíòû
òåíçîðà ñ êîìïîíåíòàìè S∗

ijmn − Sijmn:

1

V0

∫
V0

(S∗
iimm − Siimm) dV > 0,

1

V0

∫
V0

(
S∗

imim − S∗
iimm

3
− Simim +

Siimm

3

)
dV > 0.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì èçîòðîïíîñòè òåíçîðîâ Ŝ◦ è Ŝ êîýôôèöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè ìàòðèöû è
êîìïîçèòà ñîîòâåòñòâåííî è ðàâåíñòâ (4) ñëåäóåò

S•
iimmCV +

1 − CV

K◦ >
1

K
, S•

imimCV +
( 1

3K◦ +
5

2G◦

)
(1 − CV ) >

1

3K
+

5

2G
, (8)

ãäå S•
ijmn | êîìïîíåíòû òåíçîðà Ŝ•.
Èç ïåðâûõ íåðàâåíñòâ (7) è (8) ïîëó÷èì äâóñòîðîííèå îöåíêè îáúåìíîãî ìîäóëÿ K

êîìïîçèòà â âèäå

K+ =
C•

iimmCV

9
+ K◦(1 − CV ) > K >

1

S•
iimmCV + (1 − CV )/K◦ = K−, (9)

èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà (7) íàéäåì âåðõíþþ îöåíêó

G+ =
(
C•

imim − C•
iimm

3

)CV

10
+ G◦(1 − CV ) > G (10)

ìîäóëÿ ñäâèãà G êîìïîçèòà, à èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà (8) | íèæíþþ îöåíêó ýòîãî ìîäóëÿ

G− =
1

2
(
S•

imim − S•
iimm

3

)
CV

5
+

1 − CV

G◦

6 G. (11)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè çíà÷èòåëüíîìðàçëè÷èèóïðóãèõ ñâîéñòâìàòðèöûèâêëþ÷åíèé
ïîëó÷åííûå äâóñòîðîííèå îöåíêè ìîãóò îêàçàòüñÿ äîâîëüíî ãðóáûìè. Îäèí èç ïîäõîäîâ,
ïîçâîëÿþùèé óòî÷íèòü óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà, îñíîâàí íà
ìåòîäå ñàìîñîãëàñîâàíèÿ [1, 3, 6].

3. Ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàíèÿ

Îñîáåííîñòü ïîñòðîåíèÿ îöåíêè óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà ñ øàðîâûìè âêëþ÷å-
íèÿìèìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ ñîñòîèò â ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ îòäåëüíî âçÿòîãî ýëåìåíòà
íåîäíîðîäíîñòè (âêëþ÷åíèÿ èëè ÷àñòèöû ìàòðèöû) ñ îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäîé, èìå-
þùåé îöåíèâàåìûå ìîäóëè óïðóãîñòè [1]. Ïîñëåäóþùåå îñðåäíåíèå ïî îáúåìó êîìïîçèòà
âîçìóùåíèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ â ýòèõ ýëåìåíòàõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàñ÷åòíûå
çàâèñèìîñòè äëÿ èñêîìûõ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì óïðóãîå âçàèìîäåéñòâèå èçîòðîïíîãî øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ ñ çàíè-

ìàþùåé íåîãðàíè÷åííóþ îáëàñòü îêðóæàþùåé ñðåäîé èç òîãî æå ëèíåéíî óïðóãîãî ìàòåðè-
àëà ñ òåíçîðîì Ĉ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè. Ïóñòü èñõîäíûå îäíîðîäíûå äåôîðìèðîâàííîå
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è íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû âìåñòå ñ ýòèì âêëþ÷åíèåì îïðåäåëÿþò òåí-
çîðû äåôîðìàöèè ê0 è íàïðÿæåíèé ŝ0 = Ĉ ·· ê0.
Åñëè ìûñëåííî èçâëå÷ü âêëþ÷åíèå èç îêðóæàþùåé ñðåäû è áåç èçìåíåíèÿ åãî íàïðÿ-

æåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîçäàòü â íåì äîïîëíèòåëüíóþ äåôîðìàöèþ, îïðåäåëÿåìóþ òåíçîðîì ê′′,
òî ïîñëå âîçâðàùåíèÿ âêëþ÷åíèÿ íà ïðåæíåå ìåñòî åãî äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå áóäåò
îïðåäåëÿòü ñóììà òåíçîðîâ ê0 + ê′, ïðè÷åì ê′′ = Ŵ ·· ê′, ãäå [6]

Ŵ = 3
(1 − ν)

1 + ν
V̂ +

15

2

1 − ν

4 − 5ν
D̂. (12)

Ïðè ýòîì íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå âêëþ÷åíèÿ áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü òåíçîð

ŝ′ = Ĉ ·· (ê0 + ê◦ − ê′′) = Ĉ ·· (ê0 + ê◦) − Ĉ ·· Ŵ ·· ê′. (13)

Òåïåðü çàìåíèìøàðîâîå âêëþ÷åíèå òàêèì æå âêëþ÷åíèåì, íî ñâîéñòâà êîòîðîãî îïðåäå-
ëÿåò òåíçîð Ĉ• êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè ðåàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì êîìïî-
çèòå. Ïðè îäèíàêîâîé äåôîðìàöèè â ïðåæíåì è íîâîì âêëþ÷åíèÿõ â ïîñëåäíåì âîçíèêíåò
íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, îïðåäåëÿåìîå òåíçîðîì

ŝ• = Ĉ• ·· (ê0 + ê′). (14)

Òàêàÿ çàìåíà áóäåò ýêâèâàëåíòíà, åñëè íàïðÿæåíèÿ â ïðåæíåì è íîâîì âêëþ÷åíèÿõ ñîâïà-
äóò. Òîãäà, ïðèðàâíÿâ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (13) è (14), íàéäåì òåíçîð ê′ = û• ·· ê0, õà-
ðàêòåðèçóþùèé âîçìóùåíèå äåôîðìàöèè ðåàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îäíîðîäíîãî
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êîìïîçèòà, ãäå

û• = (Ĉ• − Ĉ + Ĉ ·· Ŵ)−1 ·· Ĉ ·· Ŵ − Î, (15)

è òåíçîð èçáûòî÷íûõ íàïðÿæåíèé ∆ŝ• = ŝ′ − ŝ0 = v̂• ·· ê0, ãäå ñ ó÷åòîì ôîðìóë (13) è (15)

v̂• = (Ĉ− Ĉ ·· Ŵ) ·· û•, (16)

õàðàêòåðèçóþùèé âîçìóùåíèå íàïðÿæåíèé â ýòîì âêëþ÷åíèè îòíîñèòåëüíî îäíîðîäíîãî
íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ êîìïîçèòà.
Ôîðìà ÷àñòèö ìàòðèöû, ñâÿçûâàþùåé â êîìïîçèòåøàðîâûå âêëþ÷åíèÿ, ïðè õàîòè÷åñêîì

ðàñïîëîæåíèè âêëþ÷åíèé ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé. Ïðèìåì â êà÷åñòâå ñðåäíåé ñòàòè÷å-
ñêîé ôîðìó ýòèõ ÷àñòèö øàðîâîé. Âçàèìîäåéñòâèå øàðîâîé ÷àñòèöû ìàòðèöû ñ èçîòðîïíîé
îêðóæàþùåé ñðåäîé áóäóò îïðåäåëÿòü ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïîëó÷åííûì âûøå äëÿ
øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ, à èìåííî âîçìóùåíèå äåôîðìàöèè â òàêîé ÷àñòèöå áóäåò îïðåäåëÿòü
òåíçîð ê◦ = û◦ ·· ê0, ãäå

û◦ = (Ĉ◦ − Ĉ + Ĉ ·· Ŵ)−1 ·· Ĉ ·· Ŵ − Î, (17)

à èçáûòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ â ýòîé ÷àñòèöå | òåíçîð ∆ŝ◦ = ŝ◦ − ŝ0 = v̂◦ê0, ãäå

v̂◦ = (Ĉ− Ĉ ·· Ŵ) ·· û◦. (18)
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Îñðåäíåíèå ïî îáúåìó êîìïîçèòà âîçìóùåíèé äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèé ïî âñåì âêëþ-
÷åíèÿì è ÷àñòèöàì ìàòðèöû äîëæíî, ñîãëàñíî ìåòîäó ñàìîñîãëàñîâàíèÿ, ïðèâåñòè ê íóëå-
âîìó ðåçóëüòàòó, ò.å.

〈ê•〉CV + 〈ê◦〉(1 − CV ) = Ô2, 〈∆ŝ•〉CV + 〈∆ŝ◦〉(1 − CV ) = Ô2,

ãäå Ô2 | òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè. Âñå òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà, âõî-
äÿùèå â ëåâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ, âêëþ÷àþò îäèí è òîò æå ìíîæèòåëü ê0, îïðåäåëÿþùèé
ìàêðîñêîïè÷åñêè îäíîðîäíîå äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå êîìïîçèòà. Ïîýòîìó ïðè îñðåä-
íåíèè ýòîò ìíîæèòåëü ìîæíî îïóñòèòü è ïåðåéòè ê îñðåäíåíèþ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà,
îïðåäåëåííûõ ôîðìóëàìè (15){(18):

〈û•〉CV + 〈û◦〉(1 − CV ) = Ô4, 〈v̂•〉CV + 〈v̂◦〉(1 − CV ) = Ô4. (19)

Òåíçîðû v̂◦ è v̂• ïî ñðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâåííî ñ òåíçîðàìè û◦ è û• èìåþò îäèíàêîâûé
äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü Ĉ − Ĉ ·· Ŵ, ÿâëÿþùèéñÿ èçîòðîïíûì òåíçîðîì, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî íå çàâèñÿò îò îðèåíòàöèè êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ïîýòîìó îñðåäíåíèå ëåâûõ ÷àñòåé
îáîèõ ðàâåíñòâ (19) äàñò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò, ò.å. äîñòàòî÷íî îñðåäíèòü áîëåå ïðîñòûå
ïî ñòðóêòóðå òåíçîðû û◦ è û•. Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (15) è (17) ïåðâîå ðàâåíñòâî (19) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

〈(Ĉ• − Ĉ + Ĉ ·· Ŵ)−1〉CV = (Ĉ ·· Ŵ)−1 − (Ĉ◦ − Ĉ + Ĉ ·· Ŵ)−1(1 − CV ). (20)

Îïåðàöèÿ îñðåäíåíèÿ èçîòðîïíûõ òåíçîðîâ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà îïóùåíà.
Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (1), (2) è (12) è çàâèñèìîñòè ν îò K è G íàéäåì

Ĉ ·· Ŵ∗=(3K+4G)V̂+5G
3K+4G

3K+6G
D̂, Ĉ ·· Ŵ∗−Ĉ=4GV̂+G

9K+8G

3K+6G
D̂.

Îïåðàöèÿ îñðåäíåíèÿ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà ðàâíîñèëüíà âû÷èñëåíèþ èõ äâóõ ëèíåé-
íûõ èíâàðèàíòîâ ïóòåì ïîëíîé ñâåðòêè ñ òåíçîðàìè V̂ è D̂ [6, 49]. Òîãäà ñ ó÷åòîì ôîðìóëû
(1) ïðèìåíèòåëüíî ê èçîòðîïíîé ìàòðèöå ðàâåíñòâî (20) áóäåò ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå äâóõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

CV

C•
iimm/3 + 4G

=
1

3K + 4G
− 1 − CV

3K◦ + 4G
,

CV

6
(
C•

imim − C•
iimm/3

)K + 2G

5
+ G(9K + 8G)

=

=
1

5G(3K + 4G)
− 1 − CV

6G◦(K + 2G) + G(9K + 8G)
,

(21)

äîñòàòî÷íûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ýôôåêòèâíûõ çíà÷åíèé îáúåìíîãî ìîäóëÿ K è ìîäóëÿ ñäâèãà
G êîìïîçèòà.
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4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ñíà÷àëà öåëåñîîáðàçíî ïðîâåñòè òåñòèðîâàíèå ïîëó÷åííûõðàñ÷åòíûõ çàâèñèìîñòåé (9){
(11) è (21) ïðèìåíèòåëüíî ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ èçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ ïî
àíàëîãèè ñ ôîðìóëàìè (1) ïðèìåì Ĉ• = 3K•V̂ + 2G•D̂, Ŝ• =

1
3K• V̂ +

1
2G• D̂, ãäå K• è

G•|ñîîòâåòñòâåííî îáúåìíûé ìîäóëü è ìîäóëü ñäâèãà âêëþ÷åíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ñ ó÷åòîì
ðàâåíñòâ (3) â ñîîòíîøåíèÿ (9){(11) è (21) ïîäñòàâèì

C•
iimm

9
=

1

S•
iimm

= K•, C•
imim − C•

iimm

3
= 10G•, S•

imim − S•
iimm

3
=

5

2G• .

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ïî ýòèì ñîîòíîøåíèÿì ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îò
îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè CV âêëþ÷åíèé îòíîøåíèé K̃+ = K+/K◦ è K̂+ = K+/K• (øòðèõ-
ïóíêòèðíûå ëèíèè), K̃− = K−/K◦ è K̂− = K−/K• (ïóíêòèðíûå ëèíèè) è K̃ = K/K◦

è K̂ = K/K• (ñïëîøíûå êðèâûå) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèÿ K = K•/K◦ è
çíà÷åíèè G◦/K◦ = 0,4 (êðèâûå, îòìå÷åííûå ïîçèöèÿìè 1{4, ïîñòðîåíû ïðè çíà÷åíèÿõ G =

= G•/G◦ ñîîòâåòñòâåííî 0,1; 0,5; 2 è 10). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ
çíà÷åíèÿ K ê åäèíèöå âëèÿíèå ïàðàìåòðà G íà çàâèñèìîñòè K̃ è K̂ îò CV îñëàáåâàåò (ïðè
K = 0,5 è K = 2 èçìåíåíèå ýòîãî ïàðàìåòðà íà äâà ïîðÿäêà ïðèâîäèò ëèøü ê íåáîëüøîìó
îòëè÷èþ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ).

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ îöåíîê îáúåìíîãî ìîäóëÿ êîìïîçèòà
îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè èçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé

Øòðèõïóíêòèðíûìè è ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñè-
ìîñòåé îò CV îòíîøåíèé ñîîòâåòñòâåííî G̃+ = G+/G◦, Ĝ+ = G+/G• è G̃− = G−/G◦,
Ĝ− = G−/G• ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà G. Íà ýòîì æå ðèñóíêå ïî ðåçóëüòàòàì
ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (21) ïðè G◦/K◦ = 0,4 è òåõ æå çíà÷åíèÿõ ýòîãî ïàðàìåòðà
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ îöåíîê ìîäóëÿ ñäâèãà êîìïîçèòà
îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè èçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé

ïîñòðîåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îò CV îòíîøåíèé G̃ = G/G◦ è Ĝ = G/G• ïðè K = 10

(ñïëîøíûå êðèâûå) è K = 0,1 (øòðèõîâûå ëèíèè). Âèäíî, ÷òî èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ K íà
äâà ïîðÿäêà îêàçûâàåò ñëàáîå âëèÿíèå íà çàâèñèìîñòè G̃ è Ĝ îò CV .
Äëÿ àíèçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé ñ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèåé êîìïîíåíòû òåíçîðà Ĉ• ìîæíî

ïðåäñòàâèòü ÷åðåç òðè ýëåìåíòà C•
11, C•

12 è C•
44 ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó òåíçîðó ìàòðèöû

øåñòîãî ïîðÿäêà [51]. Â ýòîì ñëó÷àå [48, 49] C•
iimm/3 = 3/S•

iimm = С •
11 + 2C•

12 = 3K•,
С •

imim−C•
iimm/3 = (2G•

1 − 3G•
2) è S•

imim−S•
iimm/3 = 2/G•

1 + 3/(2G•
2), ãäå G•

1 = (С •
11 −C•

12)/2

è G•
2 = C•

44. Ýòè ðàâåíñòâà èñïîëüçîâàíû â ñîîòíîøåíèÿõ (9){(11) ïðè ðàñ÷åòå çàâèñèìî-
ñòåé K̃+, K̂+ è K̃−, K̂− (ñîîòâåòñòâåííî øòðèõïóíêòèðíûå è ïóíêòèðíûå ëèíèè íà ðèñ. 3)
ïðè K = 0,1 è K = 10. Çàâèñèìîñòè K̃ è K̂ îò CV ïðè çíà÷åíèÿõ G1 = G•

1/G
◦ = 10,

G2 = G•
2/G

◦ = 0,1 è G1 = 0,1, G2 = 10, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé (21), ïðåäñòàâëåíû íà ýòîì ðèñóíêå ñïëîøíûìè êðèâûìè ñ ðîìáàìè è òðåóãîëü-
íèêàìè ñîîòâåòñòâåííî. Âèäíî, ÷òî îäíîâðåìåííîå èçìåíåíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ G1 è
G2 íà äâà ïîðÿäêà (êàê è â ñëó÷àå èçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé) ìàëî âëèÿåò íà çàâèñèìîñòè K̃

è K̂ îò CV .
Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îòCV âåðõíåé îöåíêè G̃+ (øòðèõïóíêòèðíûå

ëèíèè) è íèæíåé îöåíêè G̃− (ïóíêòèðíûå ëèíèè) îòíîøåíèÿ G̃ = G/G◦ ïðè G◦/K◦ = 0,4

è ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿõ çíà÷åíèé G1 è G2 (ïóíêòèðíûå ëèíèè, îòìå÷åííûå ïîçèöèÿìè 1{4,
ïîñòðîåíû ïðè ñî÷åòàíèè çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâåííî G1 = 0,1 è G2 = 1,5, G1 = 1,5 è G2 =

= 0,1,G1 = 0,1 èG2 = 0,5,G1 = 0,5 èG2 = 0,1). Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé G̃ îòCV ïðèK = 10

ïðåäñòàâëåíû ñïëîøíûìè êðèâûìè, à ïðèK = 0,1|øòðèõîâûìè ëèíèÿìè. Ïðè çíà÷åíèÿõ
G1 = 1,5 è G2 = 0,1 øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñî ñïëîøíîé êðèâîé, à ïðè
G1 = 0,1 è G2 = 1,5 ñïëîøíàÿ êðèâàÿ è øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîâïàäàþò ñî øòðèõïóíêòèðíîé

http://technomag.bmstu.ru/doc/720691.html 245

http://technomag.bmstu.ru/doc/720691.html


Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ îöåíîê îáúåìíîãî ìîäóëÿ êîìïîçèòà
îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè àíèçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ îöåíîê ìîäóëÿ ñäâèãà êîìïîçèòà
îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè àíèçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé

ëèíèåé. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñïëîøíûìèêðèâûìè ñ òåìíûìèè ñâåòëûìèêðóæêàìèïðåäñòàâëåíû
çàâèñèìîñòè G̃ îòCV â ñëó÷àå èçîòðîïíûõ âêëþ÷åíèé ïðè ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ
ñîîòâåòñòâåííî G = (0,1 + 1,5)/2 = 0,8 è G = (0,1 + 0,5)/2 = 0,3.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèå ∆G = |G1 − G2| õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü àíèçîòðîïèè
âêëþ÷åíèé. Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ýòîãî çíà÷åíèÿ øèðèíà ïîëîñû ìåæäó âåðõ-
íåé è íèæíåé îöåíêàìè âåëè÷èíû G̃ âîçðàñòàåò, ïðèâîäÿ ê ðîñòó âîçìîæíîé ïîãðåøíîñòè
ïðè îöåíêå ýôôåêòèâíîãî çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà.
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Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåííûåîöåíêèóïðóãèõ ñâîéñòâ êîìïîçèòà ñ àíèçîòðîïíûìèøàðîâûìèâêëþ÷å-
íèÿìè ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü êîëè÷åñòâåííóþ çàâèñèìîñòü ýòèõ ñâîéñòâ îò îáúåìíîé êîí-
öåíòðàöèè è óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê âêëþ÷åíèé, à òàêæå âûÿâèòü âëèÿíèå ñâîéñòâ ìàòåðèàëà
ìàòðèöû. Èñïîëüçîâàíèå àëüòåðíàòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ (Ëàãðàíæà è Êàñòèëèàíî), âõîäÿ-
ùèõ â äâîéñòâåííóþ âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó ëèíåéíîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè è
äîñòèãàþùèõ íà èñòèííîì íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè êîìïîçèòà ñîâïàäà-
þùèõ ïî çíà÷åíèþ ýêñòðåìóìîâ (ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà), äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü
äâóñòîðîííèå ãðàíèöû èçìåíåíèÿ èñêîìûõ óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà è òåì ñàìûì
îöåíèòü âîçìîæíóþ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Scope composites as structural materials sensing mechanical stresses are largely determined
by a complex of their elastic properties. Described in the article of review papers devoted to
the elastic properties of the composite, it follows that the problem of theoretical evaluation of
these characteristics, remains relevant. When considering composites reinforced with spherical
inclusions, most famous works of the composite matrix and the inclusion is considered to be
isotropic. However, for use as inclusions of metal particles and nanostructured elements often need
to consider the anisotropy of the elastic characteristics.
In the article for a composite with anisotropic spherical inclusions built two types of estimates of

values of the bulk modulus and shear modulus . As background information used elastic properties
of the matrix and the inclusions and their content by volume in the composite.
The first type is classified as two-sided estimates of desired values that are based on the

dual variational formulation of the linear elasticity problem of an inhomogeneous solid body
containing alternative functionals (Lagrange and Castigliano). These functionals on the true
distribution of strains and stresses in an inhomogeneous body reach the same meaning extremes
(minimum and maximum respectively). On the convergence of the distribution of the Lagrange
functional application allows you to get an upper bound of desired values, and the use of functional
Castigliano | their lower bound.
The second type of assessment is built by self-consistency, this method allows for the interaction

of a single particle on or matrix composite with a homogeneous isotropic medium having measured
the elastic moduli. Averaging over the volume of the composite disturbances arising strains and
stresses in the inclusions andmatrix particles makes it possible to obtain the calculated dependences
for the bulk modulus and shear modulus of the composite. Comparison of these calculations for
these dependenceswith relevant bilateral estimates not only allows you to set the degree of reliability
of the results, but also to quantify their possible error.
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