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В теории форсированных испытаний широко применяются испытания в переменном режиме. 

Они предназначены для определения одинаковых для любых партии однотипных изделий 

функции пересчёта результатов форсированных испытаний на нормальный режим. В большин-

стве случаев пересчёт осуществляется с помощью линейной функции. В работе рассматривает-

ся метод проведения  предварительных исследований, не требующий испытаний в постоянном 

режиме и, кроме того, испытания в переменном режиме проводятся до отказа лишь части изде-

лий. Для анализа результатов таких испытаний используется предложенный авторами крите-

рий однородности двух выборок типа Реньи.   

В настоящей работе методом Монте-Карло исследуются статистические свойства оценки ко-

эффициента ускорения, получаемой минимизацией статистики типа Реньи. Показано, что при 

увеличении объёма выборки оценка сходится к действительному значению коэффициента ус-

корения. Для небольших объёмов выборки наблюдается эффект положительного систематиче-

ского смещения оценки коэффициента ускорения. Для устранения этого эффекта рассчитаны 

поправочные коэффициенты в случае экспоненциального распределения и распределения Вей-

булла. 

Ключевые слова: форсированные испытания, статистики типа Реньи,  испытания в перемен-

ных режимах, непараметрическая статистика, оценки Каплана-Мейера, коэффициент ускоре-

ния 

Введение 

В теории форсированных испытаний испытания с переменной нагрузкой применя-

ются для оценки инвариантной (одинаковой для всех партий) функций пересчёта нарабо-

ток до отказа в форсированном режиме на нормальный режим [1,2,3,4]. В дальнейшем бу-

дем считать, что пересчёт осуществляется с помощью линейной функции  
0 k   , где 

0  ‒ наработка изделия в нормальном режиме, 
‒  в форсированном режиме, k  ‒ коэф-
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фициент ускорения испытаний [5,6,7,8]. Ранее в работах [9,10] для оценки параметра k  

испытания проводились как в переменном )(~ t , так и в постоянном нормальном 0  ре-

жимах. В работах [11,12] был предложен новый метод проведения и обработки результа-

тов предварительных исследований, который позволял определять функции пересчета 

только по испытаниям в переменном режиме, что значительно сокращает время на их 

проведение. Он был основан на применении новой статистики типа Колмогорова – Смир-

нова. Однако использование этой статистики требовало проводить испытания в перемен-

ном режиме до тех пор, пока не откажут все изделия. Это не всегда является возможным. 

В работе [13] для частного случая была доказана возможность оценивать коэффициент 

ускорения, не испытывая все изделия до отказа. Оценка основывалась на минимизации 

статистики критерия типа Реньи. В данной работе обобщен результат работы [13]. Оценка 

коэффициента ускорения, предложенная в работе, основана также на минимизации стати-

стики критерия типа Реньи. Методами статистического моделирования показано, что она 

является состоятельной. Для устранения систематического смешения оценки при неболь-

ших объёмах выборок рассчитаны поправочные коэффициенты. 

 Постановка задачи 

Рассмотрим сначала общую постановку задачи. Предположим, что наработки изде-

лия связаны соотношением 

 
0H :

0 k    (1) 

Пусть 
0 0( ) 1 ( )F t P t   − функция распределения наработок до отказа в нормальном режи-

ме.  

В работе [14] для проверки гипотезы (1) была предложена статистика типа Реньи, 

позволяющая проверять  (1)  по цензурированным данным. Для того, чтобы описать метод 

оценки неизвестного k ,  введем следующие обозначения. 

Изделия в количестве mnN  , разбитые случайным образом на n  групп по m эле-

ментов в каждой, начинают испытываться в режиме 0 , и при первом отказе одного из m  

изделий каждой группы оставшиеся 1m   изделия переключаются в режим  
. 

 Обозначим  
1 2, ,...,i i i

m    – гипотетические наработки до отказа в 0  изделий i -ой 

группы, 
0

i  – наработка до отказа i -ой группы в режиме 0 , 1 ( 1),...,i i

m      ‒ наработки до 

отказа изделий i -ой группы в режиме  . Тогда, очевидно,  0 1min ,...,i i i

m   . Как дока-

зано в [12], при соблюдении некоторых слабых ограничений на распределение наработок 

i , гипотеза (1) эквивалентна статистической гипотезе о том, что выборка 
0

i , 

1 0 1

i i ik    , …, ( 1) 0 ( 1)

i i i

m mk      , 1,i n   извлечена из той же совокупности, что и вы-

борка 
1 2, ,...,i i i

m    с функцией распределения 0 ( )F t . Назовем 
i

j  прогнозными наработками 

j -го изделия i -й группы в нормальном режиме, 1, 1j m  . 
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Обозначим через  1 1 1

0 1 ( 1) 0 1 ( 1), ,..., ,..., , ,...,n n n

m mQ         объединенную выборку из 

всех реальных и прогнозных наработок изделий. Пусть  1

0 0,..., n   – выборка из нара-

боток изделий до первого отказа каждой группы. Её можно рассматривать как прогрес-

сивно цензурированную выборку [15] из совокупности с 0 ( )F t .  Тогда, при справедливо-

сти (1) можно оценить функцию надежности 
0( )P t  по выборкам Q  и   согласно следую-

щим формулам [16]: 

 

 

 

 

 

 

 
 

1

1

1

1

1

2

1, 0,

1
1 , 1 ( 1),

1

0, ,

1 ,

d t

i

q

d t

P t d t n
m n i

d t n

d t
P t

mn





 


 
         
 

 


 

где    1 2,d t d t  – количество элементов выборок   и Q , меньших t . Оценка  P t  назы-

вается оценкой Каплана-Мейера функции  0P t  по цензурированным данным [16]. Оче-

видно, что    1 2d t d t . 

Пусть теперь испытания проводят до тех пор, пока не откажут M  изделий. Потребу-

ем, чтобы M n . Обозначим M
mn

   ‒ глубина цензурирования испытаний, T  − про-

должительность испытаний (она является случайной величиной). Пусть  r  ‒ количество 

отказов 1 2

0 0 0... r T       в нормальном режиме 0 , r n ,   ‒ количество прогнозируе-

мых наработок до отказа 0

i i i

j jk    , для которых , 1, 1, 1,i

j T j m i r     . 

Для проверки справедливости (1) в работе [14] предлагалась статистика типа Реньи, 

которая имеет вид 

 
( ) 1 ( ) 1

(1 ) (1 )
max max ( , )

q q

q

q
P P

q

P Pn n
R m m S P P

P



 
   

 

    

 
  , (2) 

где 
1

( )
1 (1 )

m

m

x
x

m x x





 
, 

r

m n





 ,   .  

В данной статье рассматривается обратная задача. Пусть значение коэффициента ус-

корения k  неизвестно. В качестве оценки предлагается значение k , которое минимизиру-

ет значение статистики (2), arg mink R . Предварительно уточним, что при изменении k  

меняется количество прогнозируемых наработок до отказа  , что приводит к изменению 

как значения   в (2), так и области ( ) 1qP   , по которой вычисляется статистика (2).  
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Моделирование проводится следующим образом.  

1. Моделируются nm  одинаково распределенных случайных величин 
1( ,..., )mn   с функ-

цией распределения  0F t . В качестве  0F t  рассматривались следующие функции рас-

пределения: экспоненциальная (с параметром 0.001  ) и Вейбулла (с параметрами 

0.001  , 1.5p ). Величины 
1( ,..., )mn   в дальнейшем будем также называть наработ-

ками. 

2. Наработки  1 ,..., mn   случайным образом разбиваются на n групп по m величин в ка-

ждой. Элементы i -й группы обозначим  1 ,..., , 1,i i

m i n   . Определяются 

 1min ,...,i i

i m   , а 1 ( 1),...,i i

m    – оставшиеся величины.  

3. Задается коэффициент ускорения k  и вычисляются величины  

( 1)1
1 ( 1)

( )( )
,...,

ii
m ii ii

i m i
k k

  
   






     

— наработки изделий i - ой группы, отказавшие  в форсированном режиме. 

4. Расположим все наработки , , 1, , 1, 1i

i j i n j m      в порядке возрастания и в качестве 

продолжительности испытаний возьмем 100%  порядковую статистику данного вариа-

ционного ряда, обозначим её за T . Определим r  ‒ количество отказов 
1 2 ... r T       в 

нормальном режиме 0 , r n . 

5. Для некоторого значения , 1k k K    определяются  

( 1)1
1 ( 1)

( )( )
,...,

ii
m ii ii

i m ik k
k k

  
   






    , 1,i r . 

Находится   ‒ количество прогнозируемых наработок до отказа, для которых справедли-

во неравенство , 1, 1.i

j T j m     Вычисляется текущая глубина цензурирования 
r

mn





  

и оценка функции надежности 1 1q

r
P

mn





    . 

Для минимизации статистики (2) рассмотрим область ( ) 1qP   . Так как функция 

1
( )

1 (1 )

m

q

q m

q q

P
P

mP P
 

 
возрастает по qP  (легко показать прямым дифференцированием),  

получаем, что 

1 1

(1 )
1

1 (1 ) 1 (1 ) (1 (1 ))

m m
q

m m

q q

P

mP P m




  


  

     
 

Отсюда определяется параметр   в статистике (2), который равен  
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1

(1 )
1

1 (1 )(1 )

m

mm




  


 

  
, 

где 
r

mn





 .  

Вычисляется значение статистики R  . 

6. Методом перебора k  определяется оценка k , минимизирующая значение статистики

R  . 

Для определения статистических свойств оценки k  пункты 1 – 6 необходимо повто-

рить не менее 500 раз. По полученным значениям оценок строится гистограмма этой вы-

борки, а также вычисляются эмпирические среднее k  и дисперсия  2S . 

На рис.1-2 изображены гистограммы полученных оценок k  для различных наборов 

параметров моделирования  , ,m n    для экспоненциального распределения  с параметром 

0.001  , и для распределения Вейбулла с параметрами 0.001, 1.5p   . 

 

 а) 2, 0.6m     б) 3, 0.8m    

Рис. 1. Гистограммы оценок k   для  экспоненциального распределения при 100, 3n k    

 

 а) 2, 0.6m     б) 3, 0.8m    

Рис. 2. Гистограммы оценок k   для распределения Вейбулла при 100, 3n k   
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Результаты моделирования для 100n  приведены в табл.1. 

Таблица 1. Результаты моделирования оценки коэффициента ускорения для 100n    

 

k  

Экспоненциальное распределение, 0.001   Распределение Вейбулла, 0.001, 1.5p    

0.6     0.8   0.6     0.8   

k  
2S  k  

2S  k  
2S  k  

2S  

2m  

2 2,0106 0,5142 2,0673 0,4485 
2,0228 0,4567 2,0303 0,3768 

3 3,1062 0,8672 3,0105 0,6127 3,0221 0,6826 3,0507 0,5984 

4 4,0716 1,0883 4,0894 0,9356 
4,1493 0,9810 4,0736 0,7789 

5 5,0629 1,2514 5,0429 1,0124 5,0336 1,0733 4,9775 0,8722 

6 5,7374 1,10582 5,7724 0,9615 5,7559 1,0269 5,9060 0,8496 

3m   

2 2,0352 0,4188 2,0148 0,4079 2,0255 0,3456 1,9905 0,3188 

3 3,1329 0,7222 3,0045 0,5689 3,0016 0,5335 3,0184 0,4497 

4 4,0610 0,8979 4,0107 0,7330 4,0277 0,7495 3,9986 0,6273 

5 5,0412 1,0313 5,1124 0,9429 5,0202 0,9701 5,0857 0,8118 

6 5,7669 0,9955 5,875 0,8707 5,9173 0,8701 5,9487 0,7854 

 

Результаты моделирования показывают, что для больших объёма данных эмпириче-

ские средние очень незначительно отличаются от теоретических средних, причем диспер-

сии оценок также малы.  

Однако при небольших n  наблюдается некоторое положительное систематическое 

смещение оценки коэффициента ускорения. Поэтому были вычислены поправочные ко-

эффициенты k
k

 для оценки коэффициента ускорения для случая экспоненциального 

распределения и распределения Вейбулла. 

Результаты расчётов приведены в табл.2-3 для параметра 0.6 .  

 

Таблица 2.  Поправочные коэффициенты для экспоненциального распределения с параметром 0.001    

\m n  10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

2 1,0655 1,1182 1,0627 1,0999 1,0546 1,0615 1,0687 1,0284 1,0521 1,0249 

3 1,1205 1,0820 1,0486 1,0549 1,0111 1,0284 1,0409 1,0131 1,0292 1,0236 

 

Таблица 3.  Поправочные коэффициенты для распределения Вейбулла с параметрами 0.001, 1.5p    

\m n  10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

2 1,0823 1,1064 1,0802 1,0595 1,0760 1,0485 1,0521 1,0402 1,0274 1,0373 

3 1,1057 1,1001 1,0109 1,0405 1,0529 1,0388 1,0194 1,0154 1,0232 1,0127 

 

 

На рис.3  представлены сглаженные графики поправочных коэффициентов  в зависимости 

от n для m=3, µ=0.6 в случае экспоненциального распределения  с параметром β=0.001, и 

в случае распределения Вейбулла с параметрами β=0.001, p=1.5. 
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 а) Экпоненциальное распределение, 0.001   б) Распределение Вейбулла, 0.001, 1.5p    

Рис. 3.Поправочный кэффициент для 3, 0.6m     

 

 Представленные графики показывают, что с увеличением n  поправочный коэффи-

циент стремится к единице, что показывает состоятельность оценки коэффициента уско-

рения, полученной при помощи статистического моделирования методом Монте-Карло. 

Заключение 

В работе предложен метод оценки коэффициента ускорения, полученный по резуль-

татам испытаний в переменном режиме при наблюдении 100%  отказавших изделий, 

0 1  . Методом Монте-Карло показано, что оценка коэффициента ускорения по таким 

цензурированным данным, получаемая минимизацией статистики типа Реньи, является 

состоятельной оценкой, которая имеет некоторое положительное смещение для неболь-

ших объёмов данных. Для устранения эффекта смещения рассчитаны поправочные коэф-

фициенты для экспоненциального распределения и распределения Вейбулла. 
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G.D. Kartashov has developed a technique to determine the rapid testing results scaling 

functions to the normal mode. Its feature is preliminary tests of products of one sample including 

tests using the alternating modes. Standard procedure of preliminary tests (researches) is as fol-

lows: ngroups of products with melements in each start being tested in normal mode and, after 

a failure of one of products in the group, the remained products are tested in accelerated mode. In 

addition to tests in alternating mode, tests in constantly normal mode are conducted as well. The 

acceleration factor of rapid tests for this type of products, identical to any lots is determined us-

ing such testing results of products from the same lot. A drawback of this technique is that tests 

are to be conducted in alternating mode till the failure of all products. That is not always is pos-

sible. To avoid this shortcoming, the Renyi criterion is offered. It allows us to determine scaling 

functions using the right-censored data thus giving the opportunity to stop testing prior to all 

failures of products. 

In this work a statistical modeling of the acceleration factor estimation owing to Renyi sta-

tistics minimization is implemented by the Monte-Carlo method. Results of modeling show that 

the acceleration factor estimation obtained through Renyi statistics minimization is conceivable 

for rather large n . But for small sample volumes some systematic bias of acceleration factor 

estimation, which decreases with growth n  is observed for both distributions (exponential and 

Veybull's distributions). Therefore the paper also presents calculation results of correction fac-

tors for a case of exponential distribution and Veybull's distribution. 
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