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Ââåäåíèå

Îäíîé èç èçâåñòíûõ çàäà÷ äëÿ áåñïèëîòíûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ (ÁÏËÀ) ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷à àâòîìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ òðàåêòîðèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çà-
äàííûå ïóòåâûå òî÷êè [1, 2]. Çàäà÷à ñèíòåçà òðàåêòîðèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íàëîæåííûì
íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ îãðàíè÷åíèÿì, äîñòàòî÷íà ñëîæíà. Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ òðåáóåìûõ òðàåêòîðèé äîñòàòî÷íî øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà êîí-
öåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè [4], âêëþ÷àþùèé äâà ýòàïà: çàäàíèå êèíåìàòè÷åñêîé
òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îáúåêòà è îïðåäåëåíèå óïðàâëåíèé, ðåàëèçóþùèõ äàííóþ òðàåêòî-
ðèþ. Ïðåèìóùåñòâîì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íåïîñðåäñòâåííî ñôîðìèðî-
âàòü æåëàåìóþ òðàåêòîðèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ çàäàííûì îãðàíè÷åíèÿì, è èññëåäîâàòü åå
ðåàëèçóåìîñòü. Äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òðàåêòîðèé ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ìåòîä [1, 2], îñíîâàííûé íà êîìïîíîâêå òðàåêòîðèè èç îïðåäåëåííîãî íàáîðà áîëåå
ïðîñòûõ òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâûì ìàíåâðàì (ñìåíà ýøåëîíà, ðàçâîðîòà, ïðÿ-
ìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ è ò.ä.). Ïîñòðîåíèå òèïîâûõ ìàíåâðîâ ìîæåò òàêæå áàçèðîâàòüñÿ íà
êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè.
Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè ïðè èçâåñòíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ñî-

ñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóþò ïîëèíîìèàëüíûé ïîäõîä. Ïðè ýòîì òðàåêòîðèÿ èùåòñÿ
â êëàññå ïîëèíîìîâ çàäàííîé ñòåïåíè, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì
çíà÷åíèÿì ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ ÁÏËÀ â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ òðàåêòîðèè. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïî çàäàííîé ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè íàéòè ðåàëèçóþùåå åå ïðîãðàììíîå óïðà-
âëåíèå, îòîáðàæåíèå "âõîä-âûõîä" ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ÁÏËÀ,
äîëæíî áûòü îáðàòèìûì. Ïîä âõîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîíèìàåòñÿ óïðàâëåíèå, à
ïîä âûõîäîì | ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîìó óïðàâëåíèþ êèíåìàòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ. Îáðà-
òèìîñòü îòîáðàæåíèÿ "âõîä-âûõîä" ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè
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èç çàäàííîãî êëàññà ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùåé çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, íàéäåòñÿ
ðåàëèçóþùåå åå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå è íàîáîðîò, ëþáîìó ïðîãðàììíîìó óïðàâëåíèþ
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü åäèíñòâåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ çàäàí-
íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè 6-ìåðíîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ÁÏËÀ äëÿ çàäàíèÿ ïðîãðàììíûõ òðà-

åêòîðèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëèíîìû 5-é ñòåïåíè îò âðåìåíè [1, 2]. Äëÿ òðàåêòîðèé ñ
ìîíîòîííûì èçìåíåíèåì ýíåðãèè âäîëü òðàåêòîðèè â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé âîç-
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëíóþìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþè ðàññìàòðèâàòü ïîëèíîìû 5-é ñòåïåíè,
ãäå â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ââîäèòñÿ ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÁÏËÀ [2].
Èñïîëüçîâàòü ýíåðãèè â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììíîé

òðàåêòîðèè óäîáíî â ñëó÷àå, êîãäà íå çàäàíî âðåìÿ ïåðåëåòà ÁÏËÀ â çàäàííóþ òî÷êó, à
èçâåñòíû ëèøü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ òðàåêòîðèè.
Èñïîëüçîâàíèå âðåìåíè â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàìì-

íîé òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû, áîëåå óäîáíûì, íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûáîð âðå-
ìåíè ïåðåëåòà îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå êàê íà ôîðìó òðàåêòîðèè òàê è íà äèíàìèêó
äâèæåíèÿ ÁÏËÀ. Ïîýòîìó íàõîæäåíèå âðåìåíè ïåðåëåòà, îáåñïå÷èâàþùåãî âûïîëíåíèå
òðåáóåìûõ îãðàíè÷åíèé íà ñîñòîÿíèå è óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé âàæíîé çàäà÷åé.
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà, îáåñïå÷èâàþùåãî íàõîæäåíèå

ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî âðåìåíè ìàíåâðà ÁÏËÀ, ïðè êîòîðîì ïîñòðîåííûå ïî èçëîæåííîé
â [1] ìåòîäèêå êèíåìàòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ è ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå óäîâëåòâîðÿëè áû íà-
ëîæåííûì íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ îãðàíè÷åíèÿì. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
óêàçàííîé çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ, îäíàêî åå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè.

1. Ïîëó÷åíèå ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ

Ñëåäóÿ [1], ïðèâåäåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ÁÏËÀ, ìåòîä ïîëó÷åíèå ïðî-
ãðàììíîé òðàåêòîðèè è ðåàëèçóþùåãî åå ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ÁÏËÀ êàê ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èìååò âèä

V̇ = (nx − sinϑ)g, Ḣ = V sinϑ,

ϑ̇ =
(ny cos γ − cosϑ)g

V
, L̇ = V cosϑ cosψ,

ψ̇ = −nyg sin γ

V cosϑ
, Ż = −V cosϑ sinψ,

(1)

ãäå V | ïóòåâàÿ ñêîðîñòü; ϑ | óãîë íàêëîíà òðàåêòîðèè; ψ | óãîë êóðñà; H | âûñîòà;
L | ïðîäîëüíàÿ äàëüíîñòü; Z | áîêîâàÿ äàëüíîñòü; nx | ïðîäîëüíàÿ ïåðåãðóçêà; ny |
ïîïåðå÷íàÿ ïåðåãðóçêà; γ | óãîë êðåíà; g | óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ïðè ýòîì
âûñîòà H , ïðîäîëüíàÿ äàëüíîñòü L è áîêîâàÿ äàëüíîñòü Z ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîîðäèíàòû
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ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ ÁÏËÀ â íîðìàëüíîé çåìíîé íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à V ,
ϑ è ψ çàäàþò âåêòîð ñêîðîñòè â òðàåêòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèé ðàññìàòðèâàþò ïåðåãðóçêè nx, ny è óãîë êðåíà γ.
Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òðàåêòîðèþ ïîëåòà ÁÏËÀ ïðèâîäÿùóþ ÁÏËÀ èç íåêîòîðîãî íà-

÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

(H0, L0, Z0, V0, ϑ0, ψ0), (nx0, ny0, γ0) (2)

â çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

(H∗, L∗, Z∗, V∗, ϑ∗, ψ∗), (nx∗, ny∗, γ∗) (3)

çà âðåìÿ t∗, à òàê æå ðàññ÷èòàòü ðåàëèçóþùåå åå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå.
Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íà îñíîâå ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû (1) ê

êàíîíè÷åñêîìó âèäó è èñïîëüçîâàíèÿ êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè [3, 4]. Äëÿ ýòîãî
â êà÷åñòâå íîâûõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèé âûáèðàþò ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

y1 = H, y2 = L, y3 = Z,

y4 = V sinϑ, y5 = V cosϑ cosψ, y6 = −V cosϑ sinψ,
(4)

à â êà÷åñòâå íîâûõ óïðàâëåíèé, íàçûâàåìûõ âèðòóàëüíûìè, âûáèðàþò

v1 = nx, v2 = ny cos γ, v3 = ny sin γ.

Ñîîòíîøåíèÿ (4) â îáëàñòèΩ =
{
|ϑ| < π

2
, |ψ| < π, V > 0

}
çàäàþò ãëàäêóþ íåâûðîæäåííóþ

çàìåíó ïåðåìåííûõ. Îáðàòíàÿ ê (4) çàìåíà ïåðåìåííûõ èìååò âèä

H = y1, L = y2, Z = y3,

V =
√
y2

4 + y2
5 + y2

6, sinϑ =
y4√

y2
4 + y2

5 + y2
6

,

sinψ = − y6√
y2

5 + y2
6

, cosψ =
y5√
y2

5 + y2
6

.

(5)

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (1) ïðèìåò âèä, íàçûâàåìûé êàíîíè÷åñêèì [3]

ẏ1 = y4,

ẏ4 = −g + v1g sinϑ+ v2g cosϑ,

ẏ2 = y5,

ẏ5 = v1g cosϑ cosψ − v2g sinϑ cosψ + v3g sinψ,

ẏ3 = y6,

ẏ6 = −v1g cosϑ sinψ + v2g sinϑ sinψ + v3g cosψ,

(6)

ãäå ϑ è ψ âûðàæàþòñÿ ñîãëàñíî (5). Èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû (6) ïåðåìåííûå y4, y5, y6, ïîëó-
÷àþò ñèñòåìó òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàçðåøèìûõ â îáëàñòè Ω îòíîñèòåëüíî
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óïðàâëåíèé: 

v1 =
(ÿ1 + g) sinϑ+ ÿ2 cosϑ cosψ − ÿ3 cosϑ sinψ

g
,

v2 =
(ÿ1 + g) cosϑ− ÿ2 sinϑ cosψ + ÿ3 sinϑ sinψ

g
,

v3 =
ÿ2 sinψ + ÿ3 cosψ

g
.

(7)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, çàäàííîé â âèäå

yi = yi(t), t ∈ [0, t∗], i = 1, 3, (8)

óðàâíåíèÿ (7) ïîçâîëÿþò íàéòè óïðàâëåíèÿ vi = vi(t), ðåàëèçóþùèå äàííóþ òðàåêòîðèþ.
Íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè (8) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà yi, ẏi, ÿi,
i = 1, 3, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (2)-(3) ñ èñïîëüçîâàíèåì (4) è (6).
Â êà÷åñòâå ôóíêöèé yi(t) èñïîëüçóþò ìíîãî÷ëåíû ïÿòîé ñòåïåíè ñëåäóþùåãî âèäà:

yi(t) =
2∑

j=0

y
(j)
i0

j!
tj +

3∑
j=1

cijt
2+j, i = 1, 3, (9)

ãäå íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû cij , i, j = 1, 3, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ
ñèñòåì óðàâíåíèé:

∆3ci0 + ∆4ci1 + ∆5ci2 = yi∗ − yi0 − ẏi0∆− 0,5ÿi0∆
2,

3∆2ci0 + 4∆3ci1 + 5∆4ci2 = ẏi∗ − ẏi0 − ÿi0∆,

6∆ci0 + 12∆2ci1 + 20∆3ci2 = ÿi∗ − ÿi0,

i = 1, 3,

ãäå ∆ = t∗ 6= 0, ÷òî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé äàííûõ ñèñòåì
óðàâíåíèé.

2. Îïòèìèçàöèîííûé ïîäõîä ê âûáîðó âðåìåíè ìàíåâðà ÁÏËÀ

Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ [1], âûáîð âðåìåíè ìàíåâðà îêàçûâàåò ñå-
ðüåçíîå âëèÿíèå êàê íà âèä ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè, òàê è íà ðåàëèçóþùåå åå ïðîãðàììíîå
óïðàâëåíèå. Êðîìå òîãî, êàê ïðàâèëî, çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è óïðà-
âëåíèÿ. Òàê êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò âèä ïîëèíîìà (9) è ïîëó÷àåìûõ
èç íåãî ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè (8) è ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé (7), òî âîçíèêàåò çàäà÷à âû-
áîðà âðåìåíè ìàíåâðà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü íàëîæåííûå íà ïåðåìåííûå
ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè âðåìåíè ìàíåâðà ÁÏËÀ t∗, îòâå÷àþùåãî çàäàííûì ãðà-

íè÷íûì óñëîâèÿì (2), (3), ïðè íàëè÷èè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ:

H ∈ [Hmin, Hmax], L ∈ [Lmin, Lmax], Z ∈ [Zmin, Zmax],

V ∈ [Vmin, Vmax], ϑ ∈ [ϑmin, ϑmax], ψ ∈ [ψmin, ψmax],
(10)
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è óïðàâëåíèÿ

nx ∈ [nx min, nx max], ny ∈ [ny min, ny max], γ ∈ [γmin, γmax]. (11)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî, äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé âðåìåíè ìàíåâðà t∗, ïðè êîòîðûõ
ïîñòðîåííûå ïðîãðàììíûå òðàåêòîðèÿ è óïðàâëåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì (10), (11).
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî T åñòü îòðåçîê.
Ïóñòü ìíîæåñòâà U è S çàäàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè (10) è (11) ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì

îáðàçîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé:

t∗|u∈U, s∈(Ω∩S), t∗∈T → min, (12)

ãäå u = (nx, ny, γ) âåêòîð óïðàâëåíèé, s = (H,L, Z, V, ϑ, ψ) âåêòîð ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ.
Ïîñêîëüêó â äåéñòâèòåëüíîñòè ìíîæåñòâî T íåèçâåñòíî, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü îöåíêó

T̂ , êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàòü ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (12). Ïîëîæèì
T̂ = [t̂0, t̂∗].
Â êà÷åñòâå íèæíåé ãðàíèöû t̂0 îòðåçêà T̂ ìîæíîèñïîëüçîâàòü âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîåÁÏËÀ

ïðè äâèæåíèè ñ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîé ñêîðîñòüþ ïî ïðÿìîé èç íà÷àëüíîãî â êîíå÷íîå
ïîëîæåíèå:

t̂0 =

√
(L∗ − L0)2 + (H∗ −H0)2 + (Z∗ − Z0)2

Vmax

.

Ïðèâðåìåíèìàíåâðà, ìåíüøåìóêàçàííîãî çíà÷åíèÿ, çàâåäîìîáóäóò íàðóøåíûîãðàíè÷åíèÿ
ïî ñêîðîñòè, òàê ÷òî t̂0 íå ïðåâûøàåò ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîå âðåìÿ ìàíåâðà.
Îïðåäåëåíèå âåðõíåé ãðàíèöû t̂∗ | áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à, ïðåäïîëàãàþùàÿ ó÷åò ðàç-

ëè÷íûõ ôàêòîðîâ, òàêèõ êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è
óïðàâëåíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ìàíåâðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçíûå ñïîñîáû îïðå-
äåëåíèÿ t̂∗. Íàèáîëåå ïðîñòî ýòî âðåìÿ ìîæíî îöåíèòü äëÿ ìàíåâðîâ ñìåíû ýøåëîíà è
ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ:

• ïðè ñìåíå ýøåëîíà t̂∗ =
|(H∗ −H0)|

Vmin
;

• ïðè ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè t̂∗ =

√
(L∗ − L0)2 + (Z∗ − Z0)2

Vmin
.

Äëÿ äðóãèõ âèäîâ ìàíåâðîâ íàèáîëåå îáùèì ñïîñîáîì íàõîæäåíèÿ t̂∗ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
ïîðàçðÿäíîãî ïîèñêà. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüìîìåíòîâ âðåìåíè
t̂i = t̂0+∆t·i, i ≥ 1, äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè ðàññ÷èòûâàåòñÿ òðàåêòîðèÿ è ïðîâåðÿåòñÿ
âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé. Ïîèñê çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà íàéäåíà äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèÿ çàäà÷è (12) ìíîæåñòâî T̂ ìîæåò íå îõâàòûâàòü âñå ìíîæåñòâî

äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé âðåìåíè ìàíåâðà. Äîñòàòî÷íî ëèøü, ÷òîáû îíî âêëþ÷àëî â ñåáÿ èñêî-
ìîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ìàíåâðà. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå t̂∗ ìîæåò áûòü âçÿòî ëþáîå äîïóñòèìîå
âðåìÿ ìàíåâðà. Äîïóñòèìîå âðåìÿ ìàíåâðà ìîæåò áûòü èçâåñòíî, íàïðèìåð, èç çàðàíåå ðàñ-
ñ÷èòàííîé áàçû òèïîâûõ ìàíåâðîâ [1, 2]. Äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò áûòü ñêîìïîíîâàíà
èç îïðåäåëåííîãî íàáîðà ìàíåâðîâ áàçû ìàíåâðîâ Â ýòîì ñëó÷àå äîïóñòèìîå âðåìÿ ïîëåòà
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òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà âðåìåí òèïîâûõ ìàíåâðîâ. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìûé â
äàííîé ñòàòüå àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ìèíèìèçàöèè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ
òèïîâûõ ìàíåâðîâ, âõîäÿùèõ â áàçó.
Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (12) åñòü çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ïðè íàëè÷èè íåÿâíûõ îãðàíè÷åíèé.

Çàìåíèì åå çàäà÷åé áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè, äëÿ ÷åãî ñôîðìèðóåì íîâûé êðèòåðèé

J(tm) =

{
tm, u(t) ∈ U, s(t) ∈ (Ω ∩ S), t ∈ [0, tm];

t̂∗ +
∑6

i=1 ai∆si +
∑3

i=1 bi∆ui, èíà÷å,
(13)

ãäå ∆si | âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îòêëîíåíèÿ i-é ïåðåìåííîé
ñîñòîÿíèÿ îò äîïóñòèìîãî äèàïàçîíà (10); ∆ui | âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå îòêëîíåíèÿ i-ãî óïðàâëåíèÿ îò äîïóñòèìîãî äèàïàçîíà (11); ai, bi | âåñîâûå
ìíîæèòåëè.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.
Ïðèìåð1. Íàéäåììèíèìàëüíîå âðåìÿìàíåâðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàçâîðîòÁÏËÀ

íà 175 ãðàäóñîâ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìàíåâðà ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1,
îãðàíè÷åíèÿ | â òàáë. 2.

Ò à á ë è ö à 1

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â çàäà÷å ðàçâîðîòà ÁÏËÀ íà 175 ãðàäóñîâ

V,
êì
÷

ϑ, ãðàä ψ, ãðàä H, м L, м Z, м nx ny γ, ãðàä

Íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå 80 0 0 1000 0 0 0,0 1,0 0

Êîíå÷íîå
ñîñòîÿíèå 80 0 175 1010 0 −150 0,0 1,0 0

Ò à á ë è ö à 2

Îãðàíè÷åíèÿ íà ñîñòîÿíèå è óïðàâëåíèÿ â çàäà÷å ðàçâîðîòà ÁÏËÀ íà 175 ãðàäóñîâ

V,
êì
÷

ϑ, ãðàä ψ, ãðàä H, м L, м Z, м nx ny γ, ãðàä

Ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå 50 −89 −179 10 0 −2000 −3 0,2 −60

Ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå 100 89 179 3000 3000 2000 3 6,0 60

Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ïðîâîäèëîñü â ñðåäå Matlab ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì áèáëèîòåêè
îïòèìèçàöèè ïàêåòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé êîìáèíàöèþ ìåòîäîâ çîëîòîãî ñå÷åíèÿ è ïà-
ðàáîëè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè [7].
Â êà÷åñòâå âåðõíåé ãðàíèöû âðåìåíè ìàíåâðà t̂∗ âûáðàíî âðåìÿ 11,5 ñ èç áàçû ìàíåâ-

ðîâ [1]. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (12) íàéäåíî ñëåäóþùåå ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå âðåìåíè ìàíåâðà tmin = 9,85 ñ. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïåðåìåííûõ
ñîñòîÿíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, íà ðèñ. 2 | ãðàôèêè óïðàâëåíèé â çàâèñèìîñòè îò
âðåìåíè. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ãðàôèê ñâÿçè áîêîâîé äàëüíîñòè è ïðîäîëüíîé. Ïðè ýòîì íà
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Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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ðèñóíêàõ ñèíèì öâåòîì îáîçíà÷åíû ãðàôèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåíè ìàíåâðà t = 11,5 ñ,
çåëåíûì | âðåìåíè ìàíåâðà t = 9,85 ñ.
Îñëàáëåíèå îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ ïðèâåäåò ê óìåíüøå-

íèþ ìèíèìàëüíîãî äîïóñòèìîãî âðåìåíè ïîëåòà. Òàê, ïðè çàìåíå äèàïàçîíà äîïóñòèìûç
ñêîðîñòåé V ∈ [50, 100] íà äèàïàçîí V ∈ [10, 140] ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ìàíåâðà ñîñòàâëÿåò
tmin = 7,19 ñ. Ãðàôèêè ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèé â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4 ì 5. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ òàêæå ïðèâåäåíû ýòàëîííûå ãðàôèêè èç
áàçû ìàíåâðîâ [1] (ñèíèé öâåò). Èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî õàðàêòåð èçìåíå-
íèÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèé ñóùåñòâåííî íå ïîìåíÿëñÿ, îäíàêî ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ñêîðîñòè V è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîïåðå÷íûõ ïåðåãðóçîê ny âîçðîñëè.

Ðèñ. 5

Ïðèìåð 2. Íàéäåì ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ìàíåâðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé äâèæåíèå â
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. C÷èòàåì, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè Z = 0, òàê ÷òî
Z0 = Z∗ = ψ0 = ψ∗ = γ0 = γ∗ = 0. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3 (âçÿòû èç [1]), îãðàíè÷åíèÿ | â òàáë. 4.

Ò à á ë è ö à 3

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â çàäà÷å äâèæåíèÿ ÁÏËÀ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè

V,
êì
÷

ϑ, ãðàä H, ì L, ì nx ny

Íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå 100 0 100 0 0 1,0

Êîíå÷íîå
ñîñòîÿíèå 105 0 400 800 0 1,0
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Ò à á ë è ö à 4

Îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å äâèæåíèÿ ÁÏËÀ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè

V,
êì
÷

ϑ, ãðàä H, ì L, ì nx ny

Ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå 20 −89 10 0 −3 0,2

Ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå 140 89 3000 3000 3 6,0

Â êà÷åñòâå âåðõíåé ãðàíèöû âðåìåíè ìàíåâðà t̂∗ âûáðàíî âðåìÿ 30 ñ. Â ðåçóëüòàòå
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íàéäåíî ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ìàíåâðà tmin = 26,17 c. Íà ðèñ. 6
ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, íà ðèñ. 7 | ãðàôèêè
óïðàâëåíèé â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Íà ðèñóíêàõ òàêæåïðèâåäåíûñèíèìöâåòîì ãðàôèêè,
ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíîìó äîïóñòèìîìó âðåìåíè ïîëåòà.

Ðèñ. 6

3. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ìàíåâðà ÁÏËÀ ïðè
íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâîäè-
ëîñü ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñîçäàííàÿ ïî ïðåäëîæåííîìó â ðàáîòå àëãî-
ðèòìó ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü îöåíêó âðåìåíè ïåðåîðèåíòàöèè tmin ïðè óêàçàííûõ
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Ðèñ. 7

îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ, à òàêæå ñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïðîãðàììíóþ òðàåêòîðèþ è ðåàëèçóþùåå åå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå.
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïîëó÷åííûå îöåíêè ìèíèìàëüíîãî

âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ìàíåâðà tmin äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýâðèñòè÷åñêèìè îöåí-
êàìè âðåìåíè ìàíåâðà, ïðèâåäåííûìè â [1]. Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ïî-
çâîëÿåò óìåíüøèòü âðåìÿ ïåðåëåòà íà 5{10%. Äëÿ óñèëåíèÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà
ïðåäïîëàãàåòñÿ â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â äîáàâëåíèè ê
èñõîäíûì ïîëèíîìàì (9) ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà, íå âëèÿþùèõ íà âûïîëíåíèå ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé [5, 6]. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êëàññ ôóíêöèé, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðûõ
èùåòñÿ ïðîãðàììíàÿ òðàåêòîðèÿ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò âûáîðîì äàííûõ ôóíêöèé
âëèÿòü íà ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ìàíåâðà. Ýòîò ïîäõîä òàêæå ïîçâîëÿåò
ðàññìîòðåòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ïðè äðóãèõ êðèòåðèÿõ îïòèìèçàöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 12-07-329 è 13-07-00743)
è Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïî ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò
ÍØ-3659.2012.1).
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A problem of constructing spatial trajectories for unmanned aerial vehicles (UAV) and synthesis
of program controls were considered. A nonlinear mathematical model of UAV movement as a
material point along the trajectory was described. A kinematic trajectory is based on the time-
dependent polynomials. Program control implementing this trajectory is based on the concept of
inverse dynamic problems. The purpose of this paper is to determine the minimal time of UAV
maneuver such that the constructed kinematic trajectory and control would satisfy the limits on
the state variables and control. Numerical optimization methods were used to solve this problem.
Results of numerical simulation were also presented.
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