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Ââåäåíèå

Ïîðöèîííûå ðåàêòîðû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ñîâðåìåííîé èíäóñòðèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îäíèõ âåùåñòâ èç äðóãèõ ñ ïîìîùüþ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Â ðåàêòîðå ìîæåò ïðîòåêàòü
íåñêîëüêî õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, è ïðè èõ îïèñàíèè ÷àñòî èñïîëüçóþò îòíîñèòåëüíûå êîí-
öåíòðàöèè âåùåñòâ â èõ îáùåé ñìåñè. Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â
ðåàêòîðå, ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà. Åå ïîääåðæêà â íóæíîì äèàïàçîíå âàæíà êàê äëÿ õèìè÷å-
ñêèõ ðåàêöèé, òàê è äëÿ íàõîæäåíèè ïîðöèîííîãî ðåàêòîðà â ðàáî÷åì ñîñòîÿíèè.
Ïîèñê ðåæèìîâ ðàáîòû ïîðöèîííûõ ðåàêòîðîâ ïðèâîäèò ê çàäà÷àì òåðìèíàëüíîãî óïðà-

âëåíèÿ, âêëþ÷àþùèì îãðàíè÷åíèÿ íà ñîñòîÿíèå è óïðàâëåíèå. Îäíà èç òàêèõ çàäà÷ ðàññìî-
òðåíà â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Åå îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ óïðàâëåíèåì, îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññ, ïðîòåêàþùèé â ïîðöèîííîì ðåàêòîðå, íå
ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìîé, à íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ çàäàíû äëÿ âñåãî âåêòîðà ñîñòîÿ-
íèÿ. Ïðåäëîæåííîå ðåøåíèå îñíîâàíî íà ïåðåõîäå â ýòîé ñèñòåìå îò ñòàðîé íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé (âðåìåíè) ê íîâîé è ïîñëåäóþùåì ïðåîáðàçîâàíèè ñèñòåìû ê íåñòàöèîíàðíîìó
êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòîäà îðáèòàëüíîé ëèíåàðèçàöèè íà áîëåå øèðîêèé êëàññ àôôèííûõ
ñèñòåì ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíîé ëèíåàðèçàöèè îáðàòíîé ñâÿçüþ.
Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 1 ñôîðìóëèðîâàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Â ðàçä. 3 îïèñàíî ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ óïðàâëåíèåì ê
íåêîòîðîìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîì îðáèòàëüíîé ëèíåàðèçàöèè. Â ðàçä. 4 ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíàÿ òåðìèíàëüíàÿ çàäà÷à òðàíñôîðìèðóåòñÿ â òåðìèíàëüíóþ çà-
äà÷ó äëÿ ñèñòåìû êàíîíè÷åñêîãî âèäà, êîòîðàÿ â ðàçä. 2 è 5 àíàëèçèðóåòñÿ è ðåøàåòñÿ.
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Â ðàçä. 6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ. Â çà-
êëþ÷åíèè ïðèâåäåíî êðàòêîå îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïîðöèîííûé ðåàêòîð, â êîòîðîì èñõîäíîå âåùåñòâî A ïðåâðàùàåòñÿ â âåùå-
ñòâîB, êîòîðîå çàòåì ïðåâðàùàåòñÿ â âåùåñòâî C. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêîãî ïîðöèîí-
íîãî ðåàêòîðàìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþøåé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
[1, 2, 3, 4]: 

ĊA = −k1(T )C2
A,

ĊB = k1(T )C2
A − k2(T )CB,

Ṫ = γ1k1(T )C2
A + γ2k2(T )CB + a0 + a1T + (b0 + b1T )v,

(1)

ãäå CA, CB | îòíîñèòåëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâ A è B â ñìåñè â ïîðöèîííîì ðåàêòîðå;
T | àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà; γ1, γ2, a0, a1, b0, b1 | ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû; v |
óïðàâëåíèå (áåçðàçìåðíîå). Â ñèñòåìå (1) òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè

t ∈ [0; ∞), ò.å. ˙(.) =
d(.)
dt
.

Êîýôôèöèåíòû k1(T ) è k2(T ), õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòè ïðîòåêàíèÿ õèìè÷åñêèõ ðåàê-
öèé, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

k1(T ) = A10e
−E1/(RT ), k2(T ) = A20e

−E2/(RT ).

ãäå E1, E2 | ýíåðãèè àêòèâàöèè (íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå); R | óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ
ïîñòîÿííàÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç x = (CA, CB, T ) âåêòîð ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1). Èç ôèçè-

÷åñêîãî ñìûñëà ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ è ðåàëèçóåìîñòè òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ñëåäóåò,
÷òî äîïóñòèìûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1) îáðàçóþò ìíîæåñòâî Ω ⊂ R3 = {(CA, CB, T )}, çà-
äàííîå íåðàâåíñòâàìè

0 < CA < 1, 0 < CB < 1, CA + CB 6 1, 0 < Tmin < T < Tmax, ĊB > 0, (2)

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ñèëó ñèñòåìû (1) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ k1(T )C2
A−k2(T )CB > 0

è âûðàæàåò äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå ê äèíàìèêå ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, öåëüþ êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå âåùåñòâà B.
Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

x
∣∣
t=0

= x0 = (CA0, CB0, T0) ∈ Ω, x
∣∣
t=t∗

= x∗ = (CA∗, CB∗, T∗) ∈ Ω, (3)

è òðåáóåòñÿ íàéòè óïðàâëåíèå v, êîòîðîå â ìíîæåñòâåΩ ïåðåâîäèò ñèñòåìó (1) èç íà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ x0 â êîíå÷íîå ïîëîæåíèå x∗ çà íåêîòîðîå êîíå÷íîå âðåìÿ t∗.
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2. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ òåðìèíàëüíîé çàäà÷è

Îáîçíà÷èì ñóììó îòíîñèòåëüíûõ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâA èB â ìîìåíò âðåìåíè t ÷åðåç
e(t). Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (1) ñëåäóåò, ÷òî

ė(t) = ĊA + ĊB = −k2(T )CB < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ e(t) óáûâàåò âäîëü òðàåêòîðèè ñèñòåìûïðè ëþáîìóïðàâëåíèè. Ýòî
îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî â ñèñòåìå (1) ïàðàëëåëüíî îñíîâíîé ðåàêöèè, â êîòîðîé èç âåùåñòâà
A îáðàçóåòñÿ âåùåñòâî B, èäåò õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ, â êîòîðîé èç âåùåñòâà B îáðàçóåòñÿ
âåùåñòâî C. Ïîýòîìó â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè âñåãäà âûïîëíåíî óñëîâèå

e(t∗) < e(0),

êîòîðîå äàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ òåðìèíàëüíîé çàäà÷è

CA∗ + CB∗ < CA0 + CB0. (4)

Àíàëîãè÷íî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) ñëåäóåò, ÷òî ĊA < 0. ÏîýòîìóCA óáûâàåò
âäîëü òðàåêòîðèè ñèñòåìû ïðè ëþáîì óïðàâëåíèè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

CA∗ < CA0. (5)

Åùå îäíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ òåðìèíàëüíîé çàäà÷è ñëåäóåò
èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ïåðåìåííõ CA è CB:

e(0) = CA0 + CB0 6 1. (6)

Äàëåå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâà (4){(6) âûïîëíåíû äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé (3).
Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî (6) ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì, òî òðåòüå óñëîâèå â (2) âûïîë-

íÿåòñÿ âäîëü ëþáîé òðàåêòîðèè, âûõîäÿùåé èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.

3. Îðáèòàëüíàÿ ëèíåàðèçàöèÿ

Ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé. Îäèí èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òåðìèíàëüíûõ çàäà÷ äëÿ
àôôèííûõ ñèñòåì îñíîâàí íà èõ ïðåîáðàçîâàíèè ê ðåãóëÿðíîìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó [5].
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî E1 < E2. Ïðè E1 6= E2 ñèñòåìà (1) íå ïðåîáðàçóåòñÿ ê êàíîíè-

÷åñêîìó âèäó. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ òåðìèíàëüíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (1) âîñïîëüçóåìñÿ
ìåòîäîì îðáèòàëüíîé ëèíåàðèçàöèè [1, 6].
Âûïîëíèì â ñèñòåìå (1) çàìåíó ïåðåìåííîé t. Èñïîëüçóåì íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðå-

ìåííóþ τ , êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ âðåìåíåì t ñîîòíîøåíèÿìè
dτ

dt
= k1(T )C2

A (7)

è τ = 0 ïðè t = 0. Ýòî èíòåãðèðóåìàÿ çàìåíà íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé â îáëàñòè CA > 0

[7], ïîñêîëüêó, âî-ïåðâûõ, â ýòîé îáëàñòè τ̇ > 0, à âî-âòîðûõ, τ̇ = −ĊA è ïîýòîìó ñ ó÷åòîì
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ â (3) τ = CA0 − CA.
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Ïåðåìåííóþ τ íàçûâàþò ìàñøòàáèðîâàííûì âðåìåíåì, à 1
k1(T )C2

A

|ôóíêöèåé ìàñøòà-

áèðîâàíèÿ âðåìåíè [1].
Ïîñëå ïåðåõîäà â ñèñòåìå (1) ê íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé τ ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà,

ýêâèâàëåíòíàÿ àôôèííîé íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìå âòîðîãî ïîðÿäêà. Äåéñòâèòåëüíî, âûïîë-
íèâ â ñèñòåìå (1) çàìåíó (7) íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷èì

C ′
A = −1,

C ′
B = 1− k2(T )CB

k1(T )C2
A

,

T ′ = u,

(8)

ãäå

u =
γ1k1(T )C2

A + γ2k2(T )CB + a0 + a1T + (b0 + b1T )v

k1(T )C2
A

|

íîâîå óïðàâëåíèå, à øòðèõ îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ìàñøòàáèðóåìîìó âðåìå-

íè τ , ò.å. (.)′ =
d(.)
dτ
.

Ïîñêîëüêó
CA = CA0 − τ, τ ∈ [0, CA0), (9)

òî èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8) ïîëó÷àåì äâóìåðíóþ íåñòàöèîíàðíóþ ñè-
ñòåìó

C ′
B = 1− k2(T )CB

k1(T )(CA0 − τ)2
, T ′ = u (10)

ñ ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé Ω̂ â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé R3 =

= {(CB, T, τ)}. Ñîãëàñíî (2) ìíîæåñòâî Ω̂ çàäàíî íåðàâåíñòâàìè

0 6 τ < CA0, 0 < CB < 1, CA0 − τ + CB 6 1, Tmin < T < Tmax, C ′
B > 0. (11)

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (10) ïðåîáðàçóåòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â íåêîòîðîé îáëàñòè åå
ðàñøèðåííîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé [5]. Ñèñòåìà ôóíêöèé

y = CB,

y′ = 1− k2(T )CB

k1(T )(CA0 − τ)2
,

τ = τ

(12)

çàäàåò îòîáðàæåíèå Φ, ñîõðàíÿþùåå íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, èç ìíîæåñòâà Ω̂ ⊂ R3 =

= {(CB, T, τ)} â R3 = {(y, y′, τ)}.
Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå Ψ = Φ−1 èìååò âèä

CB = y,

T =
E1 − E2

R(ln(A10(1− y′)(CA0 − τ)2)− ln(A20y))
,

τ = τ.

(13)

Îíî îïðåäåëåíî â îáëàñòè Ωy = Φ(Ω̂), çàäàííîé íåðàâåíñòâàìè

0 6 τ < CA0, 0 < y < 1, CA0 − τ + y 6 1, ψ−(y, τ) < y′ < ψ+(y, τ), y′ > 0, (14)
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ãäå äâîéíîå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî y′ ñâÿçàíî ñ îãðàíè÷åíèåì íà òåìïåðàòóðó, â êîòîðîì

ψ−(y, τ) = 1− A20y

A10(CA0 − τ)2
e

E1−E2

RTmin , ψ+(y, τ) = 1− A20y

A10(CA0 − τ)2
e

E1−E2

RTmax < 1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ : Ω̂ → Ωy ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì,
à àôôèííàÿ ñèñòåìà (10) íà ìíîæåñòâå Ω̂ ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå êàíîíè÷åñêîãî âèäà íà
ìíîæåñòâå Ωy. Äëÿ åå íàõîæäåíèÿ âûïîëíèì â ñèñòåìå (10) çàìåíó ïåðåìåííûõ (12). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

y′′ = f(y, τ) + g(y, τ)u, y = (y, y′), (y, τ) ∈ ωy. (15)

ãäå

f(y, τ) = −k2(T )
k1(T )

(
y′

(CA0 − τ)2
+

2y
(CA0 − τ)3

)
, g(y, τ) =

(1− y′)(E1 − E2)
RT 2

,

à òåìïåðàòóðà T îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì ðàâåíñòâîì â (13). Â ñèñòåìå êàíîíè÷åñêîãî âèäà (15)
êîýôôèöèåíò ïðè óïðàâëåíèè â îáëàñòè Ωy íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, ò.å. îíà ðåãóëÿðíà â ýòîé
îáëàñòè.

4. Ïåðåôîðìóëèðîâêà òåðìèíàëüíîé çàäà÷è

Äèôôåîìîðôèçì Φ ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ ñèñòåìû êàíîíè÷åñêîãî âèäà (15)
ýêâèâàëåíòíóþ òåðìèíàëüíóþ çàäà÷ó: íàéòè ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå u, êîòîðîå ïåðåâîäèò
ñèñòåìó (15) â ìíîæåñòâå Ωy èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ

(y0, 0) = Φ(CB0, T0, 0) (16)

ïðè τ = 0 â êîíå÷íîå ïîëîæåíèå

(y∗, τ∗) = Φ(CB∗, T∗, τ∗), (17)

ïðè τ = τ∗ = CA0 − CA∗.
Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è èçìåíèì îãðàíè÷åíèÿ (14) íà ñîñòîÿíèÿ. Íå áóäåì ó÷èòûâàòü

òðåòüå óñëîâèå, ïîñêîëüêó îíî âûïîëíåíî âäîëü ëþáîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû ïðè ñäåëàííûõ
â ðàçä. 2 ïðåäïîëîæåíèÿõ. Âòîðîå óñëîâèå çàìåíèì íà 0 < ymin =

A10

A20
< y < 1, à äâà

ïîñëåäíèõ óñëîâèÿ | íà 0 < y′ < 1. Ïðè ýòîì èñõîäíîå îãðàíè÷åíèå íà òåìïåðàòóðó âäîëü
òðàåêòîðèé ñèñòåìû ìîæåò íàðóøàòüñÿ è åãî ó÷åò ïðè ðåøåíèè òåðìèíàëüíîé çàäà÷è íóæíî
ïðîâåðÿòü è îáåñïå÷èâàòü äîïîëíèòåëüíî.
Ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå, ïðèõîäèì ê çàäà÷å òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû

êàíîíè÷åñêîãî âèäà (15), ðåãóëÿðíîé íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé Ω̂y, çàäàííîì
íåðàâåíñòâàìè

0 6 τ < CA0, ymin < y < 1, 0 < y′ < 1, (18)

ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (y0, 0), (y∗, τ∗) ∈ Ωy.
Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ−1, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèÿìè (13), ÿâëÿåòñÿ äèôôåî-

ìîðôèçìîì ìíîæåñòâà Ω̂y íà ìíîæåñòâî Φ−1(Ω̂y), ïðè÷åì âåëè÷èíà T â îáëàñòè Ω̂y ïðèíè-
ìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
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5. Ðåøåíèå òåðìèíàëüíîé çàäà÷è

Êàæäîå ðåøåíèå òåðìèíàëüíîé çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îïðå-
äåëÿåò äóãó íåïðåðûâíîé êðèâîé y′ = ψ(y) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè yOy′, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ
â îáëàñòè

ymin < y < 1, 0 < y′ < 1 (19)

è ñîåäèíÿåò íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå y0 ñ êîíå÷íûì ñîñòîÿíèåì y∗. Ýòó äóãó ìîæíî çàäàòü
ïàðàìåòðè÷åñêè

y = ξ(τ), y′ = ξ′(τ) = ψ(ξ(τ)),

ãäå ôóíêöèÿ y = ξ(τ), τ ∈ [0, τ∗], ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè y′ = ψ(y), y|τ=0 = y0.
Äâèæåíèå ïî äóãå ðåàëèçóåòñÿ ïðîãðàììíûì óïðàâëåíèåì

u(τ) =

dψ(ξ(τ))
dξ

ψ(ξ(τ))− f(ξ(τ), ψ(ξ(τ)), τ)

g(ξ(τ), ψ(ξ(τ)), τ)
. (20)

Ìàñøòàáèðîâàííîå âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî äóãå ìîæíî íàéòè èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = ψ(y):

τ∗ =

y∗∫
y0

dy

ψ(y)
.

Ôóíêöèþ ψ(y) áóäåì èñêàòü â âèäå

ψ(y) = ψc(y) = ky + b+ cd(y), (21)

ãäå ôóíêöèÿ d(y) ∈ C1[y0, y∗] ðàâíà íóëþ íà êîíöàõ îòðåçêà [y0, y∗], à êîýôôèöèåíòû

k =
y′∗ − y′0
y∗ − y0

, b =
y′0y∗ − y′∗y0

y∗ − y0

âûáðàíû òàê, ÷òî ïðè c = 0 ãðàôèê ôóíêöèè y′ = ψ0(y) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ íà
ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå y0 è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå y∗. Îò-
ðåçîê ýòîé ïðÿìîé, çàêëþ÷åííûé ìåæäó ãðàíè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè, ñîäåðæèòñÿ â îòêðûòîé
îáëàñòè (19). Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òàêèå c− è c+, c− < 0 < c+, ÷òî ïðè âñåõ c ∈ (c−, c+) äóãà
êðèâîé ψc(y) = ky + b + cd(y), çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè, òîæå ñîäåðæèòñÿ
â îáëàñòè (19). Ìàñøòàáèðîâàííîå âðåìÿ τ(c) äâèæåíèÿ ïî ýòîé äóãå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà
с ñîãëàñíî ôîðìóëå

τ(c) =

y∗∫
y0

dy

ψc(y)
.

Åñëè óðàâíåíèå τ(c) = τ∗ èìååò ðåøåíèå c = c∗ ∈ (c−, c+), òî ìû èìååì äóãó êðèâîé
ψ(y) = ψc∗(y), âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ τ∗; ïðè ýòîì óïðàâëåíèå (20) äëÿ
ψc∗(y) èìååò âèä

uc∗(τ) =

dψc∗(ξ(τ))
dξ

ψc∗(ξ(τ))− f(ξ(τ), ψc∗(ξ(τ)), τ)

g(ξ(τ), ψc∗(ξ(τ)), τ)
. (22)
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Óïðàâëåíèå (22) ïåðåâîäèò ñèñòåìó (15) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (16) â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå
(17) ïî òðàåêòîðèè y = y(τ) = ξ(τ), y′ = y′(τ) = ψc∗(ξ(τ)), τ ∈ [0, τ∗]. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ñèñòåìû êàíîíè÷åñêîãî âèäà íàéäåíî ïðîãðàììíîå äâèæåíèå (uc∗(τ), ξ(τ), ψc∗(ξ(τ))),
ñîäåðæàùååñÿ â îáëàñòè ðåãóëÿðíîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óïðàâëåíèå â âèäå îáðàòíîé
ñâÿçè, îáåñïå÷èâàþùåå äèíàìèêó ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â îòêëîíåíèÿõ îò ïðîãðàììíîé
òðàåêòîðèè â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì

y′′ − y′′(τ) + c1(y
′ − y′(τ)) + c0(y − y(τ)) = 0,

ãäå c1 > 0, c0 > 0. Ïðè òàêîì âûáîðå ïîñòîÿííûõ c1, c0 ïðîãðàììíàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Óêàçàííîå óïðàâëåíèå èìååò
âèä [5]

u = us =

dψc∗(ξ(τ))
dξ

ψc∗(ξ(τ))− f(y, τ)− c1(y′ − y′(τ)) + c0(y − y(τ))

g(y, τ)
. (23)

Óïðàâëåíèþ (23) ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîå óïðàâëåíèå v äëÿ ñèñòåìû (1)

v = vs =
k1(T )C2

Aus − γ1k1(T )C2
A − γ2k2(T )CB − a0 − a1T

b0 + b1T
(24)

Ïîñêîëüêó τ = CA0 − CA, òî óïðàâëåíèå vs çàïèñàíî â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè, òàê êàê çàâèñèò
òîëüêî îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ x = (CA, CB, T ) ñèñòåìû (1) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïîëó-
÷åííîå óïðàâëåíèå (24) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òåðìèíàëüíîé çàäà÷è (3) äëÿ ñèñòåìû (1), åñëè
âûïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ íà òåìïåðàòóðó è íåò îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå v.
Â ðàññìàòðèâàåìîìïîðöèîííîì ðåàêòîðå òåõíè÷åñêè ðåàëèçóåìûìè óïðàâëåíèÿìè ÿâëÿ-

þòñÿ òåìïåðàòóðà ïîäàâàåìîãî ïàðà è êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è òåïëà îêðóæàþùåé îáìîòêè.
Èõ íàèáîëüøèå è íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ âûáèðàþòñÿ èç òåõíîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé èëè
îãðàíè÷åíèé, ïðîäèêòîâàííûõ íàäåæíîñòüþ. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ óïðàâëåíèé ìîæíî ðåàëèçî-
âàòü òîëüêî òå çíà÷åíèÿ v, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [0, 1]. Îòìåòèì, ÷òî v = 0 îçíà÷àåò
íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü îõëàæäåíèÿ ñìåñè, v = 1 | íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü åå íàãðåâàíèÿ.
Äëÿ ó÷åòà îãðàíè÷åíèÿ v ∈ [0, 1] ìîæíî èñïîëüçîâàòü óïðàâëåíèå

v = v∗ =


0, vs < 0;

vs, vs ∈ [0; 1];

1, vs > 1.

(25)

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè óïðàâëåíèå (24) íå âûõîäèò çà îãðàíè-
÷åíèÿ, ò.å. v∗ = vs. Òîãäà òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû â ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ y, y′ óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ y′ = ψc∗(y) è èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîïàäàåò â êîíå÷íîå ïðè τ = τ∗. Ïîýòîìó
âðåìÿ t∗, òðåáóþùååñÿ äëÿ ïåðåâîäà ñèñòåìû èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå, ðàâíî
t|τ=τ∗ è ìîæåò áûòü íàéäåíî ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà îòðåçêå [0; τ∗] ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 

dt

dτ
=

1
k1(T )(CA0 − τ)2

,

dy

dτ
= ψc∗(y),

(26)
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ãäå
T =

E1 − E2

R(ln(A10(1− ψc∗(y))(CA0 − τ)2)− ln(A20y)
,

ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè t|τ=0 = 0, y|τ=0 = y0. Åñëè ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè òåìïå-
ðàòóðà îñòàâàëàñü â çàäàííûõ ãðàíèöàõ, òî óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì òåðìè-
íàëüíîé çàäà÷è.
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè óïðàâëåíèå (24) â êàêîé-òî ìîìåíò

âðåìåíè âûõîäèò çà îãðàíè÷åíèÿ. Òîãäà çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèé v∗ è vs ñòàíîâÿòñÿ ðàçíûìè
è òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû â ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ y, y′ ñìåùàåòñÿ ñ êðèâîé y′ = ψc∗(y). Åñëè
çàòåì, ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè óïðàâëåíèå (24) îïÿòü óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì,
òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû â ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ y, y′ áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê êðèâîé y′ =

ψc∗(y), ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè íàõîæäåíèè óïðàâëåíèÿ (23) íà ýòàïå ñòàáèëèçàöèè. Åñëè
â ðåçóëüòàòå â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t̂∗ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ïîïàäàåò â îêðåñòíîñòü
ñîñòîÿíèÿ x∗, îïðåäåëÿåìóþ äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòüþ ðåøåíèÿ òåðìèíàëüíîé çàäà÷è, òî
îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, êàê è â ñëó÷àå 1, âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé ïî òåìïåðàòóðå.
Åñëè íå âûïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ ïî òåìïåðàòóðå èëè ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ òåðìèíàëü-

íîé çàäà÷è íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, òî â àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ óïðàâëåíèÿ (25) ìîæíî
âíåñòè ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ: à) çàäàòü äðóãèå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ c1,0 â óïðàâëåíèè (23);
á) âûáðàòü äðóãóþ ôóíêöèþ d(y).
Â êà÷åñòâå ôóíêöèè d(y) ìîæíî ôèêñèðîâàòü, íàïðèìåð, ôóíêöèþ (y − y0)

α(y∗ − y)β ,
α > 1, β > 1 èëè arctg(α(y − y0)) arctg(β(y∗ − y)), α > 0, β > 0. Åñëè ôèêñèðîâàííàÿ
ôóíêöèÿ d(y) íåîòðèöàòåëüíà íà îòðåçêå [y0, y∗], òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
τ(c) = τ∗ â èíòåðâàëå (c−, c+) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ τ∗ ∈ (τ(c+), τ(c−)). Ïà-
ðàìåòðû ôóíêöèè d(y) òèïà α, β ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà
òåìïåðàòóðó, óïðàâëåíèå èëè äëÿ óëó÷øåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ.

6. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1) ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ [2, 3, 4]

A10 = 1,1 ñ−1; a0 = 4,3145− a1273, 15 Ê · ñ−1,
A20 = 172,2 ñ−1; b1 = 0,0515 ñ−1,
E1 = 20900 êÄæ · êã−1 · Ê−1; b0 = 1,4962− b1273, 15 Ê · ñ−1,
E2 = 41800 êÄæ · êã−1 · Ê−1; γ0 = 41,8 Ê · ñ−1,
a1 = −0,1099 ñ−1, γ1 = 83,6 Ê · ñ−1.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

x0 = (0,993, 0,007, 298), x∗ = (0,693, 0,3, 333), (27)

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì (4){(6) ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ òåðìèíàëü-
íîé çàäà÷è.
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Ôèêñèðóåì ôóíêöèþ d(y) â âèäå

d(y) = (y − y0)(y∗ − y). (28)

Â ýòîì ñëó÷àå c− = −38,48, c+ = 0,67. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ìàñøòàáèðîâàí-
íîãî âðåìåíè äâèæåíèÿ ïî êðèâîé y′ = ψc(y) îò ïàðàìåòðà c.

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ìàñøòàáèðîâàííîãî âðåìåíè τ îò ïàðàìåòðà c

Çíà÷åíèå τ(c) ëåæèò â äèàïàçîíå [0,2978; 0,9791], à â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè (27) τ∗ = 0,3. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå c∗ óðàâíåíèÿ τ(c) = τ∗, êîòîðîå
íàéäåííî ÷èñëåííî è ðàâíî c∗ = 0,2094. Âðåìÿ t∗ = 676 ñ è íàéäåíî ïóòåì ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (26).
Ïðè âû÷èñëåíèè óïðàâëåíèÿ â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ ñèñòåìû êàíîíè÷åñêîãî âèäà

èñïîëüçîâàíû çíà÷åíèÿ c1 = 1, c0 = 0,25.
Â õîäåìàòåìàòè÷åñêîãîìîäåëèðîâàíèÿ îêàçàëîñü, ÷òî çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ vs íå âûõîäÿò

çà îãðàíè÷åíèÿ.
Íà ðèñ. 2{6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â âèäå ãðàôèêîâ çàâèñè-

ìîñòåé îò âðåìåíè ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è óïðàâëåíèé ïðè c = c∗.
Ïðè t = t∗ = 676 â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ áûëî ïîëó÷åíî êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ñè-

ñòåìû (0,6929, 0,3002, 333,1451), ÷òî äåìîíñòðèðóåò ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ïîñòà-
âëåííîé òåðìèíàëüíîé çàäà÷è.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà A îò âðåìåíè t ïðè c = 0,2094

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà B îò âðåìåíè t ïðè c = 0,2094
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû T îò âðåìåíè t ïðè c = 0,2094

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòè óïðàâëåíèÿ u îò âðåìåíè t ïðè c = 0,2094
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü óïðàâëåíèÿ v îò âðåìåíè t ïðè c = 0,2094

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

x0 = (0,993, 0,007, 298), x∗ = (0,35, 0,55, 333), (29)

òàêæå óäîâëåòâîðÿþùèå íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì (4){(6) ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ òåðìèíàëü-
íîé çàäà÷è.

Â ýòîì ñëó÷àå c− = −10,94, c+ = 1,3. Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ìàñøòàáèðî-
âàííîãî âðåìåíè äâèæåíèÿ ïî êðèâîé y′ = ψc(y) îò ïàðàìåòðà c.

Çíà÷åíèå τ(c) ëåæèò â äèàïàçîíå [0,627; 0,9883], â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
(27) τ∗ = 0,643. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå c∗ óðàâíåíèÿ τ(c) = τ∗, êîòîðîå ðàâíî
c∗ = 0,8104.

Â õîäå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ c1 = 1, c0 = 0,25. Àíàëèç
ðåïçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî óïðàâëåíèå vs âûõîäèò çà îãðàíè÷åíèÿ, íî ïðè
t̂∗ = 2985 ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè (0,393, 0,55, 334,7). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïåðå-
ìåííîé CB ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à ðåøåíà òî÷íî, êîíå÷íîå çíà÷åíèå CA îòëè÷àåòñÿ îò çàäàííîãî
çíà÷åíèÿ CA∗ íà 0,043, à êîíå÷íîå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû T | íà 1,7◦C.

Íà ðèñ. 8{12 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â âèäå ãðàôèêîâ çàâèñè-
ìîñòåé îò âðåìåíè ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è óïðàâëåíèé.
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ìàñøòàáèðîâàííîãî âðåìåíè τ îò ïàðàìåòðà c

Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà A îò âðåìåíè t ïðè c = 0,8104
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà B îò âðåìåíè t ïðè c = 0,8104

Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû T îò âðåìåíè t ïðè c = 0,8104
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Ðèñ. 11. Çàâèñèìîñòü óïðàâëåíèÿ u îò âðåìåíè t ïðè c = 0,8104

Ðèñ. 12. Çàâèñèìîñòü óïðàâëåíèÿ v îò âðåìåíè t ïðè c = 0,8104
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Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîðöèîííîãî ðåàêòîðà, êîòî-
ðûé îïèñûâàåòñÿ òðåõìåðíîé àôôèííîé ñèñòåìîé. Ýòî ðåøåíèå îñíîâàíî íà ìåòîäå îðáè-
òàëüíîé ëèíåàðèçàöèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî èñõîäíàÿ òåðìèíàëüíàÿ çàäà÷à ïðåîáðàçîâàíà â
òåðìèíàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ äâóìåðíîé ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû êàíîíè÷åñêîãî âèäà ïðè íàëè÷èè
îãðàíè÷åíèéíà ñîñòîÿíèå. Äëÿ ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íàéäåíû
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ è ïðåäëîæåí ìåòîä åãî íàõîæäåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ïðîèëëþñòðèðîâàíû ðåçóëüòàòàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè
÷èñëåííîãî ïðèìåðà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðèïîääåðæêåÐÔÔÈ(ãðàíòû11-01-00733, 13-07-00743) èÏðîãðàììû
Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïî ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-3659.2012.1).
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The authors consider an affine third order system which describes action of a chemical batch re-
actor with a ternary workingmixture. The terminal control problem for this systemwith restrictions
on state variables was investigated. Solution to this problem is based on the orbital linearization
approach by which the original problem is transformed to a terminal problem for a non-stationary
second-order system in a canonical form. For the transformed terminal problem conditions for so-
lution existence were obtained; a method of obtaining this solution was also proposed. Operability
of the proposed method was illustrated by mathematical simulation.
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