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1. Ââåäåíèå

ßâëåíèå ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè (ÌÐÍ) òå÷åíèÿ ýëåêòðîïðîâîäÿùåé æèä-
êîñòè [1], ïî-âèäèìîìó, îïðåäåëÿåò õàðàêòåðèñòèêè ìíîãèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â
àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòàõ, â ÷àñòíîñòè ïðîöåññà àêêðåöèè âåùåñòâà íà ãðàâèòèðóþùèé
îáúåêò. Ïîñêîëüêó ïðè ñîõðàíåíèè ìîìåíòà èìïóëüñà öåíòðîáåæíàÿ ñèëà â àêêðåöèîííîì
äèñêå íå ïîçâîëèò âåùåñòâó óïàñòü íà öåíòðàëüíûé îáúåêò, íåîáõîäèì ìåõàíèçì îòâîäà ìî-
ìåíòà èìïóëüñà íà ïåðèôåðèþ àêêðåöèîííîãî äèñêà. Â êà÷åñòâå òàêîãî ìåõàíèçìà â ðàáîòàõ
[2, 3] ðàññìîòðåíàÌÐÍ, ïðèâîäÿùàÿ ê êðóïíîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè âî âðàùàþùåìñÿ
àêêðåöèîííîì äèñêå.
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ïîâåäåíèÿ ãàçî-ïûëåâîãî îáëàêà â îêðåñò-

íîñòè ïðîòîçâåçäû, àíàëîãè÷íîå ïðîèçâåäåííîìó â [3]. Â óêàçàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî ìîäå-
ëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè â àêêðåöèîííîì äèñêå â ðàìêàõ ìîäåëè èçîòåðìè÷åñêîé
ïëàçìû. Äàííûé ïðîöåññ ðàññìîòðåí â ðàìêàõ ïîëíîé ñèñòåìû äâóìåðíûõ óðàâíåíèé èäå-
àëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè (ÌÃÄ) ñ ïåðåìåííîé òåìïåðàòóðîé ñ ó÷åòîì öèëèíäðè÷å-
ñêîé ñèììåòðèè. Áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè â àêêðåöèîííîé
îáîëî÷êå ïðîòîçâåçäû, àíàëîãè÷íîé îáëàñòè îáðàçîâàíèÿ ìîëîäîéìàññèâíîé çâåçäûG31.41.
Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ äàííîé ìîäåëè áûë ïðèìåíåí ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà

âòîðîãî ïîðÿäêà (RKDG-ìåòîä) íà íåñòðóêòóðèðîâàííîé òðåóãîëüíîé ñåòêå. DG-ìåòîäû âû-
ñîêîãî ïîðÿäêà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷íîãî ðîäà íåóñòîé÷èâîñòåé, ÷òî ñâÿçàíî ñî
ñëîæíîé ðàçðûâíîé ñòðóêòóðîé ðåøåíèÿ â òàêîãî ðîäà çàäà÷àõ, ñ ðàçðåøåíèåì êîòîðîé,
êàê ïðàâèëî, èñïûòûâàþò òðóäíîñòè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû. Äëÿ êîððåêòíîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ÌÐÍ â ðàìêàõ öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêè ÷èñëåííûé ìåòîä
âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ÌÃÄ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
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[4, 5, 6] áûë ðàñøèðåí äëÿ ïðèìåíåíèÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè
áûë ðàçðàáîòàí ñïîñîá áåçäèâåðãåíòíîé ðåêîíñòðóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ çàäà÷ ñ îñåâîé
ñèììåòðèåé.

2. Ñèñòåìà íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè

Ñèñòåìà íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè â áåçðàçìåð-
íûõ êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, φ, z) â ñëó÷àå
öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè (ðåøåíèå íå çàâèñèò îò óãëà φ) èìååò âèä [7, 8]:
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ρ | ïëîòíîñòü ãàçà â äàííîé òî÷êå, v = (vr, vφ, vz)
T | âåêòîð ñêîðîñòè ïëàçìû, B =

= (Br, Bφ, Bz)
T |âåêòîðìàãíèòíîé èíäóêöèè, p|äàâëåíèå, e|ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû

îáúåìà, F Γ | ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà. Æèðíûì øðèôòîì îáîçíà÷åíû ïðîñòðàíñòâåííûå
âåêòîðû.
Âûïèñàííûå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà, ýíåð-

ãèè, à òàêæå óðàâíåíèå Ôàðàäåÿ äëÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Èç çàêîíà Ôàðàäåÿ ñëåäóåò
óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ divB = 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëàçìà ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíî èîíèçèðîâàííûì, íå ïîëÿðèçîâàííûì ñîâåðøåííûì ãàçîì ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ
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p = (γ − 1)ρε, ãäå γ | ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, ε | óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ. Ñ ó÷åòîì
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Ñèñòåìà (1) âìåñòå ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ãàçà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé [7] è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå
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ãäå Li è Ri | îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç ëåâûõ è ïðàâûõ ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ, àΛi|äåéñòâèòåëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ìàòðèöû Ai.

3. ×èñëåííûé ìåòîä

Çàïèøåì ñèñòåìó (1) â èíâàðèàíòíîé èíäåêñíîé ôîðìå:
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Äëÿ åå ðåøåíèÿ íà òðåóãîëüíîé ñåòêå èñïîëüçóåì ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà [4, 9]: çàïè-
øåì ñèñòåìó â ñëàáîé èíòåãðàëüíîé ïîñòàíîâêå è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå
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âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ïðè áàçèñíûõ ôóíêöèÿõ. Òîãäà ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïîðÿäêàm áóäåò èìåòü âèä [4]:
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ïîòîê, çàâèñÿùèé îò çíà÷åíèé ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêàõ, ïðèìûêàþùèõ ê ðåáðó ψ, è îïðåäåëÿåìûé
èç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâà.
Ñèñòåìà (4) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì âèäà
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ãäå ~u0(x1, x2)| íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ.
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Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðî-
äèíàìèêè èñïîëüçóåòñÿ ðÿä ìåòîäîâ ñ âûäåëåíèåì ðàçðûâîâ, òàêèå êàê HLL, HLLC, HLLD
[7]. Ìåòîä HLLD ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàèëó÷øåå ðàçðåøåíèå ðàçðûâîâ, íî âî ìíîãèõ ñëó-
÷àÿõ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ÷èñëåííîé íåìîíîòîííîñòè â ðåøåíèè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ
èñïîëüçóåòñÿ áîëåå äèññèïàòèâíûé ÷èñëåííûé ïîòîê HLL.
Ïðè ðàñ÷åòå èíòåãðàëû çàìåíÿþòñÿ êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè, òî÷íîñòü êîòîðûõ ñî-

ãëàñîâàíà ñ ïîðÿäêîì ìåòîäà m. Òàê êàê äëÿ ñëó÷àÿ îñåâîé ñèììåòðèè â öèëèíäðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ dV = 2πrdrdz, à dS = 2πrdl, ãäå dl | ýëåìåíò äëèíû â ïëîñêîñòè (r, z), òî
êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ñòðîÿòñÿ ñ ó÷åòîì âåñîâîãî êîýôôèöèåíòà r. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
(4){(5) ïðîèçâîäèòñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ÿâíûì ìåòîäîì Ðóíãå | Êóòòû, øàã ïî
âðåìåíè τ îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè.
Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ôèêòèâíîé ÿ÷åéêè.
Ðåøåíèå óðàâíåíèé ÌÃÄ ðàçðûâíûì ìåòîäîì Ãàëåðêèíà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè òðå-

áóåò èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé-îãðàíè÷èòåëåé íàêëîíà ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå (ëèìèòåðîâ [9, 10])
êàê äëÿ ïîääåðæàíèÿ ìîíîòîííîñòè ðåøåíèÿ, òàê è äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîÿâëåíèÿ íà î÷å-
ðåäíîì âðåìåííîì ñëîå îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ.
Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàí <TVB minmod> ëèìèòåð äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé

[7, 9], çíà÷åíèå êîòîðîãî çàâèñèò èñõîäíîãî íàêëîíà ðåøåíèÿ â äàííîé ÿ÷åéêå è îò ñðåäíèõ
çíà÷åíèé ðåøåíèÿ â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ. Ïðîöåäóðà ëèìèòèðîâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæåò
ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ ÷èñëåííîãî ìàãíèòíîãî çàðÿäà è ïîýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî
ïðè âû÷èñëåíèè ïîòîêîâ. Ëèìèòèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ äëÿ ëîêàëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåìûõ èç êîíñåðâàòèâíûõ óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó L = R−1 ëåâûõ ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ, âû÷èñëÿåìóþ â êàæäîé ÿ÷åéêå âìåñòå ñ ðàçëîæåíèåì (2). Ïðîöåäóðà
ìîíîòîíèçàöèè ðåøåíèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ â äàííîé ðàáîòå, îïèñàíà â [4].

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíîãî çàðÿäà. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ divB = 0 ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ïðè ñîçäàíèè ÷èñëåííîãî
ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äèâåðãåíöèÿ
íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà íóëþ, ïðè èñïîëüçîâàíèè äèâåðãåíòíîé
ôîðìû çàïèñè ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ (1) â õîäå ðàñ÷åòîâ ìîæåò íàêàïëèâàòüñÿ ÷èñëåííûé
ìàãíèòíûé çàðÿä. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ïðèâîäèò ê íåôèçè÷íûì ðåçóëüòàòàì èëè äàæå ïðåæäå-
âðåìåííîìó ïðåðûâàíèþ ðàñ÷åòà.
Äëÿ ïîääåðæàíèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðåàëèçîâàí ìåòîä, îñíîâàííûé íà

èñïîëüçîâàíèè φ-é êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è å¸ ãðàäèåíòà â óçëàõ ñåòêè (ðèñ. 1) äëÿ
îïðåäåëåíèÿ áåçäèâåðãåíòíîãî ïîòîêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàê êàê â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò â ñëó÷àå îñåâîé ñèììåòðèè

divB =
1

r

∂rBr

∂r
+
∂Bz

∂z
,

òî ñîçäàííàÿ äëÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ áåçäèâåðãåíòíîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ [4] áóäåò ïðèâîäèòü ê äèâåðãåíòíîìó ïîëþ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå
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êîîðäèíàò. Îïèñàííûé â [4] ìåòîä ìîæåò áûòü àäàïòèðîâàí íà ñëó÷àé öèëèíäðè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðè ïîìîùè çàìåíû áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ Br è Bz.
Ðàâåíñòâî íóëþ äèâåðãåíöèè íà ðàçíîñòíîì óðîâíå ñîîòâåòñòâóåò áåçäèâåðãåíòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ÿ÷åéêè ñåòêèè ðàâåíñòâó íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè. Â ñëó÷àå ÿâíîé ñõåìû è áåçäèâåðãåíòíîãî
íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòîìó óñëîâèþ íà êàæäîì øàãå óäîâëåòâîðÿëà
âåëè÷èíà, íà êîòîðóþ èçìåíÿåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå, | ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ïîòîêîâ
~Fr è ~Fz. Ýòî ìîæíî îáåñïå÷èòü, íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå êîìïîíåíò ïîòîêà äëÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ âçÿòü âåëè÷èíó

(
F∗
Br , F

∗
Bz

)T
=

(
−∂P
∂z

,
1

r

∂(rP )

∂r

)T

=

(
−1

r

∂(rP )

∂z
,

1

r

∂(rP )

∂r

)T

, (6)

ãäå
(
F∗
Br
, F∗

Bz

)T | ÷èñëåííûé ïîòîê, ñîîòâåòñòâóþùèé èçìåíåíèþ âåëè÷èí Br, Bz; P |
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1) ôóíêöèè P ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíà P =

(B × v)φ, ò.å. P ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì φ-é (ïîëó÷åííîé ñíîñîì ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé)
êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðè òàêîì âûáîðå ïîòîêà, èçìåíåíèå äèâåðãåíöèè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â ÿ÷åéêå

div
(
F∗
Br , F

∗
Bz

)T
=

1

r

∂

∂r
(rF∗

6 ) +
∂F∗

8

∂z
=

1

r

∂2

r∂z
(−rP ) +

1

r

∂2

z∂r
(rP ) = 0,

è èçìåíåíèå íîðìàëüíîé ê ãðàíèöå ÿ÷åéêè ñîñòàâëÿþùåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ

(
F∗
Br , F

∗
Bz

)T ·n = −∂P
∂z

nr+
1

r

∂rP

∂r
nz =

1

r

∂rP

∂r
nz−

1

r

∂rP

∂z
nr =

1

r

∂rP

∂r
er+

1

r

∂rP

∂z
ez =

1

r

∂rP

∂e

áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé r · P , ãäå n = (nr, nz)
T | åäèíè÷íûé âåêòîð, íîðìàëüíûé ê

ãðàíèöå ÿ÷åéêè ∂Ki, e = (er, ez)
T |åäèíè÷íûé âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê ãðàíèöå ÿ÷åéêè ∂Ki.

Òàêèì îáðàçîì, âûáîð ôóíêöèè P ∗(r, z) = rP (r, z) áóäåò îïðåäåëÿòü áåçäèâåðãåíòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Òàê êàê ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ãðàíèöå ïîòîê, ïîëó÷åííûé ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì

ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà, óìíîæàåòñÿ íà ðàäèóñ ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè èíòåãðèðîâàíèÿ, òî
èñïîëüçîâàíèå âåëè÷èíû P (r, z)r ïîìîãàåò ñîõðàíèòü êîíñåðâàòèâíîñòü ñõåìû. Â äàííîé
ðàáîòå áûë èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ rP (r, z) â óçëàõ ñåòêè:

rP (xi) =

σi∑
k=1

(F ∗6 [ik, 1], F ∗8 [ik, 1]) · eik
σi

r[ik,1], (7)

ãäå ~F ∗[ij, 1]|÷èñëåííûé ïîòîê, ïîëó÷åííûé â òî÷êå èíòåãðèðîâàíèÿ ζxi+(1− ζ)xj (ζ =
1
2

äëÿ ìåòîäà ïåðâîãî ïîðÿäêà, è ζ =
1
2

+

√
3

6
äëÿ ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà); r[ik,1] | ðàäèóñ
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òî÷êè ζxi + (1 − ζ)xj; σi | ÷èñëî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû i ñ êîîðäèíàòàìè xi.
Âîññòàíîâëåíèå ãðàäèåíòà ∇(Pr) ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

∇(Pr) ≈ 1

S

∫
S

∇Pr dS =
1

S

∫
∂S

Prn dl

(ðèñ. 1). Ýòîò èíòåãðàë áåðåòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïîòî-
êîâ ~F ∗[ij, 1].

Ðèñ. 1. Ñõåìà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíûõ ïîòîêîâ

Â ñëó÷àå ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà â êàæäîé òðåóãîëüíîé ÿ÷åéêå â êà÷åñòâå rP ìîæíî âçÿòü
êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì rP (r, z) = ai+bir+ciz+dir

2+firz+giz
2, x ∈ Ki, à ñîâïàäåíèå ïðî-

èçâîäíîé âäîëü ðåáðà ÿ÷åéêè (è, ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ
âäîëü ýòîãî ðåáðà) îáåñïå÷èòü ðàâåíñòâîì çíà÷åíèé rP â óçëàõ ñåòêè è ðàâåíñòâîì âòîðîé
ïðîèçâîäíîé rP âäîëü ðåáðà íà ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè. Â äàííîé ðàáîòå ýòà âåëè÷èíà
îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ãðàäèåíòîâ rP â óçëàõ ñåòêè ∂2(rP )

∂e2
ij

=
∇P (xj)eij−∇(rP )(xi)eij

hij
. Òàêîé

âûáîð Pr ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áåçäèâåðãåíòíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Âûáîð rP (r, z) îïðåäåëÿåò âèä áàçèñíûõ ôóíêöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ àïïðîêñèìàöèè

áåçäèâåðãåíòíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Åñëè rP (r, z) èìååò âèä rP (r, z) = ai+ bir+ ciz+dir
2 +

firz + giz
2, òî

Br ∈ span
(
1,

1
r
,

z

r

)
, Bz ∈ span

(
1,

1
r
,

z

r

)
,

ãäå span (f1, . . . , fn)| ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ôóíêöèé f1, . . . , fn. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìèíèìèçè-
ðîâàòü èçìåíåíèÿ â ÷èñëåííîì ìåòîäå îòíîñèòåëüíî ñëó÷àÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,
âìåñòî Br è Bz â ïàìÿòè õðàíÿòñÿ âåëè÷èíû u6 = Br

r

rci
è u8 = Bz

r

rci
, ãäå rci | ðàäèóñ

öåíòðà ÿ÷åéêèKi. Òîãäà u6 è u8 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïî r è z ôóíêöèÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü ôîðìóëû áåçäèâåðãåíòíîãî ïîòîêà F∗

6 , F∗
8 äëÿ âåëè÷èí u6 è u8, àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ

äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.
Âåëè÷èíû u6 è u8 ñîîòâåòñòâóþò ðàäèàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé èíäóêöèè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ â öåíòðå ÿ÷åéêè Ki, à äëÿ îïðåäåëåíèÿ Br è Bz â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ñ
ðàäèóñîì r∗ âíóòðè ÿ÷åéêè Ki èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû Br(r

∗) = u6
rci
r∗
è Bz(r

∗) = u8
rci
r∗
.
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Äîìíîæåíèå íà rci
r
êîððåêòíî, òàê êàê âñå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû èìåþò ìíîæèòåëü r, è

çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè r = 0 â ðàñ÷åòàõ íå ó÷àñòâóþò.
Òîãäà äëÿ îáíîâëåíèÿ âåëè÷èíu6 èu8 ìîæíîïîëó÷èòü íîâûéïîòîê â òî÷êå ζxi+(1−ζ)xj ,

äàþùèé áåçäèâåðãåíòíîå ìàãíèòíîå ïîëå:

(F∗
6 [ij],F∗

8 [ij])T =

=
(
ζ(rP )(xi) + (1− ζ)(Pr)(xj)−

1

12

(
∇(Pr)(xj)−∇(Pr)(xi)

)
· eijhij

) 1

rcl
hijeij.

Íîâûå êîìïîíåíòû ïîòîêîâ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ äàëüøå èñïîëüçóþòñÿ íàðàâíå ñ êîì-
ïîíåíòàìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè çàäà÷è Ðèìàíà, êîìïîíåíòû ïîòîêîâ
äëÿ îñòàëüíûõ âåëè÷èí îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî
îïèñàííûé âûøå ìåòîä ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ áåçäèâåðãåíòíîãî ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ñîõðàíÿåò êîíñåðâàòèâíîñòü ñõåìû. Èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ìåòîäà ïðèâîäèò
ê ñãëàæèâàíèþ ðàçðûâîâ (âíîñèò â ñõåìó ÷èñëåííóþ äèññèïàöèþ) íà 2{3 ÿ÷åéêè.

4. Ìàãíèòîðîòàöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü
â àêêðåöèðóþùåé îáîëî÷êå ïðîòîçâåçäû

Îïèñàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåàëèçîâàí â ïàðàëëåëüíîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå äëÿ
êëàñòåðíûõ ñèñòåì ñ ðàçäåëåííîé ïàìÿòüþ. Êîìïëåêñ íàïèñàí íà ÿçûêå Fortran ñ èñïîëü-
çîâàíèåì òåõíîëîãèé OpenMP è MPI. Äëÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëñÿ êëàñòåð Ê-100 [5]. Ñ
ïðèìåíåíèåì ñîçäàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ïðî-
öåññà ðàçâèòèÿ ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â àêêðåöèðóþùåé îáîëî÷êå ïðîòî-
çâåçäû [3].
Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîëëàïñà ãàçî-ïûëåâîãî îáëàêà íà çâåçäó âûáåðåì ñôåðè÷åñêóþ ðàñ-

÷åòíóþ îáëàñòü ñ âûðåçàííûì öåíòðîì, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 2 [3]. Ïðîòîçâåçäà, íàõî-

Ðèñ. 2. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èññëåäóåìîãî îáúåêòà
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äÿùàÿñÿ âíóòðè öåíòðàëüíîé îáëàñòè, ñîçäàåò ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûé ãðàâèòàöèîííûé
ïîòåíöèàëΦΓ, â òî âðåìÿ êàê ñàìîãðàâèòàöèÿ ãàçî-ïûëåâîãî îáëàêà, îêðóæàþùåãî çâåçäó, íå
ó÷èòûâàåòñÿ, ò.å. ìàññà çâåçäû ïðåäïîëàãàåòñÿ ìíîãî áîëüøåé ìàññû âåùåñòâà, íàõîäÿùå-
ãîñÿ â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ðàñ÷åò âåäåòñÿ â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ, âûáðàííûå ìàñøòàáû
âåëè÷èí ñîîòâåòñòâóþò îáúåêòó G31.41.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè âåùåñòâî âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Oz,

âðàùåíèå ðàâíîâåñíî, ìàãíèòíîå ïîëå ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî è îðèåíòèðîâàíî âäîëü îñè
âðàùåíèÿ. Ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ∇p óðàâíîâåøèâàåò
ñèëû èíåðöèè ρ∇ΦC = −ρω2

0rer è ãðàâèòàöèè ρ∇ΦΓ = ρGM
R
:

−∇p+ ρ∇ΦΓ + ρ∇ΦC = 0.

Çäåñü ω0 | íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü; R =
√
r2 + z2 | ñôåðè÷åñêèé ðàäèóñ; GM |

ïðîèçâåäåíèå ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé è ìàññû çâåçäû. Ãàçî-ïûëåâîå îáëàêî ñîâåðøàåò
âðàùåíèå ñ êåïëåðîâñêîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0 ∼ r−3/2, äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ðîñòà óãëîâîé
ñêîðîñòè âáëèçè îñè r = 0 çàäàíî òâåðäîòåëüíîå âðàùåíèå. Äëÿ ýòîãî ïðèíÿòî, ÷òî â
öèëèíäðå r < rd ω0 = const.
Â ðàñ÷åòàõ áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû è íà÷àëüíûå äàííûå:

ρ = 1, p = 7 + αGM + ΦC + ΦΓ,

Br = 0, Bφ = 0, Bz = 0,1048,

vr = 0,01cT (A− 0.5), vφ = ω0r + 0,01cT (A− 0,5), vz = 0,01cT (A− 0,5),

ω0 =


√
αGMr−3/2, r ≥ rd;

√
αGMr

−3/2
d , èíà÷å;

ΦC =

 −(ω0r)
2, r ≥ rd;

0,5(ω0r)
2 − 1,5(ω0rd)

2, èíà÷å;

ΦΓ =
GM

R
, GM = 1, rd = 0,15, α = 0,8, cT =

√
2, A ∼ R[0, 1],

F Γ = ∇ΦΓ =

(
−GM
R3

r, 0, −GM
R3

z

)T

,

ãäå A ∼ R[0, 1] | ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îò 0 äî 1, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó.
Âåëè÷èíà âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ìàãíèòíîé èíäóêöèè Bz îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
ìàêñèìóìà îòíîøåíèÿ ãàçîâîãî äàâëåíèÿ ê ìàãíèòíîìó max β = max

2p

B2 = 2000.
Óñëîâèÿ íà ãðàíèöå R = 1 èñòîðè÷åñêèå, ò.å. ïåðåìåííûå â ôèêòèâíîé ÿ÷åéêå çàäàþòñÿ

èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé; íà ãðàíèöåR = 0,1|èñòîðè÷åñêèå ñ îáíîâëåíèåì óãëîâîé ñêîðîñòè,
ò.å. âñå ïåðåìåííûå â ôèêòèâíîé ÿ÷åéêå, êðîìå óãëîâîé ñêîðîñòè, çàäàþòñÿ èç íà÷àëüíûõ
óñëîâèé, à çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè áåðåòñÿ èç ÿ÷åéêè â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ñîñåäíåé ñ
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ôèêòèâíîé. Ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ = 5/3, ÷èñëî Êóðàíòà C = 0,4. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü
íà íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêå èç 228363 ýëåìåíòîâ, ïîñòðîåííîé ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû
Gridder2D [11].
Ïðîöåññ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà òðè ñòàäèè: çàðîæäåíèå

ìåëêîìàñøòàáíûõ âîçìóùåíèé, ðàçâèòèå ìåëêîìàñøòàáíûõ âîçìóùåíèé â êðóïíîìàñøòàá-
íûå è îáðàçîâàíèå îáëàñòè ñ îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâûì òå÷åíèåì. Íà ðèñ. 3 è 4 ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íîìó ÷èñëó îáîðîòîâ
îáëàêà. Âðåìåíåì îáîðîòà ñ÷èòàåòñÿ âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà ñàìîé áûñòðîé îðáèòû íà÷àëü-
íîé êîíôèãóðàöèè

tîá =
2π

maxω0

=
2π

√
αGMr

−3/2
d

≈ 0,4.

Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå ìîäóëÿ âåêòîðà èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñëåâà íàïðàâî ïîñëå
äâóõ (t = 0,8), ÷åòûðåõ (t = 1,6), âîñüìè (t = 3,2) è øåñòíàäöàòè (t = 6,4) îáîðîòîâ

Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå óãëîâîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè âåùåñòâà ñëåâà íàïðàâî ïîñëå
äâóõ (t = 0,8), ÷åòûðåõ (t = 1,6), âîñüìè (t = 3,2) è øåñòíàäöàòè (t = 6,4) îáîðîòîâ
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Íà ïåðâîì ýòàïå íà ãðàíèöå çîí ñ êåïëåðîâñêèì è òâåðäîòåëüíûì âðàùåíèåì âåùåñòâà
r = rd âîçíèêàþò ìàëûå âîçìóùåíèÿ (ïðèìåðíî äâà îáîðîòà, t = 0,8). Çàòåì ìàëûå âîç-
ìóùåíèÿ íà÷èíàþò îáðàçîâûâàòü êðóïíîìàñøòàáíûå ñòðóêòóðû (ïðèìåðíî îò òðåòüåãî äî
äåñÿòîãî îáîðîòîâ). Ñ ðàçâèòèåì êðóïíîìàñøòàáíûõ âèõðåâûõ ñòðóêòóð ìàãíèòíîå ïîëå
óñèëèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ çà ñ÷åò õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ âåùåñòâà, è åãî ýíåðãèÿ
ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìîé ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé äâèæåíèÿ âåùåñòâà. Ïðè ýòîì íà÷èíà-
åòñÿ àêòèâíûé ïåðåíîñ âðàùàòåëüíîãî ìîìåíòà íà âíåøíþþ ãðàíèöó ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
(ñì. ðèñ. 4).
Ðàñïðåäåëåíèå èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñî âðåìåíåì ïðèîáðåòàåò õàîòè÷åñêèé õàðàê-

òåð âåçäå, ãäå ãàçîâîå äàâëåíèå ïðåîáëàäàåò íàä ìàãíèòíûì. Âáëèçè îñè âðàùåíèÿ, ãäå
ïëîòíîñòü âåùåñòâà îòíîñèòåëüíî ìàëà, ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êàê è äðóãèå õàðàêòåðè-
ñòèêè ÌÃÄ-òå÷åíèÿ, èìåþò ðåãóëÿðíóþ ñòðóêòóðó. Äàëüíåéøèå âûòåêàíèå âåùåñòâà èç
îáëàñòè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ðàçìåðîâ çîíû ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé òå÷åíèÿ (îêîëî 16
îáîðîòîâ îáëàêà).
Ïðîâåäåíà îöåíêà òåìïîâ àêêðåöèè öåíòðàëüíî îáúåêòà, åå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà

ðèñ. 5. Òåìï àêêðåöèè ðàññ÷èòàí êàê îòíîøåíèå èíòåãðàëà íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ρv
âäîëü âíóòðåííåé ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ê íà÷àëüíîìó êîëè÷åñòâó âåùåñòâà â ðàñ÷åò-
íîé îáëàñòè. Ñðåäíèé òåìï àêêðåöèè ñîñòàâèë 0,023% íà÷àëüíîé ìàññû, ÷òî ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû ñîîòâåñòâóåò òåìïàì â ðåàëüíî íàáëþäàåìîì îáúåêòå G31.41 [3].

Ðèñ. 5. Ïîòîê ìàññû ÷åðåç âíóòðåííèé ðàäèóñ, â åäèíèöàõ íà÷àëüíîé ìàññû. Îòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ îòâå÷àþò îòòîêó âåùåñòâà çà ïðåäåëû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

Çàêëþ÷åíèå

Ñîçäàí àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè äëÿ çàäà÷ ñ öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèììåòðèåé ðàçðûâíûì ìåòîäîì Ãàëåðêèííà. Ââåäåíà ïðîöåäóðà ðåêîíñòðóêöèè
ìàãíèòíûõ ïîòîêîâ, ïîçâîëÿþùàÿ â ñëó÷àå âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷èòü áåçäèâåðãåíòíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
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Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ðàçâèòèÿ ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â àê-
êðåöèðóþùåé îáîëî÷êå ïðîòîçâåçäû. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçâèòèå ÌÐÍ â ãàçî-ïûëåâîì
àêêðåöèîííîì äèñêå ìîæåò ïðèâîäèòü ê îáðàçîâàíèþ êðóïíîìàñøòàáíûõ âèõðåâûõ ñòðóê-
òóð. Ýòè ñòðóêòóðû ñïîñîáñòâóþò îòâîäó ìîìåíòà èìïóëüñà îò îñè âðàùåíèÿ íà ïåðèôåðèþ
äèñêà. Ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòàõ òåìïû àêêðåöèè âåùåñòâà íà çâåçäó áëèçêè ê íàáëþäàåìûì
â îáúåêòå G31.41.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû 12-01-00109,
12-02-00687, 12-01-31193, íàó÷íîé øêîëû ÍØ-1434.2012.2. Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàð-
íîñòü À.Þ. Ëóãîâñêîìó, Ê.Ð. Ñû÷óãîâó, Â.Ì. ×å÷åòêèíó, Ì.Ï. Ãàëàíèíó çà ïîëåçíûå îáñó-
æäåíèÿ â ïðîöåññå ïîäãîòîâêè ðàáîòû.
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The Runge | Kutta discontinuous Galerkin method for an ideal MHD system of equations on
the unstructured mesh for axisymmetric cases was considered. An algorithm of divergence-free
magnetic field reconstruction in cylindrical coordinates was given. This algorithm allows one to
obtain physically appropriate computation results with a high order of accuracy. A mathematical
simulation of magneto-rotational instability in the shell of an accreting protostar was carried out.
The obtained results were illustrated and discussed. These results showed that the magneto-
rotational instability leads to formation of large-scale structures and causes transfer of angular
momentum to the circumference of a plasma cloud.
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