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Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ çíà÷åíèé îáîáùåííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ñ èððàöèîíàëüíûìè ïàðàìåòðàìè îñëîæíÿåòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ýòè ôóíêöèè
íå ÿâëÿþòñÿ E-ôóíêöèÿìè è ê íèì íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü èçâåñòíûé â òåî-
ðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë ìåòîä Çèãåëÿ [1, 2]. Ïðè÷èíà ýòîãî ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî îáùèé
íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü äðîáåé

(ω + 1) . . . (ω + k)

k!
, k = 1, . . . , n,

ñëèøêîì áûñòðî ðàñòåò ïðè n →∞, åñëè ω íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Îäíàêî, åñëè
ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàòü àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ω1, . . . , ωt, òî îáùèé íàèìåíüøèé
çíàìåíàòåëü ÷èñåë

k∏
x=1

(ω1 + x) . . . (ωt + x)

k!
, k = 1, . . . , n, (1)

îêàçûâàåòñÿ <õîðîøèì>, è ýòî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò óñòàíàâëèâàòü ëèíåéíóþ
íåçàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ èððàöèîíàëüíûìè ïàðàìåòðàìè
è ïîëó÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû. Ïðè ýòîì íàäî èñïîëüçîâàòü
ïîäõîäÿùóþ ýôôåêòèâíóþ êîíñòðóêöèþ ëèíåéíûõ ïðèáëèæàþùèõ ôîðì. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå â êà÷åñòâåìíîãî÷ëåíà îòx â ÷èñëèòåëå äðîáè (1) áåðåòñÿ (x2+1)(x2−2)(x2−3)(x2−6);
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè n → ∞ îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü äðîáåé (1)
îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé ïîðÿäêà eO(n). Ìíîãî÷ëåíîâ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè áåñêîíå÷íî
ìíîãî; ìåòîä èõ ïîñòðîåíèÿ ÿñåí èç ðàáîòû [3].
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1. Ðåçóëüòàòû

Ïóñòü α1, . . . , αr, β1, . . . , βm, λ1, . . . , λt | êîìïëåêñíûå ÷èñëà;

a(x) = (x + α1) . . . (x + αr), b(x) = (x2 + 1)(x2 − 2)(x2 − 3)(x2 − 6)(x + β1) . . . (x + βm).

Ðàññìîòðèì ïðè k = 1, . . . , t, j = 1, . . . , u, ãäå u = m + 8, ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

Fkj(z) =
∞∑

ν=0

zννj−1

ν∏
x=1

a(x)(λk + x)

b(x)
, (2)

à òàêæå ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå èç íèõ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ïàðàìåòðó λk:

Fklkj(z) =
∞∑

ν=0

zννj−1

ν∏
x=1

a(x)

b(x)

d lk

dλlk
k

ν∏
x=1

(λk + x), (3)

k = 1, . . . , ], t, lk = 0, . . . , τk− 1, j = 1, . . . , u. Çäåñü τ1, . . . , τt |íàòóðàëüíûå ÷èñëà. ×åðåç
I îáîçíà÷èì íåêîòîðîå ìíèìîå êâàäðàòè÷íîå ïîëå (èëè ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë).
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî âûïîëíåíû ñòàíäàðòíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îáåñïå-

÷èâàþò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé ôóíêöèé (3), ò.å. ðàçíîñòè
ìåæäó ëþáûìè êîðíÿìè çíàìåíàòåëÿ è ÷èñëèòåëÿ ïîä çíàêîì ïðîèçâåäåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè
(2), à òàêæå ìåæäó ÷èñëàìè λk1 è λk2 ïðè ðàçëè÷íûõ k1 è k2 íå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ðàöèîíàëü-
íûìè ÷èñëàìè. Êðîìå ýòîãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû a(x)b(x)(x + λ1) . . . (x + λt) áûëî îòëè÷íî îò
íóëÿ ïðè x = 1, 2, . . . Ïî ïîâîäó ýòèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñì. [4].
Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå óñëîâèÿ. Ïóñòü

òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1)m + 1 > r > 2;
2) ÷èñëà α1, . . . , αr, β1, . . . , βr−1, λ1, . . . , λt ðàöèîíàëüíû;
3) βr, . . . , βm ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñòåïåíåé κr, . . . , κm ñîòâåòñòâåííî;
4) η = 1− 1

u−r+1

(
1

κr
+ . . . + 1

κm
+ 4
)
;

5) (x + βr) . . . (x + βm) ∈ I[x];
6) 0 6= ξ ∈ I.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 è äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî íàáîðà öåëûõ ÷èñåë h0, hklkj ,
k = 1, . . . , t, lk = 0, . . . , τk − 1, j = 1, . . . , u, èç ïîëÿ I, ìàêñèìóì ìîäóëåé êîòîðûõ åñòüH ,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣h0 +

t∑
k=1

τk−1∑
lk=0

u∑
j=1

hklkjFklkj(ξ)

∣∣∣∣∣ > H−w(u−r−1)+η(u−r+1)
u−r−1−η(u−r+1)

−ε, (4)

ãäå H äîñòàòî÷íî âåëèêî (íèæíÿÿ ãðàíèöà çàâèñèò îò ε);

w = uT, T = τ1 + . . . + τt. (5)
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Ç à ì å ÷ à í è å . Âìåñòî ôóíêöèé Fklkj(z) ìîæíî ðàññìîòðåòü è äðóãèå ôóíêöèè, êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé â ïðàâîé ÷àñòè (3) ïðîèçâåäåíèÿ

∏ν
x=1(λk + x) íà

∏ν
x=1

1
λk+x

. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà b(x) èç ïðàâîé ÷àñòè (3) ìîæåò
áûòü è ìåíüøå, ÷åì r + 1. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå (ïðè τ1 = . . . = τt = 1) ê ôóíêöèè (3) íåëüçÿ
ïðèìåíèòü òåîðåìó 1 èç [5]. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèé ïî ïàðàìåòðó çäåñü
ìîæíî áûëî áû ïðèìåíèòü òåîðåìó 2 èç [3].

2. Äîêàçàòåëüñòâà

Ïóñòü n| äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

N1 =
[n

T

]
. (6)

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

Q(z) =
t∏

k=1

N1−1∏
σ=0

(z − λk − σ)τk , (7)

ñòåïåíü êîòîðîãî â ñèëó (5) è (6) íå ïðåâûøàåò n, è ïîäáåðåì ÷èñëà θs òàê, ÷òîáû òîæäå-
ñòâåííî ïî z âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

Q(z) =
n∑

s=0

θs

n−s∏
x=1

(z + x). (8)

Äëÿ ýòîãî (ñì., íàïðèìåð, [6, ñ. 40{41]) ñëåäóåò ïîëîæèòü

θs =
1

2πi

∫
C

Q(z) dz
n−s+1∏

x=1

(z + x)

, (9)

ãäå C | ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü, îõâàòûâàþùàÿ âñå ïîëþñû ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè.
Ëåììà 1. Ïðè 1 6 k 6 t, 0 6 lk 6 τk − 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

n∑
s=0

θsA(s)
d lk

dλlk
k

n−s∏
x=1

(λk + x) = 0, (10)

ãäå A(s)| ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò N1 − 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñíà÷àëà lk = 0. Èç (7) è (8) ñëåäóåò, ÷òî

0 = Q(λk + σ) =
n∑

s=0

θs

n−s∏
x=1

(λk + σ + x) =
n∑

s=0

θsAkσ(s)
n−s∏
x=1

(λk + x),

ãäå

Akσ(s) =
σ∏

x=1

λk + n− s + x

λk + x
, 1 6 k 6 t, 0 6 σ 6 N1 − 1.
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Òàê êàê ëþáîé ìíîãî÷ëåí îò s ñòåïåíè íå âûøå N1 − 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ìíîãî÷ëåíîâ Akσ(s), òî ïðè lk = 0 óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî. Äàëåå
ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè. Ïîñêîëüêó lk 6 τk − 1, òî èç (7) è (8) ñëåäóåò, ÷òî

0 =
d lkQ(z)

dz lk

∣∣∣∣
z=λk+σ

=
n∑

s=0

θs
∂ lk

∂λ lk
k

n−s∏
x=1

(λk + σ + x) =

=
n∑

s=0

θs
∂ lk

∂λ lk
k

(
Akσ(s)

n−s∏
x=1

(λk + x)
)

=

lk∑
µk=0

(
lk
µk

) n∑
s=0

θs
∂µkAkσ(s)

∂λµk

k

· d lk−µk

dλ lk−µk

k

n−s∏
x=1

(λk + x).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïîëó÷àåì îòñþäà ðàâåíñòâî

n∑
s=0

θsAkσ(s)
∂ lk

∂λlk
k

n−s∏
x=1

(λk + x) = 0,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû, êàê óêàçàíî âûøå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü N2 =
[

n
w

]
− 1. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

P (z) =
n∑

s=0

psz
s, (11)

ãäå

ps =
θs

n!

n−s∏
x=1

b(N2 + x)
n−s∏
x=1

1

a(x)
. (12)

Ëåììà 2. Â ðàçëîæåíèè â ðÿä ïî ñòåïåíÿì z ôóíêöèé

r∗klkj(z) = P (z)Fklkj(z) =
∞∑

ν=0

cklkjνz
ν , (13)

ãäå k = 1, . . . , t, lk = 0, . . . , τk − 1, j = 1, . . . , u, êîýôôèöèåíò cklkjν ïðè zν ðàâåí íóëþ,
åñëè n 6 ν 6 n + N2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ óêàçàííîãî êîýôôèöèåíòà ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

cklkjν =
n∑

s=0

ps(ν − s)j−1

ν−s∏
x=1

a(x)

b(x)

d lk

dλlk
k

ν−s∏
x=1

(λk + x) =
1

n!

N2∏
x=1

1

b(x)

n∑
s=0

θs(ν − s)j−1 ×

×
n+N2∏
x=ν+1

b(x− s)
ν∏

x=n+1

a(x− s)
d lk

dλlk
k

(
n−s∏
x=1

(λk + x)
ν∏

x=n+1

(λk + x− s)

)
=

=
1

n!

N2∏
x=1

1

b(x)

lk∑
µk=0

(
lk
µk

) n∑
s=0

θsBlk−µk
(s)

dµk

dλµk

k

n−s∏
x=1

(λk + x), (14)
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ãäå

Blk−µk
(s) = (ν − s)j−1

n+N2∏
x=ν+1

b(x− s)
ν∏

x=n+1

a(x− s)
d lk−µk

dλlk−µk

k

ν∏
x=n+1

(λk + x− s).

Ìíîãî÷ëåí Blk−µk
(s) èìååò, î÷åâèäíî, ñòåïåíü íå âûøå N1 − 1. Ïîýòîìó (14) ðàâíî íóëþ â

ñèëó ëåììû 1. Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íîñèò ÷èñòî òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð: ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ õîðîøî èçâåñòíû. Íåêîòîðûå íîâûå ìîìåíòû âîçíèêàþò ëèøü
ïðè îöåíêàõ çíàìåíàòåëåé êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ (11), à òàêæå ïîÿâëÿþùèõñÿ íèæå
ìíîãî÷ëåíîâ Pklkj(z).

Ëåììà 3. Åñëè ω1 è ω2 ðàöèîíàëüíû, òî îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü ÷èñåë

(ω1 + g + 1) . . . (ω1 + g + k)

(ω2 + 1) . . . (ω2 + k)
, k = 1, . . . , n,

ïðè ëþáîì öåëîì ðàöèîíàëüíîì g îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé eO(n), ãäå ïîñòîÿííàÿ â
ïîêàçàòåëå ñòåïåíè çàâèñèò îò ω1 è ω2 (è íå çàâèñèò îò n è g).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñòàíäàðòíî; îíî îñíîâàíî íà ñðàâíåíèè ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë,
âõîäÿùèõ â ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ðàññìàòðèâàåìûõ äðîáåé. Ïðîâåñòè ýòî äîêàçàòåëüñòâî
ìîæíî, íàïðèìåð, îïèðàÿñü íà ðàññóæäåíèÿ â [7, ñ. 186].

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç γ1, γ2, . . . îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå
îò n (íî, âîçìîæíî, çàâèñÿùèå îò ÷èñëà ξ, ïîëÿ I è îò ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé (3)).

Ëåììà 4. Îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü ÷èñåë

θs

s!
, s = 0, 1, . . . , n,

íå ïðåâûøàåò eγ1n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ θs èç ïðàâîé ÷àñòè (9) ñ ïîìîùüþ òåî-
ðåìû î âû÷åòàõ; èìååì

θs

s!
=

1

s!

n−s+1∑
x=1

±

t∏
k=1

N1−1∏
σ=0

(x + λk + σ)τk

(x− 1)!(n− s + 1− x)!
=

=
n−s+1∑

x=1

± (n− s)!

(x− 1)!(n− s + 1− x)!
· n!

s!(n− s)!
·

t∏
k=1

N1−1∏
σ=0

(x + λk + σ)τk

n!
.

Òàê êàê ÷èñëà λ1, . . . , λt ðàöèîíàëüíûå, òî ëåììà 4 ñâîäèòñÿ ê ëåììå 3.
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Íàèìåíüøèì îáùèì çíàìåíàòåëåì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ÷èñåë X èç ïîëÿ I áóäåì íà-
çûâàòü íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ íåíóëåâîå öåëîå ÷èñëî èç ýòîãî ïîëÿ, ïîñëå óìíîæåíèÿ íà
êîòîðîå ëþáîå ÷èñëî èç X ñòàíîâèòñÿ öåëûì â óïîìÿíóòîì ïîëå.
Ëåììà 5. Äëÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ (11) ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

|ps| 6 eγ2n

(
n!

s!

)u−r−1

, (15)

ïðè÷åì ìîäóëü îáùåãî íàèìåíüøåãî çíàìåíàòåëÿ ýòèõ ÷èñåë íå ïðåâûøàåò eγ3n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà ps, 0 6 s 6 n, îöåíèì ñ
ïîìîùüþ (12). Èç (9) ïîëó÷àåì (ñ÷èòàÿ, ÷òî C | îêðóæíîñòü ðàäèóñà n + 2 ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò)

∣∣∣∣θs

n!

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

2πin!

∫
C

Q(z) dz
n−s+1∏

x=1

(z + x)

∣∣∣∣∣ 6 n + 2

n!
·

t∏
k=1

N1−1∏
σ=0

(n + 2 + γ3 + σ)τk

n−s+1∏
x=1

(n + 2− x)

=

=
n + 2

n!

(
Γ(n + 2 + γ3 + N1)

Γ(n + 2 + γ3)Γ(N1)

)ò
(Γ(N1))

ò

(n + 1)!
s!

Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Ñòèðëèíãà äàåò òåïåðü òàêóþ îöåíêó

|θs|
n!

6 eγ4n s!

n!
. (16)

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàþòñÿ è ïðî÷èå ìíîæèòåëè, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (12):∣∣∣∣∣
n−s∏
x=1

b(N2 + x)
n−s∏
x=1

1

a(x)

∣∣∣∣∣ 6 eγ5n

(
n!

s!

)u−r

. (17)

Èç (16) è (17) ñëåäóåò (15).
Îöåíèì îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü ÷èñåë ps.
Ïåðåïèøåì (12) òàê:

ps =
θs

s!

s!(n− s)!

n!
V1sV2sV3s,

ãäå

V1s =
n−s∏
x=1

x(β1 + N2 + x) . . . (βr−1 + N2 + x)

a(x)
,

V2s =
n−s∏
x=1

((N2 + x)2 + 1)((N2 + x)2 − 2)((N2 + x)2 − 3)((N2 + x)2 − 6)

x2
,

V3s =
n−s∏
x=1

(βr + N2 + x) . . . (βm + N2 + x), s = 0, 1, . . . , n.
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Îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü ÷èñåë θs/s! îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé eγ1n | ýòî
ñëåäóåò èç ëåììû 4. Äëÿ ÷èñåë âèäà

s!(n− s)!

n!
, s = 0, 1, . . . , n,

îáðàòíûõ áèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåíòàì îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü èìååò âåëè÷èíó
ïîðÿäêà eO(n). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè òàê æå, êàê è äîêàçàòåëü-
ñòâî ëåììû3, ñðàâíèâàÿ ñòåïåíè, â êîòîðûõ ïðîñòûå ÷èñëà âõîäÿò â ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè
ñîîòâåòñòâóþùèõ äðîáåé. ×èñëà V1s èìåþò îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü, íå ïðåâîñõî-
äÿùèé eγ6n | ýòî âûòåêàåò èç ëåììû 3. Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ è îáùèé íàèìåíüøèé
çíàìåíàòåëü ÷èñåë V2s. Çäåñü, îäíàêî, ëåììà 3 íå ãîäèòñÿ, òàê êàê êîðíè ìíîãî÷ëåíà îò
x, ñòîÿùåãî â ÷èñëèòåëå ðàññìàòðèâàåìîé äðîáè èððàöèîíàëüíû. Íî ìîæíî ñîñëàòüñÿ íà
ëåììó 5 ðàáîòû [3], â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ (ñ ïîìîùüþ òåîðèè äåëèìîñòè â êâàäðàòè÷íûõ
ïîëÿõ), ÷òî óêàçàííûé îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà eO(n). Îá-
ùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü ÷èñåë V3s, î÷åâèäíî, íå ïðåâîñõîäèò q(m−r+1)n, ãäå q | òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî âñå ÷èñëà qβ1, . . . , qβm ÿâëÿþòñÿ öåëûìè (àëãåáðàè÷åñêèìè) ÷èñëà-
ìè. Ïîäâîäÿ èòîã ñêàçàííîìó, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû.
Ëåììà 5 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðè 0 6 k 6 t, 0 6 lk 6 τk − 1, 1 6 j 6 u ìíîãî÷ëåí

Pklkj(z) =
n∑

ν=0

pklkjνz
ν (18)

ñòåïåíè íå âûøå n, êîýôôèöèåíò ïðè zν êîòîðîãî ðàâåí óìíîæåííîìó íà −1 êîýôôèöè-
åíòó cklkjν â ðàçëîæåíèè ïî ñòåïåíÿì z ôóíêöèè r∗klkj(z), îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâàìè (13).
Íàì ïîòðåáóþòñÿ îöåíêè îáùåãî íàèìåíüøåãî çíàìåíàòåëÿ êîýôôèöèåíòîâ pklkjν ìíîãî÷ëå-
íîâ (18).
Ëåììà 6. Ïóñòü N | íàòóðàëüíîå ÷èñëî, l | íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ðàöèîíàëüíîå

÷èñëî. Òîãäà

dl

dλl

N∏
x=1

(λ + x) =
N∏

x=1

(λ + x)
∑ ±1

(λ + x1) . . . (λ + xl)
,

ãäå ñóììà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, à x1, . . . , xl |÷èñëà (ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò
áûòü è ïîâòîðÿþùèåñÿ), ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âûáðàííûå èç ìíîæåñòâà {1, . . . , N}.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî l.
Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà íàèìåíüøåãî îáùåãî çíàìåíàòåëÿ

êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ (18) íå ïðåâûøàåò (n!)
u−r+1

w
(η + ε); ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n (íèæíÿÿ ãðàíèöà çàâèñèò îò ε è îò ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé (3);
÷èñëà η è w îïðåäåëåíû â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòà pklkjν â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî
îïðåäåëåíèåì:

pklkjν = −cklkjν = −
ν∑

s=0

ps(ν − s)j−1

ν−s∏
x=1

a(x)

b(x)

d lk

dλlk
k

ν−s∏
x=1

(λk + x) =

= −
ν∑

s=0

θs

s!

s!(n− s)!

n!

n−s∏
x=1

x + λk

x

N2∏
x=1

b(n + x− s)

b(x)
×

× (ν − s)j−1

n∏
x=ν+1

b(x− s)

a(x− s)(x + λk − s)

∑ ±1

(λk + x1) . . . (λk + xlk)
. (19)

Âõîäÿùèå â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìíîæèòåëè

θs

s!
,

s!(n− s)!

n!
è

n−s∏
x=1

x + λk

x

èìåþò îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü, íå ïðåâîñõîäÿùèé eγ7n | ýòî (ñ ó÷åòîì ðàöèî-
íàëüíîñòè ÷èñåë λ1, . . . , λt) óæå ðàññìàòðèâàëîñü âûøå. Îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü
ìíîæèòåëåé

N2∏
x=1

b(n + x− s)

b(x)
, (20)

ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ ëåììû 6 ðàáîòû [8, c. 1227]. Çäåñü ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ÷èñëà
β1, . . . , βr−1 ðàöèîíàëüíû; àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ±i, ±

√
2, ±

√
3, ±

√
6 èìåþò ñòåïåíü äâà,

à ñòåïåíè ÷èñåë βr, . . . , βm ñóòü ñîîòâåòñòâåííî κr, . . . , κm. Âíåñÿ â ðàññóæäåíèÿ, äîêà-
çûâàþùèå óïîìÿíóòóþ ëåììó 6 ðàáîòû [8], íåêîòîðûå èçìåíåíèÿ òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà,
ïîëó÷èì, ÷òî îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü ÷èñåë (20) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé
(n!)

u−r+1
w

(η + ε), ãäå ε| ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à n äîñòàòî÷íî âåëèêî (íèæ-
íÿÿ ãðàíèöà çàâèñèò îò ε). Â ñëó÷àå ìíîæèòåëåé

n∏
x=ν+1

b(x− s)

a(x− s)(x + λk − s)
=

n∏
x=ν+1

(
(x− s + β1) . . . (x− s + βr−1)x

2

a(x− s)(x + λk − s)
×

× ((x−s)2 +1)((x−s)2−2)((x−s)2−3)((x−s)2−6)

x2
×(x−s+βr) . . .(x−s+βm)

)

ìîæíî ðàññóæäàòü, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5 (ïðè ýòîì îïÿòü ïðèäåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà
[3, ëåììà 5]). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îöåíêó èõ îáùåãî íàèìåíüøåãî çíàìåíàòåëÿ â âèäå
eγ8n. Îñòàëîñü îöåíèòü îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü ïîñëåäíåé ñóììû, âõîäÿùåé â
(19). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îáùåå íàèìåíüøåå êðàòíîå ÷èñåë 1, 2, . . . , n åñòü âåëè÷èíà
ïîðÿäêà eO(n). Ïðèìåíåíèå ýòîãî çàìå÷àíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî
îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü óïîìÿíóòîé ñóììû îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé eγ9n.
Ñóììèðóÿ âñå âûøåñêàçàííîå, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà 7 äîêàçàíà.
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò äîêàçàòü òåîðåìó. Ìû èìååì ñîâìåñòíûå ïðèáëè-
æåíèÿ

rklkj(z) = Pklkj(z) + P (z)Fklkj(z)

äëÿ ôóíêöèé (3) ñ ïîðÿäêîì íóëÿ ïðè z = 0 áëèçêèì ê ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó. Ïðè ýòîì
ôóíêöèè (3) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé. Ïîýòîìó, ñëåäóÿ ìåòîäó,
ðàçðàáîòàííîìó â ñòàòüå [9], ìû ìîæåì ïîñòðîèòü öåëóþ ñîâîêóïíîñòü òàêèõ ïðèáëèæåíèé,
ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäåëèòåëü áóäåò îòëè÷åí îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ. Çàòåì íàäî
ïåðåéòè ê ÷èñëîâûì ïðèáëèæàþùèì ôîðìàì; ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè ýòîì ðåçóëüòàò îôîðìèì
â âèäå ëåììû. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé ëåììû ñëåäóåò èìåòü â âèäó îöåíêó

|rklkj(ξ)| 6 eγ10n(n!)−
u−r−1

w ,

êîòîðàÿ ëåãêî ñëåäóåò èç (14) è (15).
Ëåììà 8. Â ïîëå I ñóùåñòâóþò ÷èñëà v

(s)
0 , v

(s)
klkj , s = 0, 1, . . . , w, k = 1, . . . , t, lk =

= 0, 1, . . . , τk − 1, j = 1, . . . , u, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) îïðåäåëèòåëü det
(
v

(s)
0 v

(s)
klkj

)
, ñîñòàâëåííûé èç ÷èñåë v

(s)
0 è v

(s)
klkj , s = 0, 1, . . . , w, k =

= 1, . . . , t, lk = 0, 1, . . . , τk − 1, j = 1, . . . , u, îòëè÷åí îò íóëÿ;
2) det

(
v

(s)
klkj + v

(s)
0 Fklkj(ξ)

)
6 eγ11n(n!)−

u−r−1
w ;

3) det(v
(s)
0 ) 6 eγ12n(n!)u−r−1;

4) ÷èñëà v
(s)
0 ÿâëÿþòñÿ öåëûìè, à îáùèé íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü ÷èñåë v

(s)
klkj ïî ìîäóëþ

íå ïðåâûøàåò (n!)
u−r+1

w
(η + ε), ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n.

Ïåðå÷èñëåííûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñîâ.
Èç ïîñëåäíåé ëåììû óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæíî ïîëó÷èòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðò-

íîé òåõíèêè. Ïîäðîáíîñòè ñì. â [9].

Çàêëþ÷åíèå

Ìû âèäèì, ÷òî, âûáèðàÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïàðàìåòðû ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, ìîæíî ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè èñïîëüçóåìîé ýôôåêòèâíîé êîíñòðóêöèè ñî-
âìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé ïðè èçó÷åíèè àðèôìåòè÷åñêîé ïðèðîäû çíà÷åíèé òàêèõ ôóíêöèé.
Ïðè ýòîì ïðèâëåêàëàñü òåîðèÿ äåëèìîñòè â êâàäðàòè÷íûõ ïîëÿõ. Ïðèìåíåíèå àíàëîãè÷íîé
òåîðèè â äðóãèõ ïîëÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ïîçâîëèò ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû òàêîãî
ðîäà.
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It is impossible to use the known in the theory of transcendental numbers Siegel's method
directly for investigation of arithmetic properties of values of generalized hyper-geometric functions
with irrational parameters because these functions do not belong to the class of E-functions. For
that reason in such a situation one usually applies different variants of effective construction of
linear approximating forms. In this paper we use one of such variants that makes it possible to
consider the differentiated with respect to a parameter functions. The capabilities of this method
are extended by a special choice of parameters of the functions under consideration.
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