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1. Ââåäåíèå

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé èäåàëüíîé ëèáî âÿçêîé íåñæèìàåìîé ñðåäû, êîòî-
ðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè íåðàçðûâíîñòè è Ýéëåðà ëèáî Íàâüå | Ñòîêñà è ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè [1], â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò ýôôåêòèâíî
èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ. Ïåðâè÷íîé ðàñ÷åòíîé âåëè÷èíîé â ýòîì ìåòîäå
ÿâëÿåòñÿ çàâèõðåííîñòü, ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ êîòîðîé Ω(r) è çàäàííîé ñêîðîñòè
íàáåãàþùåãî ïîòîêà V ∞ (â ñëó÷àå ðàñ÷åòà âíåøíåãî òå÷åíèÿ) ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíî
ïîëå ñêîðîñòåé ïî çàêîíó Áèî | Ñàâàðà

V (r) =

∫ ∫
S

Ω(ξ)× (r − ξ)

2π|r − ξ|2
dSξ + V ∞, (1)

à òàêæå íàéäåíî ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëîãà èíòåãðàëîâ Áåðíóëëè è
Êîøè | Ëàãðàíæà [2].
Ñóòü ìåòîäà âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ (ÌÂÝ) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåïðåðûâíîå ðàñïðå-

äåëåíèå çàâèõðåííîñòè Ω(r) çàìåíÿåòñÿ íàáîðîì èç n âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ | òî÷å÷íûõ
âèõðåé (áåñêîíå÷íûõ âèõðåâûõ íèòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îáëàñòè òå÷åíèÿ) îïðåäåëåííîé
èíòåíñèâíîñòè.
Ê ïðèìåðó, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñïåðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè ñîîòâåò-

ñòâóåò êðóãëîìó âèõðþ Ëàìáà [1, 3], ýòó ïðîöåäóðó ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
îïðåäåëÿåòñÿ êðóã, ñîäåðæàùèé á�îëüøóþ ÷àñòü âñåé çàâèõðåííîñòè (â íàøåì ñëó÷àå ýòîò
êðóã ñîäåðæèò áîëåå 99,8 % îò çàâèõðåííîñòè âî âñåì ïðîñòðàíñòâå), êîòîðûé ðàçäåëÿåòñÿ íà
ÿ÷åéêè ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîé ïëîùàäè Si (ðèñ. 1). Çàòåì çàâèõðåííîñòü, ñîäåðæàùàÿñÿ â
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Ðèñ. 1. Ðàçäåëåíèå êðóãëîãî âèõðÿ íà ÿ÷åéêè
è ïîìåùåíèå â íèõ âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ

i-é ÿ÷åéêå, ñòÿãèâàåòñÿ â öåíòð ýòîé ÿ÷åéêè|òî÷êó ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì ri, êóäà è ïîìåùàåòñÿ
âèõðåâîé ýëåìåíò ñ èíòåíñèâíîñòüþ

Γi =

∫ ∫
Si

Ω(ξ)dSξ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìåòîäîì âèõðåâûõ
ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Ω(r) =
n∑

i=1

Γiδ(r − ri),

ãäå δ(r)| äâóìåðíàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ; òîãäà èíòåãðàë â çàêîíå Áèî | Ñàâàðà (1) ïðåâðàùà-
åòñÿ â ñóììó

V (r) =
n∑

i=1

Γi

2π

k × (r − ri)

|r − ri|2
+ V ∞,

ãäå k| îðò îñè Oz, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè òå÷åíèÿ.
Â ñëó÷àå èäåàëüíîéæèäêîñòè ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå DΩ

Dt
= 0 [3] (çäåñüD/Dt|ïîëíàÿ,

èëè ìàòåðèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ), êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî çàâèõðåííîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ äàííîé
òî÷êîé ñðåäû, ïåðåìåùàåòñÿ âìåñòå ñ íåé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Òîãäà äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ
ñðåäû èíòåíñèâíîñòè âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè, à èõ äâèæåíèå
äîëæíî ïðîèñõîäèòü ïî ïîëþ ñêîðîñòåé ñðåäû: Γi = const,

dri

dt
= V (ri),

i = 1, . . . , n.

10.7463/1013.0604030 400

http://dx.doi.org/10.7463/1013.0604030


Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåíèå ñêîðîñòè i-ãî âèõðåâîãî ýëåìåíòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

V (ri) =
n∑

j=1
j 6=i

Γj

2π

k × (ri − rj)

|ri − rj|2︸ ︷︷ ︸
vij

+V ∞ =
n∑

j=1
j 6=i

ΓjK(ri, rj) + V ∞, (2)

ãäå vij | âëèÿíèå j-ãî âèõðåâîãî ýëåìåíòà íà i-é, K(ri, rj) =
k × (ri − rj)
2π|ri − rj |2

. Âèäíî, ÷òî

÷òîáû âû÷èñëèòü ñêîðîñòè âñåõ âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ, íóæíî ó÷åñòü âëèÿíèå âñåõ ïàð äðóã
íà äðóãà.
Äëÿ ñëó÷àÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå ðàññó-

æäåíèÿ ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî çàâèõðåííîñòü ïåðåìåùàåòñÿ íå ñî ñêîðîñòüþ ñðåäû V , à
ñî ñêîðîñòüþ U = V + W , ãäåW | äèôôóçèîííàÿ ñêîðîñòü, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ çàâèõðåííîñòè, âåëè÷èíà êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëüíà âÿçêîñòè ñðåäû [2]. Â äàëüíåéøåì
ïðè àíàëèçå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ áóäåò èññëåäîâàíà ëèøü ïðîöåäóðà
îïðåäåëåíèÿ êîíâåêòèâíûõ ñêîðîñòåé V i âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ
äèôôóçèîííûõ ñêîðîñòåé ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû àíàëîãè÷íûå îöåíêè.

2. Áûñòðûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ êîíâåêòèâíûõ ñêîðîñòåé âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ

Èç ôîðìóëû (2) âèäíî, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíûõ
ñêîðîñòåé âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ, ò. å. êîëè÷åñòâî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ/äåëåíèÿ, êîòîðûå òðå-
áóåòñÿ âûïîëíèòü, ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó èõ êîëè÷åñòâà (n2), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì,
çíà÷èòåëüíî îãðàíè÷èâàþùèì óâåëè÷åíèå ÷èñëà n. Â òî æå âðåìÿ n äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî
áîëüøèì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü òðåáóåìóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçðàáî-
òàí ðÿä àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî îïåðàöèé. Îäíèì
èõ íèõ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé áûñòðûé ìåòîä, àíàëîãè÷íûé áûñòðîìó ìåòîäó ðåøåíèÿ
ãðàâèòàöèîííîé çàäà÷è n òåë [4].
Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ è ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû áûñòðîãî ìåòîäà ïðè ìîäåëè-

ðîâàíèè ïëîñêèõ òå÷åíèé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [5]. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò
ðàñïðåäåëåíèå âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ ïî îáëàñòÿì, îáðàçóþùèì èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
(äåðåâî). Ïðè âû÷èñëåíèè âêëàäîâ îò äàëüíèõ ýëåìåíòîâ âìåñòî ñóììèðîâàíèÿ ïî êàæäîìó
èç íèõ ïðèáëèæåííî ðàññ÷èòûâàåòñÿ èõ êîëëåêòèâíîå âîçäåéñòâèå. Äëÿ ðàñ÷åòà âëèÿíèÿ
âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ äàëüíåé îáëàñòè S íà ñêîðîñòè òî÷åê â îáëàñòè S0 âû÷èñëÿþòñÿ èíòå-
ãðàëû ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé çàâèõðåííîñòè Γ+, Γ− â îáëàñòè S è ðàäèóñ-âåêòîðû
öåíòðîâ çàâèõðåííîñòè r+ è r−:

Γ± =

∫ ∫
S

Ω±dS =
∑
k±

Γk±, r± =
1

Γ±

∫ ∫
S

r Ω±dS ≈ 1

Γ±

∑
k±

rk±Γk±, (3)

ãäå rk+, rk−, Γk+, Γk−|êîîðäèíàòû è èíòåíñèâíîñòè âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé
è îòðèöàòåëüíîé çàâèõðåííîñòüþ îáëàñòè S.
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Âëèÿíèå V i(S) âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ îáëàñòè S íà ñêîðîñòü i-é òî÷êè èç îáëàñòè S0,
èìåþùåé êîîðäèíàòû (xi, yi), âûðàæàåòñÿ ôîðìóëàìè

V i(S) ≈

(
a

b

)
+

(
c d

d −c

)(
∆xi

∆yi

)
, (4)

ãäå

∆xi = xi − xc, ∆yi = yi − yc,

a = − 1

2π

(
Γ+y′+
r′2+

+
Γ−y′−
r′2−

)
, b =

1

2π

(
Γ+x′+
r′2+

+
Γ−x′−
r′2−

)
,

c =
1

π

(
Γ+x′+y′+

r′4+
+

Γ−x′−y′−
r′4−

)
, d =

1

2π

(
Γ+(y′2+ − x′2+)

r′4+
+

Γ−(y′2− − x′2−)

r′4−

)
.

Çäåñü xc, yc|êîîðäèíàòû íåêîòîðîé âûäåëåííîé òî÷êè rc îáëàñòè S0, x′±, y′±|êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ r ′± = rc − r±.
Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå óäåðæàíèÿ ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè

ôóíêöèèK(ri, rj ) â (2) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷åê rc, r+ è r− ñîîòâåòñòâåííî
(îòäåëüíî âû÷èñëÿåòñÿ âëèÿíèå âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè
èíòåíñèâíîñòÿìè èç îáëàñòè S).
Ôîðìóëà (4) ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî òî÷íî âû÷èñëÿòü âêëàä â ñêîðîñòè âèõðåâûõ ýëåìåí-

òîâ èç îáëàñòè S0 îò âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ îáëàñòè S, åñëè ðàçìåðû îáëàñòåé äîñòàòî÷íî ìàëû
ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè. Ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ ïåðåáèðàòü âñå ýëåìåíòû
îáëàñòè S è âû÷èñëÿòü ñêîðîñòü êàæäîãî èç íèõ; äîñòàòî÷íî ëèøü îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ
÷åòûðåõ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c è d, ïîñëå ÷åãî ñêîðîñòè âñåõ âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ íàõî-
äÿòñÿ óìíîæåíèåì ìàòðèöû ðàçìåðîì 2× 2 íà ñòîëáåö îòíîñèòåëüíûõ êîîðäèíàò âèõðåâûõ
ýëåìåíòîâ.
Àëãîðèòì áûñòðîãî ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ êîíâåêòèâíûõ ñêîðîñòåé âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ

ïî àíàëîãèè ñ áûñòðûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ãðàâèòàöèîííîé çàäà÷è n òåë ñîñòîèò èç òðåõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýòàïîâ:

1) ïîñòðîåíèå äåðåâà;
2) âû÷èñëåíèå ñóììàðíûõ öèðêóëÿöèé Γ+, Γ− è öåíòðîâ çàâèõðåííîñòè r+, r− ïîëîæè-

òåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ â êàæäîé îáëàñòè;
3) âû÷èñëåíèå ñêîðîñòåé âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ.

3. Ïîñòðîåíèå äåðåâà

Äåðåâî â äàííîé çàäà÷å ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïðÿìîóãîëüíûõ
îáëàñòåé (ðèñ. 2). Ïðÿìîóãîëüíèê-ÿ÷åéêà âûñøåãî (íóëåâîãî) óðîâíÿ ñîäåðæèò âñå âèõðåâûå
ýëåìåíòû. Îí äåëèòñÿ ïî äëèííîé ñòîðîíå íà äâà îäèíàêîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêà-ÿ÷åéêè
ïåðâîãî óðîâíÿ. Ïóòåì ïåðåáîðà âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ èõ ïðèíàäëåæíîñòü
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ê îäíîìó èç íèõ. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê <îáðåçàåòñÿ> ïî ãîðèçîíòàëè è ïî
âåðòèêàëè, ÷òîáû èñêëþ÷èòü èç íåãî îáëàñòè, íå ñîäåðæàùèå íè îäíîãî âèõðåâîãî ýëåìåíòà.
Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà,
à ñ äðóãîé | óïðîñòèòü àëãîðèòì.

Ðèñ. 2. Ñòðóêòóðà äåðåâà è ñõåìà îáõîäà

Äàëåå äâà ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêà äåëÿòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, îáðàçóÿ îáëàñòè âòîðîãî
óðîâíÿ è ò. ä. Äåëåíèå ïðåêðàùàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè çàäàííîãî êðèòåðèÿ ïî ðàçìåðó ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà, êîëè÷åñòâó âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ â íåì è (èëè) íîìåðó óðîâíÿ. Îòìåòèì, ÷òî
<îáðåçàíèå> âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ îáåñïå÷èâàåò íåïóñòîòó ÿ÷ååê ñëåäóþùåãî óðîâíÿ. Íó-
ìåðàöèþ ÿ÷ååê íà êàæäîì óðîâíå óäîáíî äåëàòü <ñïëîøíîé>, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 2, ïðè
ýòîì åñëè íåêîòîðûå ÿ÷åéêè îòñóòñòâóþò, òî èõ íîìåðà ïðîïóñêàþòñÿ. Ïðèìåð ÿ÷ååê äåðåâà
ðàçëè÷íûõ óðîâíåé â çàäà÷å î ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ êðóãëîãî âèõðÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3. Ïðÿìîóãîëüíèêè-ÿ÷åéêè ñîîòâåòñòâóþùèõ óðîâíåé äåðåâà
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4. Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòèê ÿ÷ååê äåðåâà

Äëÿ âñåõ ÿ÷ååê äåðåâà ïî ôîðìóëàì (3) âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû Γ+, Γ−, g+ = Γ+r+

è g− = Γ−r−. Äëÿ íèæíèõ ÿ÷ååê, ò. å. ÿ÷ååê, íå èìåþùèõ ïîòîìêîâ, ýòî äåëàåòñÿ ïóòåì ïå-
ðåáîðà âñåõ âîøåäøèõ â íèõ âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ, äëÿ îñòàëüíûõ ÿ÷ååê äåðåâà ýòè ïàðàìåòðû
íàõîäÿòñÿ ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèê äâóõ äî÷åðíèõ îáëàñòåé.

5. Âû÷èñëåíèå ñêîðîñòåé âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ

Ïðè âû÷èñëåíèè ñêîðîñòåé âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ íèæ-
íèå ÿ÷åéêè. Äëÿ êàæäîé èç íèõ ïðîâîäèòñÿ îáõîä äåðåâà (ðèñ. 2) ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ îáëàñòåé,
äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé h, ðàâíîé ñóììå ðàçìåðîâ ïî âûñîòå è øè-
ðèíå ñîîòâåòñòâóþùåé íèæíåé ÿ÷åéêè è òåêóùåé ÿ÷åéêè îáõîäà (â êà÷åñòâå h ìîæíî âçÿòü
òàêæå ñóììó äèàãîíàëåé ÿ÷ååê èëè êàêîé-ëèáî äðóãîé õàðàêòåðíûé ðàçìåð). Òàêèì îáðàçîì,
ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ h/ρ < ϑ, ãäå ρ| ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ÿ÷ååê, ϑ|
çàäàííûé ïàðàìåòð. Åñëè óêàçàííîå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä
âíèç ïî äåðåâó. Åñëè æå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî âû÷èñëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû a, b, c è
d. Ýòè êîýôôèöèåíòû ïðè äàëüíåéøåì îáõîäå ñóììèðóþòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè êîýôôèöèåí-
òàìè îò äðóãèõ ÿ÷ååê, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííîìó óñëîâèþ äàëüíîñòè. Åñëè ïðè îáõîäå
äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ÿ÷åéêà, íî óñëîâèå äàëüíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, åå íîìåð çàïîìèíàåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå îáõîäà äåðåâà îêàçûâàþòñÿ âû÷èñëåííûìè âåëè÷èíû A, B, C è D,
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñóììû a, b, c è d äëÿ îáëàñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ äàëüíîñòè
ÿ÷ååê, à òàêæå èìååòñÿ ñïèñîê íèæíèõ ÿ÷ååê, âëèÿíèå îò êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî ïóòåì ïåðåáîðà âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà Áèî|Ñàâàðà. Ïîñëå
ýòîãî ñêîðîñòè âñåõ âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîé íèæíåé ÿ÷åéêè âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëå

V i ≈

(
A

B

)
+

(
C D

D −C

)(
∆xi

∆yi

)
+
∑

j

vij + V ∞, (5)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïî j ïðîâîäèòñÿ ïî âèõðåâûì ýëåìåíòàì, ïðèíàäëåæàùèì ÿ÷åéêàì èç
óêàçàííîãî âûøå ñïèñêà;V ∞|ñêîðîñòü íàáåãàþùåãîïîòîêà. Çàòåìïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ
äëÿ ñëåäóþùåé íèæíåé ÿ÷åéêè.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü áûñòðîãî ìåòîäà ïðîïîðöèîíàëüíà

(n lg n), â òî âðåìÿ êàê âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðÿìîãî ìåòîäà, èñïîëüçóþùåãî çàêîí
Áèî | Ñàâàðà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âëèÿíèÿ êàæäîãî âèõðåâîãî ýëåìåíòà íà êàæäûé, ïðîïîðöè-
îíàëüíà n2. Ïîýòîìó áûñòðûé ìåòîä òåì ýôôåêòèâíåå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì, ÷åì áîëüøå
n| ÷èñëî âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ â çàäà÷å. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ çàäà÷ ñ ìàëûì ÷èñëîì âèõðåâûõ
ýëåìåíòîâ (ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñîòåí) èñïîëüçîâàíèå áûñòðîãî ìåòîäà íåöåëåñîîáðàçíî, òàê
êàê íà ïðàêòèêå îí îêàçûâàåòñÿ ìåíåå ýôôåêòèâíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ìåòîäîì.
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6. Îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé òðóäîåìêîñòè áûñòðîãî ìåòîäà

Ïðè âû÷èñëåíèè ñêîðîñòåé âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ áûñòðûì ìåòîäîì êîëè÷åñòâî âûïîëíÿ-
åìûõ îïåðàöèé | âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è | ñóùåñòâåííî çàâèñèò íå òîëüêî îò
çíà÷åíèÿ n| êîëè÷åñòâà âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ, íî è îò òàêèõ ïàðàìåòðîâ, êàê ϑ| ïàðàìåòð
áëèçîñòè ÿ÷ååê, êîòîðûé âëèÿåò íà ðàçìåð <áëèæíåé> çîíû è îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü ðåøå-
íèÿ, è k | ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü äåðåâà. Åñòåñòâåííî, íà ïðàêòèêå ïðèõîäèòñÿ ðàáîòàòü
ñ ñèñòåìàìè, ñîäåðæàùèìè ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ; êðîìå òîãî, ìîãóò
ïðåäúÿâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûå òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîýòîìó äëÿ ðàçëè÷íûõ
çàäà÷ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ϑ è k áóäóò ðàçíûìè. Ïîä îïòèìàëüíûìè ïîíèìàþòñÿ òàêèå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò íàèìåíüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àë-
ãîðèòìà. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîé îöåíêè
òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà (ò. å. êîëè÷åñòâà îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòåé
âñåõ âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ), â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé n, k è ϑ. Ïîäîáíûå îöåíêè ïîñòðîåíû
â ðàáîòàõ [6, 7]. Îöåíêà â [6] ïîñòðîåíà äëÿ îäíîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ϑ

(â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèíÿòûõ â äàííîé ðàáîòå, äëÿ ϑ = 4). Íî, êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ, òàêàÿ âåëè÷èíà ϑ ïðèâîäèò ê ñëèøêîì íèçêîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, ïîýòîìó íà ïðàê-
òèêå çíà÷åíèå äàííîãî ïàðàìåòðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì âûáèðàòü èç ïðîìåæóòêà
0 < ϑ < 2. Â ðàáîòå [7] ïðèâåäåí áîëåå òùàòåëüíûé àíàëèç âû÷èñëèòåëüíîé òðóäîåìêî-
ñòè àëãîðèòìà, íî â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèâåäåííàÿ òàì îöåíêà äîñòàòî÷íî ñèëüíî ðàñõîäèòñÿ
ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèå èçâåñòíûõ îöåíîê [7]
çà ñ÷åò ó÷åòà òåõ ýôôåêòîâ è îñîáåííîñòåé àëãîðèòìà, êîòîðûå ðàíåå íå áûëè ïðèíÿòû âî
âíèìàíèå.
Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé n âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-

ëåíû â êâàäðàòå ñî ñòîðîíîé 2a. Ðàññìîòðåíèå êâàäðàòíîé îáëàñòè ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü
ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê, ïðè ýòîì, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, ïîëó÷åí-
íûå ñîîòíîøåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ïðèìåíèìûìè è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå. Ïðè ïîñòðîåíèè
äåðåâà îáùåå ÷èñëî ÿ÷ååê k-ãî óðîâíÿ ðàâíî Nk = 2k. Òîãäà ñòîðîíà êâàäðàòà k-ãî óðîâíÿ
áåç ó÷åòà òîãî, ÷òî ïðè êàæäîì äåëåíèè ÿ÷åéêà <îáðåçàåòñÿ>, ðàâíà

lk =

√
S

2k
=

2a(√
2
)k .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü âëèÿíèå <îáðåçàíèÿ> ÿ÷ååê íà êàæäîì øàãå ïîñòðîåíèÿ äåðåâà, îöå-
íèì <çàçîð> ìåæäó ÿ÷åéêàìè äåðåâà: D ≈ 2a√

n
, åñëè âèõðåâûå ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû

ðàâíîìåðíî è óïîðÿäî÷åííî â óçëàõ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè. Ïîñêîëüêó âèõðåâûå ýëåìåíòû
â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ÷àùå âñåãî ðàñïîëîæåíû â îáëàñòè òå÷åíèÿ íåóïîðÿäî÷åííî, îáðåçàíèå
ÿ÷åéêè ïðîèñõîäèò íå íà âåëè÷èíó D/2, à íà ìåíüøóþ âåëè÷èíó, ïîýòîìó ââåäåì áåçðàç-
ìåðíûé ïàðàìåòð α (0 6 α 6 1), êîòîðûé áóäåò ó÷èòûâàòü ýòîò ýôôåêò, òîãäà <çàçîð> ìåæäó
ÿ÷åéêàìè äåðåâà ïðèìåì ðàâíûì

d = αD = α · 2a√
n

.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ñòîðîíû ÿ÷åéêè äåðåâà k-ãî óðîâíÿ ñ ó÷åòîì <îáðåçàíèÿ>
ÿ÷ååê ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

ak =
2a(√
2
)k(1− α

(√
2
)k − 1
√

n

)
.

Â õîäå îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå α ≈ 0,70, îáåñïå÷èâàþùåå íàèìåíüøåå îòêëî-
íåíèå òåîðåòè÷åñêîé îöåíêè îò ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà.
Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè íèæíåãî óðîâíÿ èìååòñÿ çîíà (äàëåå áóäåì íàçûâàòü åå áëèæíåé

çîíîé), âëèÿíèå âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ èç êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî çàêîíó
Áèî|Ñàâàðà. Ðàññòîÿíèÿ â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé áóäåì èçìåðÿòü â êóáè-
÷åñêîé íîðìå. Òîãäà áëèæíåé çîíîé ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò ñ öåíòðîì â öåíòðå ðàññìàòðèâàåìîé
ÿ÷åéêè è ñòîðîíîé 2∆, ãäå ∆ = h0/ϑ, h0 = 4ak.
Ïëîùàäü áëèæíåé çîíû íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Sáë = 4∆2 = 4
(4

ϑ

)2(4a2

2k

)(
1− α

(√
2
)k − 1
√

n

)2

,

÷èñëî ÿ÷ååê k-ãî (íèæíåãî) óðîâíÿ, ïîïàâøèõ â ýòó çîíó

Náë =
Sáë
l2k

= 4
(4

ϑ

)2
(

1− α

(√
2
)k − 1
√

n

)2

.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ òåõ ÿ÷ååê, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âíóòðè èñõîäíîãî
êâàäðàòà, äîñòàòî÷íî äàëåêî îò åãî ãðàíèöû, òîãäà êàê âáëèçè ãðàíèöû ÷èñëî ÿ÷ååê áëèæíåé
çîíû áóäåò ìåíüøå (ðèñ. 4). Òàêèìè <ïðèãðàíè÷íûìè> ÿ÷åéêàìè ÿâëÿþòñÿ òå, êîòîðûå
îòñòîÿò îò ãðàíèöû íà ðàññòîÿíèå, íå ïðåâûøàþùåå ∆.

Ðèñ. 4. Áëèæíÿÿ çîíà äëÿ <ïðèãðàíè÷íûõ> ÿ÷ååê (çàøòðèõîâàíà)

Îöåíèì, êàêàÿ ÷àñòü ÷èñëà ÿ÷ååê Náë ïîïàäàåò â èñõîäíûé êâàäðàò â ñðåäíåì äëÿ âñåõ
<ïðèãðàíè÷íûõ> ÿ÷ååê:

q =

1∫
0

2(2− x)

4
dx =

3

4
.
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Êîëè÷åñòâî <ïðèãðàíè÷íûõ> ÿ÷ååê ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Nãð =
8a ·∆

l2k
=

16
(√

2
)k

ϑ

(
1− α

(√
2
)k − 1
√

n

)
.

Òîãäà ñðåäíåå ÷èñëî ÿ÷ååê, ïîïàâøèõ â áëèæíþþ çîíó, áóäåò òàêèì:

Náë.ñð =
(N −Nãð)Náë + Nãð · qNáë

N
= Náë

(
1− 4

ϑ
(√

2
)k(1− α

(√
2
)k − 1
√

n

))
.

Ñðàâíèì ïîëó÷åííóþ òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòà, â êîòîðîì ïîäñ÷è-
òûâàëîñü ÷èñëî ÿ÷ååê íèæíåãî óðîâíÿ, ïîïàäàþùèõ â áëèæíèå çîíû âñåõ ÿ÷ååê, à çàòåì
îïðåäåëÿëîñü èõ ñðåäíåå ÷èñëî â ðàñ÷åòå íà îäíó ÿ÷åéêó. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåí ãðàôèê (â
ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå) çàâèñèìîñòè âåëè÷èíûNáë.ñð îò âåëè÷èíû ϑ, êîòîðàÿ ìåíÿëàñü
â äèàïàçîíå 0,2 6 ϑ 6 2,0 ñ øàãîì 0,1. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ n = 175 674 ýëåìåíòîâ,
α = 0,7, k = 16.

Ðèñ. 5. Ñðåäíåå ÷èñëî áëèæíèõ ÿ÷ååê. Ëèíèÿ | òåîðåòè÷åñêàÿ
îöåíêà, òî÷êè | ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå (k = 16)

Âèäíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè âû-
÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü è äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé
k (ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà äåðåâà), âî âñåõ ñëó÷àÿõ òàêæå íàáëþäàëîñü õîðîøåå ñîãëàñèå
ðåçóëüòàòîâ.
Íà îñíîâàíèè ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîñòðîèì îöåíêó âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè âñåãî àë-

ãîðèòìà áûñòðîãî ìåòîäà. Âû÷èñëåíèå âëèÿíèÿ îäíîãî âèõðåâîãî ýëåìåíòà íà ñêîðîñòü
äðóãîãî òðåáóåò âûïîëíåíèÿ 6 àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Äëÿ êàæäîãî âèõðåâîãî ýëåìåíòà
(n øòóê) íóæíî ïîñ÷èòàòü âëèÿíèå âñåõ ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ÿ÷åéêàõ áëèæíèõ çîí.
Òàêèì îáðàçîì, âëèÿíèå âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ áëèæíèõ çîí, ðàññ÷èòûâàåìîå íàïðÿìóþ ïî
çàêîíó Áèî | Ñàâàðà, òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé:

Qáë = 6Náë.ñð ·
n

2k
·n =

24n2

2k

(4

ϑ

)2(
1−α

(√
2
)k − 1
√

n

)2(
1− 4

ϑ
(√

2
)k(1−α

(√
2
)k − 1
√

n

))
.
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Êàê âèäíî èç ãðàôèêà íà ðèñ. 6, òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà Qáë õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëü-
òàòàìè ðàñ÷åòà, â êîòîðîì ïîäñ÷èòûâàëîñü êîëè÷åñòâî âûïîëíåííûõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ
è äåëåíèÿ.

Ðèñ. 6. Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, òðåáóåìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ âëèÿíèÿ
âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ èç ÿ÷ååê áëèæíåé çîíû. Ëèíèÿ | òåîðåòè÷åñêàÿ
îöåíêà, òî÷êè | ðåçóëüòàò âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà (k = 16)

Òåïåðü îöåíèì êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, òðåáóåìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ âëèÿíèÿ âèõðåâûõ ýëå-
ìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â äàëüíåé çîíå. Ïóñòü j | ðàññòîÿíèå, âûðàæàåìîå â äëèíàõ ñòîðîíû
ÿ÷åéêè k-ãî (íèæíåãî) óðîâíÿ, ïðè êîòîðîì êâàäðàò s-ãî óðîâíÿ ïîïàäàåò â äàëüíþþ çîíó
(ò. å. îòíîñèòñÿ ê ÿ÷åéêàì, âëèÿíèå âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ èç êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ áûñòðûì
ìåòîäîì), òîãäà

j =
2

ϑ

(
1 +

(√
2
)k−s)

,

çíà÷èò, íà ðàññòîÿíèè j îò ÿ÷ååê k-ãî óðîâíÿ ê äàëüíåé çîíå áóäóò îòíîñèòüñÿ ÿ÷åéêè óðîâíÿ

s = k + 2− 2 log2 (ϑj − 2).

Ðàäèóñû áëèæíåé çîíû è âñåé èñõîäíîé îáëàñòè, âûðàæåííûå â äëèíàõ ñòîðîíû ÿ÷åéêè
k-ãî óðîâíÿ, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî pk = 4/ϑ è Pk = (

√
2)k−2 (äàííàÿ îöåíêà ñòðîèòñÿ

äëÿ ÿ÷åéêè, ðàñïîëîæåííîé â öåíòðå). Òîãäà ÷èñëî ÿ÷ååê ìàêñèìàëüíî âûñîêîãî óðîâíÿ,
íàõîäÿùèõñÿ â äàëüíåé çîíå, ìîæíî ïðèáëèæåííî îöåíèòü:

Näàë =

Pk∑
j=pk+1

8j · l2k
l2s

=

Pk∑
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32j
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Âû÷èñëåíèå ÷åòûðåõ êîýôôèöèåíòîâ âëèÿíèÿ îò êàæäîé ÿ÷åéêèäàëüíåé çîíûòðåáóåò 28 îïå-
ðàöèé, òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé

Qäàë = β · 28Näàë · 2k =
896 · 2k · β

ϑ2

(
4

(
1

4 + ϑ
+

1

4−
(√

2
)k

ϑ

)
+ ln

((√
2
)k − 4

4 + ϑ

))
,

ãäå β | êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé òî, ÷òî äëÿ ÿ÷ååê, îòëè÷íûõ îò öåíòðàëüíîé, ÷èñëî
Näàë áóäåò íåñêîëüêî îòëè÷àòüñÿ îò ïðèâåäåííîãî âûøå çíà÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè
ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âûáîð çíà÷åíèÿ β ≈
1,30 ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî òî÷íî ó÷åñòü ýòîò ýôôåêò. Èç ãðàôèêà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 7,
âèäíî, ÷òî äàííàÿ îöåíêà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ.

Ðèñ. 7. Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, òðåáóåìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ âëèÿíèÿ âèõðåâûõ
ýëåìåíòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê äàëüíåé çîíå. Ëèíèÿ | òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà,

òî÷êè | ðåçóëüòàò âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà (k = 16)

Âû÷èñëåíèå ñêîðîñòåé âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè ÿ÷ååê íèæíåãî óðîâíÿ,
÷åðåç ðàññ÷èòàííûå êîýôôèöèåíòû òðåáóåò âûïîëíåíèÿ Qíèæ = 4n îïåðàöèé.
Èòàê, îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè íà îäíîì øàãå

ðàñ÷åòà, ñîñòàâëÿåò

Q = Qáë + Qäàë + Qíèæ =

=
24n2
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1
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2
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ϑ

)
+ ln

((√
2
)k − 4

4 + ϑ

))
+ 4n. (6)

Ãðàôèê íà ðèñ. 8 ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííàÿ îöåíêà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè
âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.
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Ðèñ. 8. Îáùåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, òðåáóåìîå äëÿ âûïîëíåíèÿ îäíîãî øàãà
â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Ëèíèÿ | òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà, òî÷êè | ðåçóëüòàò

âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà (k = 16)

7. Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà áûñòðîãî ìåòîäà

Ïîñòðîåííûå îöåíêè ïîçâîëÿþò ïîäîáðàòü òàêèå ïàðàìåòðû àëãîðèòìà áûñòðîãî ìå-
òîäà, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò íàèìåíüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ òðóäîåìêîñòü. Â ÷àñòíîñòè,
àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âûáîðà ìàêñèìàëüíîé ãëóáèíû äåðåâà, ò. å. òàêîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k ïðè êîòîðîì îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ/äåëåíèÿ â àëãîðèòìå
áóäåò íàèìåíüøèì. Â ñâÿçè ñ äîñòàòî÷íîé ñëîæíîñòüþ îöåíêè (6) àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëå-
íèå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ k çàòðóäíèòåëüíî. Áîëåå ðàöèîíàëüíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìåòîä
ïåðåáîðà, êîãäà ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ n è ϑ âû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëî îïåðàöèé äëÿ ðàçëè÷-
íûõ k è âûáèðàåòñÿ íàèëó÷øèé âàðèàíò. Ê ïðèìåðó, ãðàôèê çàâèñèìîñòèQ îò k äëÿ ϑ = 0,6

â ñðàâíåíèÿìè ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåí íà ðèñ. 9.

Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü îáùåãî ÷èñëà îïåðàöèé îò ìàêñèìàëüíîé ãëóáèíû äåðåâà k äëÿ ϑ = 0,6.
Ëèíèÿ | òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà, òî÷êè | ðåçóëüòàò âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà
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Èç ãðàôèêà íà ðèñ. 9 âèäíî, ÷òî îïòèìàëüíîé â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ãëóáèíà äåðåâà
k = 15, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ: ïðè n = 175 674, ϑ = 0,6 è k = 15

êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ñîñòàâëÿåò 1,0 · 109, ÷òî ìåíüøå, ÷åì ïðè k = 14 è k = 16, äëÿ êîòîðûõ
Q áëèçêî ê 1,6 · 109 è 1,1 · 109 ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî äàæå íåáîëüøîå îòêëîíåíèå
ïàðàìåòðà k îò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (íà 1{2 óðîâíÿ) ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîìó
ñíèæåíèþ ýôôåêòèâíîñòè áûñòðîãî ìåòîäà; êîëè÷åñòâî âûïîëíÿåìûõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ
è äåëåíèÿ ìîæåò ïðè ýòîì âîçðàñòàòü â äâà è áîëåå ðàçà.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà äëÿ îáùåé òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà áûñòðîãî ìåòîäà ëó÷øå ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ îöåíêîé èç ðàáîòû [7], îñîáåííî â
äèàïàçîíå 0,2 6 ϑ 6 1,0, êîòîðûé íàèáîëåå èíòåðåñåí ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ýòî
âèäíî èç ãðàôèêà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 10.

Ðèñ. 10. Êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â çàâèñèìîñòè îò ϑ. Ïóíêòèð | îöåíêà èç [7],
òî÷êè | îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ â äàííîé ðàáîòå, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ | ðåçóëüòàò

âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà (k = 14, n = 175 674)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè k = 15 äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíâåêòèâíûõ ñêîðîñòåé âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ
áûñòðûì ìåòîäîì òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü ïîðÿäêà 1,0 · 109 îïåðàöèé, â òî âðåìÿ êàê äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé æå çàäà÷è ïðÿìûì ìåòîäîì íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 6(175 674)2 ≈ 185,2 · 109

îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçîâàíèå áûñòðîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âðåìÿ ñ÷åòà
ïî÷òè â 200 ðàç, ÷òî ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè è îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè âèõðåâûõ
ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé àýðîãèäðîäèíàìèêè.

Îòìåòèì, ÷òî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòîâ ìîæåò áûòü ñîêðàùåíî åùå ñèëüíåå çà ñ÷åò èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé [8], ïðè ýòîì ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò,
÷òî àëãîðèòì áûñòðîãî ìåòîäà îáëàäàåò õîðîøåé ðàñïàðàëëåëèâàåìîñòüþ, ëèøü íåìíîãî
ïðîèãðûâàÿ ïî ýòîìó ïîêàçàòåëþ ïðÿìîìó ìåòîäó.
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Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è ïîñòðîåíà îöåíêà òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà áûñòðîãî ìåòîäà âû÷è-
ñëåíèÿ êîíâåêòèâíûõ ñêîðîñòåé âèõðåâûõ ýëåìåíòîâ. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà õîðîøî ñîãëàñó-
åòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé, ÷åì èçâåñòíûå
â ëèòåðàòóðå îöåíêè. Äàííàÿ îöåíêà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îïòèìàëüíóþ ãëóáèíó äåðåâà, è
òåì ñàìûì èñïîëüçîâàòü áûñòðûé ìåòîä ìàêñèìàëüíî ýôôåêòèâíî.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ãîñóäàðñòâåí-

íîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ | êàíäèäàòîâ íàóê (ïðîåêò ÌÊ-6482.2012.8)
è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò
ÍØ-255.2012.8).
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In this paper the authors consider a fast numerical algorithm for calculating convective velocities
in the vortex element method. This algorithm is based on derivation of a tree of rectangular regions
which contain vortex elements. Influence of parameters of the fast method on computational
complexity of the algorithm was analyzed. The number of arithmetic operations required for
calculating velocities of all vortex elements was evaluated for modeling an evolution of vortex
motion in an ideal incompressible liquid. This theoretical estimation is in good agreement with the
results of the numerical experiment. The developed approach could be useful in practice because
it allows to select optimal values of the algorithm parameters a priori.
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