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Ââåäåíèå

Îäíîé èç èçâåñòíûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â îïðåäåëåíèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ
(ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè è ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ), ïåðåâîäÿùåãî äèíàìè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå. Âðåìÿ äâèæåíèÿ
èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå ìîæåò áûòü ôèêñèðîâàíî èëè âûáèðàòüñÿ èç êàêèõ-ëèáî
äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé.
Äëÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðà-

âëåíèÿ èçâåñòíû ëèøü äëÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ ñèñòåì. Íàïðèìåð, äëÿ àôôèííûõ ñèñòåì,
ïðåîáðàçóåìûõ â çàäàííîé îáëàñòè ê ñïåöèàëüíîìó âèäó, íàçûâàåìîìó ðåãóëÿðíûì êàíî-
íè÷åñêèì âèäîì [1, 2], ïðîãðàììíóþ òðàåêòîðèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì,
çàäàþò â âèäå ïîëèíîìîâ îò âðåìåíè, ïîðÿäîê êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé. Ïðè òàêîì ïîäõîäå îñíîâíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ âûáîð âðåìåíè äâèæåíèÿ.
Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé äëÿ ëåòàòåëüíûõ àï-

ïàðàòîâ ïðîáëåìó çàäàíèÿ âðåìåíè ïåðåëåòà ìîæíî îñóùåñòâëÿòü íà îñíîâå ýâðèñòè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ [3] èëè ïóòåì ïåðåõîäà ê íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé| ìåõàíè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ñèñòåìû [4, 5].
Áîëåå îáùèì êëàññîì íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ óïðàâëåíèåì, âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ àôôèí-

íûå ñèñòåìû, ïðåîáðàçóåìûå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ïëîñêèå
ñèñòåìû [6, 7, 8]. Äëÿ ýòîãî êëàññà ñèñòåì òàêæå èçâåñòíû äîñòàòî÷íî îáùèå ïîäõîäû ê
ñèíòåçó ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ êâàäðîêîïòåðà íà îñíîâå òåîðèè ïëîñêîñò-
íîñòè ðåøåíà çàäà÷à ðåàëèçàöèè òèïîâûõ ìàíåâðîâ [9, 10].
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Íåëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íå âñåãäà óäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü ê ýêâèâàëåíòíîé
ïëîñêîé ñèñòåìå, è äëÿ òàêèõ íåïëîñêèõ ñèñòåì îáùèå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ òåðìèíàëüíîé
çàäà÷è â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóþò.
Ñðåäè íåïëîñêèõ ñèñòåì âûäåëÿþò ëèóâèëëåâû ñèñòåìû (ñì., íàïðèìåð, [11]), äëÿ êîòî-

ðûõ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èçâåñòíû ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð, â [11]
äëÿ ìîäåëè âåðòîëåòà ðåøåíà çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî îäíîâðåìåííîå
ñìåùåíèå â ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòÿõ.
Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ âåðòîëåòà ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ ïðèìåðîì íåïëîñêîé ñèñòåìû. Äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèåì, íàêëàäûâàåìûì íà
ïðîãðàììíîå äâèæåíèå âåðòîëåòà, ìîæåò áûòü òðåáîâàíèå äâèæåíèÿ ïî çàäàííîìó ìíî-
ãîîáðàçèþ, â ÷àñòíîñòè, ïî çàäàííîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé ãðàíè÷íûå
òî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âðåìÿ ïåðåëåòà è ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ïåðå-
ìåííûõ ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è óïðàâëåíèÿ îò âðåìåíè.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî îáùèå òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

çàäà÷è àâòîìàòè÷åñêîãî ñèíòåçà ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ äëÿ íåïëîñêîé íåëèíåéíîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì â óêàçàííîé ïîñòàíîâêå àâòîðàì íå èçâåñòíû.
Â äàííîé ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ, ðåàëèçóþùåãî ïåðå-

ìåùåíèå âåðòîëåòà âäîëü çàäàííîãî îòðåçêà ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé.
Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ äâà ïîäõîäà. Ïåðâûé ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè êîíå÷íîé

ñèììåòðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è â êîíå÷-
íûå. Èñïîëüçîâàíèå òàêîé ñèììåòðèè ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ óñëîâèé.
Ïðè ýòîì èñêîìîå óïðàâëåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþôóíêöèþ âðåìåíè.
Îòìåòèì, ÷òî òåîðèÿ ñèììåòðèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçâèâàëàñü áóðíûìè

òåìïàìè ïîñëåäíèå 40 ëåò (ñì. [12] è áèáëèîãðàôèþ òàì). Ìåòîäàìè ýòîé òåîðèè ðåøà-
þòñÿ ìíîãèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íî àâòîðàì íåèçâåñòíû ðàáîòû ïî ïðèìåíåíèþ
òåîðèè ñèììåòðèé ê ðåøåíèþ çàäà÷ òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè íàêðûòèÿ [12] è çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè

ñïåöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå äëÿ äâóõ çàäàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñþðúåêòèâíî
îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïåðâîé ñèñòåìû â ìíîæåñòâî ðåøåíèé âòîðîé ñèñòåìû.
Ïðîãðàììíîå äâèæåíèå â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü íàéäåíî êàê ðåøåíèå äâóõ ñâÿçàííûõ
ñïåöèàëüíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ Êîøè äëÿ ýòèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ âåðòîëåòà

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ âåðòîëåòà çàäàäèì çåìíóþ íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ó
êîòîðîé îñü Oz ñîíàïðàâëåíà ñ âåêòîðîì óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, è ñòðîèòåëüíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ êîðïóñîì âåðòîëåòà. Öåíòð ñòðîèòåëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò ïîìåñòèì â öåíòð ìàññ âåðòîëåòà, à åå îñè ñîâìåñòèì ñ ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè.
Óãëîâîå ïîëîæåíèå êîðïóñà âåðòîëåòà áóäåì çàäàâàòü óãëàìè êðåíà, òàíãàæà è ðûñêàíèÿ.
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Ðàññìîòðèì óïðîùåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ âåðòîëåòà ñ õâîñòîâûì âèí-
òîì. Ìîäåëü äâèæåíèÿ âåðòîëåòà èìååò âèä [11]

ẋ = vx, ẏ = vy, ż = vz,

v̇x = −cosψ sinϑ cosϕ+ sinψ sinϕ

M
u1 −

cosψ cosϑ

M
u2 −

−cosψ sinϑ sinϕ− sinψ cosϕ

M
u3,

v̇y = −sinψ sinϑ cosϕ− cosψ sinϕ

M
u1 −

sinψ cosϑ

M
u2 −

−sinψ sinϑ sinϕ+ cosψ cosϕ

M
u3,

v̇z = g − cosϑ cosϕ

M
u1 +

sinϑ

M
u2 −

cosϑ sinϕ

M
u3,

ϕ̇=p+
(
q sinϕ+rcosϕ

)
tgϑ, ϑ̇= qcosϕ−rsinϕ, ψ̇=

(
q sinϕ+rcosϕ

)
secϑ,

ṗ =
iyy − izz

ixx

qr − lhu3

ixx

, q̇ =
izz − ixx

iyy

rp+
lhu2

iyy

, ṙ =
ixx − iyy

izz

pq +
ltu4

izz

,

(1)

ãäå x, y è z| êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ âåðòîëåòà â çåìíîé íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò;
vx, vy è vz |ïðîåêöèè ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ; ϕ, ϑ è ψ|óãëû êðåíà, ðûñêàíèÿ è òàíãàæà; p,
q, r| ñêîðîñòè êðåíà, ðûñêàíèÿ è òàíãàæà; u1, u2, u3 è u4 | óïðàâëåíèÿ (u1, u2 è u3 | òðè
ïðîåêöèè ñèëû òÿãè íåñóùåãî âèíòà íà îñè ñòðîèòåëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à u4 | ñèëà
òÿãè ðóëåâîãî âèíòà); ixx, iyy, izz | äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû èíåðöèè âåðòîëåòà;
lh | ðàññòîÿíèå îò âòóëêè íåñóùåãî âèíòà äî öåíòðà ìàññ ôþçåëÿæà; lt | ðàññòîÿíèå
îò âòóëêè õâîñòîãî âèíòà äî öåíòðà ìàññ ôþçåëÿæà; M | îáùàÿ ìàññà âåðòîëåòà; g |
óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè íå ó÷èòûâàþòñÿ ñèëû àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñî-

ïðîòèâëåíèÿ è àýðîäèíàìè÷åñêèå ìîìåíòû. Òàêîå óïðîùåíèå ìîäåëè íà ïåðâîì ýòàïå èññëå-
äîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, ïîñêîëüêó óêàçàííûå ñèëû è ìîìåíòû ìîæíî ó÷åñòü
ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè íàéäåííîãî ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
áîëåå ïîëíîé ìîäåëè.
Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âòóëêà íåñóùåãî âèíòà ðàñïîëîæåíà íà âåðòèêàëüíîé îñè

ñòðîèòåëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ðàññòîÿíèè lh îò öåíòðà ìàññ.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå âåðòîëåòà â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè,

ïîëîæèì y = 0. Ïðè äâèæåíèè â âûáðàííîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ψ(t) = ϕ(t) = 0 è
ṙ(t) = ṗ(t) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) óïðîùàåòñÿ è ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå

v̇x = −sinϑ

M
u1 −

cosϑ

M
u2,

v̇z = g − cosϑ

M
u1 +

sinϑ

M
u2,

ϑ̇ = q,

q̇ =
lhu2

iyy

.

(2)
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Îáîçíà÷èì L =
lh
iyy
. Cèñòåìó (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà 
ẍ = −sinϑ

M
u1 −

cosϑ

M
u2,

z̈ = g − cosϑ

M
u1 +

sinϑ

M
u2,

ϑ̈ = Lu2.

(3)

Âûðàçèâ èç ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) óïðàâëåíèå u2, ïîëó÷èì

u2 = − Mẍ

cosϑ
− u1 tgϑ è u2 = −M(g − z̈)

sinϑ
+ u1 ctgϑ.

Îòñþäà
u1 = M

[
(g − z̈) cosϑ− ẍ sinϑ

]
. (4)

Ïîäñòàâèâ (4) â ïåðâîå óðàâíåíèå (3), ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì

ẍ = −(g − z̈) tgϑ− u2

M cosϑ
.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, çàäàäèì
ýòó ïðÿìóþ óðàâíåíèåì z = c. Çàìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì ñäåëàííîãî âûøå ïðåäïîëîæåíèÿ î
äâèæåíèè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè (y = 0) ïðÿìàÿ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

ϑ̈ = Lu2, ẍ = −g tgϑ− 1

M cosϑ
u2, (5)

êîòîðóþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå âåðòî-
ëåòà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé.
Äëÿ âûáðàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ (ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé) ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: ïåðåâåñòè âåðòîëåò èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

x(t1) = x1, ϑ(t1) = 0, ẋ(t1) = 0, ϑ̇(t1) = 0, (6)

â äðóãîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

x(t2) = x2, ϑ(t2) = 0, ẋ(t2) = 0, ϑ̇(t2) = 0, (7)

ãäå ìîìåíò t1 íà÷àëà äâèæåíèÿ çàäàí, à ìîìåíò t2 îêîí÷àíèÿ äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü âûáðàí
ïðîèçâîëüíî ñ ó÷åòîì î÷åâèäíîãî òðåáîâàíèÿ t2 > t1.

2. Ñèììåòðèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè âåðòîëåòà âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé
è ñèíòåç ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ ñèñòåìû (5), ò.å. ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè t,
x, ϑ, ẋ, ϑ̇, u2. Ñîîòíîøåíèå

F :
(
t, x, ϑ, ẋ, ϑ̇, u2

)
7→

(
t1 + t2 − t, x1 + x2 − x, −ϑ, ẋ, ϑ̇, −u2

)
(8)
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îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå ãðàôèêè ðåøåíèé çàäà÷è (5), (6), (7)
îòîáðàæàåò â ãðàôèêè ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è. Òàêîå îòîáðàæåíèå áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðèåé
çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (5){(7).
Áóäåì èñêàòü èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ñèììåòðèè (8) ðåøåíèå çàäà÷è (5){(7), ò.å.

òàêîå ðåøåíèå, êîòîðîå îòîáðàæàåòñÿ â ñåáÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (8).
Èñêîìîå èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà îòðåçêå [t1, t3], ãäå

t3 =
t1 + t2

2
, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

x(t3) =
x1 + x2

2
, ϑ(t3) = 0, (9)

ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ẋ(t3), ϑ̇(t3) ïðîèçâîëüíû â ñèëó ÷åòíîñòè ïåðåìåííûõ ẋ è ϑ̇ îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèÿ (8). Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñèììåòðèÿ ïîçâîëÿåò ñíèçèòü êîëè÷åñòâî
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è. Ïîñêîëüêó ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â äàííîì ñëó÷àå ñòàíîâÿòñÿ
óðàâíåíèÿ (6), (7), (9), îò ÷åòûðåõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïðàâîì êîíöå çàäà÷è ïåðåõîäèì ê
äâóì.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ñíà÷àëà ðåøàåì çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî óïðà-

âëåíèÿ (5), (6), (9) è íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîãðàììíóþ òðàåêòîðèþ è ïðîãðàììíîå
óïðàâëåíèå u2,∗(t).
Ïî íàéäåííîìó íà îòðåçêå [t1, t3] ðåøåíèþ ñòðîèì äëÿ çàäà÷è (5){(7) ïðîãðàììíîå

óïðàâëåíèå:

u2(t) =

{
u2,∗(t), t ∈ [t1, t3];

−u2,∗(t1 + t2 − t), t ∈ [t3, t2].
(10)

×òîáû ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ îò âðåìåíè, ðåøàåì
çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (5) ñ óïðàâëåíèåì, çàäàííûì ñîîòíîøåíèåì (10) è íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè (6).

3. Íàêðûòèÿ â çàäà÷å î äâèæåíèè âåðòîëåòà âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé

Äëÿ äâóõ çàäàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íàêðûòèåì íàçûâàþò îòîáðàæåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà ïåðåìåííûõ îäíîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ äðóãîé ñèñòåìû, ïðè êîòîðîì
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïåðâîé ñèñòåìû ñþðüåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ â ìíîæåñòâî ðåøåíèé âòî-
ðîé ñèñòåìû.
Ïóñòü çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîñòàâëåíà äëÿ ïåðâîé ñèñòåìû. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî íàéäåíî íàêðûòèå, ïðåîáðàçóþùåå êîíå÷íûå óñëîâèÿ òåðìèíàëüíîé çàäà÷è äëÿ ïåðâîé
ñèñòåìû â íåêîòîðûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âòîðîé ñèñòåìû, à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íå äàþò
íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ðåøåíèÿ âòîðîé ñèñòåìû. Òîãäà çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ñâîäèòñÿ ê äâóì çàäà÷àì Êîøè: ê çàäà÷å äëÿ âòîðîé ñèñòåìû ñ óêàçàííûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè è ê çàäà÷å äëÿ ïåðâîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì íàéäåííîãî ðåøåíèÿ âòîðîé ñèñòåìû ñ
çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
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Ïåðåéäåì ê ïîèñêó íàêðûòèÿ ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè â çàäà÷å î äâèæåíèè âåðòîëåòà
âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé.
Îáîçíà÷èì x3 =

x1 + x2

2
. Óñëîâèÿ (6), (9) äëÿ ñèñòåìû (5) ïåðåïèøåì â âèäå

x(t1) = x1, ϑ(t1) = 0, ẋ(t1) = 0, ϑ̇(t1) = 0, (11)

x(t3) = x3, ϑ(t3) = 0, (12)

ãäå t1, x1 è x3 çàäàíû, à t3 ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî ñ ó÷åòîì t3 > t1.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5), (11), (12) âûðàçèì u2 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) è

ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå. Ïîëó÷èì

ẍ = −g tgϑ− ϑ̈

LM cosϑ
. (13)

Çàäàäèì ôóíêöèþ ξ â âèäå

ξ =
(1

ϑ̇
D

)2

(x) =
ẍϑ̇− ẋϑ̈

ϑ̇3
,

ãäå D| ïðîèçâîäíàÿ ïî t â ñèëó ñèñòåìû (5). Äîáàâèì ê óðàâíåíèþ (13) óðàâíåíèå

D(ξ) = 0. (14)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñðåäè ðåøåíèé ñèñòåìû (13),
(14). Âûáåðåì âûõîä

h = x− ϑ
ẋ

ϑ̇
+
ϑ2

2
ξ. (15)

Íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (13)-(14) â òî÷êàõ, ãäå ϑ̇ 6= 0, èìååì

ḣ = 0. (16)

Äåéñòâèòåëüíî,

ḣ = ẋ− ϑ̇
ẋ

ϑ̇
− ϑ

(
ẍϑ̇− ẋϑ̈

ϑ̇2

)
+ ϑϑ̇ξ +

ϑ2

2
ξ̇ = −ϑξϑ̇+ ϑϑ̇ξ +

ϑ2

2
ξ̇ =

ϑ2

2
ξ̇ = 0,

ïîñêîëüêó ξ̇ = 0.
Ôóíêöèÿ h, çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèåì (15), îïðåäåëÿåò íàêðûòèå èç ñèñòåìû (13), (14) â

ñèñòåìó (16).
Èñïîëüçîâàòü âûõîä h äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (11){(14) íåëüçÿ, òàê êàê ýòà ôóíêöèÿ íå

îïðåäåëåíà â îáëàñòè ϑ̇ = 0, à â íà÷àëüíîé òî÷êå (ñì. (11)) ϑ̇(t1) = 0.
Ïîýòîìó ðàçîáüåì ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà äâå çàäà÷è. Ïåð-

âàÿ íåîáõîäèìà äëÿ âûâåäåíèÿ ñèñòåìû èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, âòîðóþ ðåøèì ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïîñòðîåííîãî íàêðûòèÿ.
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Ñíà÷àëà âûáåðåì ìîìåíò âðåìåíè t4 ∈ [t1, t3], ÷èñëà ϑ0 < 0, ϑ̇0 > 0 è íàéäåì ìíîãî÷ëåí
ϑ∗(t) ñòåïåíè 3, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

ϑ∗(t1) = 0, ϑ̇∗(t1) = 0, ϑ∗(t4) = ϑ0, ϑ̇∗(t4) = ϑ̇0. (17)

Ïîñòðîåííûé ìíîãî÷ëåí çàäàåò ïðîãðàììíîå èçìåíåíèå ïåðåìåííûõ ϑ∗(t) è ϑ̇∗(t) íà îòðåçêå
[t1, t3], à ñëåäîâàòåëüíî, è ïðîãðàììíîå èçìåíåíèå ϑ̈∗(t).
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) íàéäåì ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå u2(t) = ϑ̈∗(t)/L,

îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå [t1, t4], è äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) ñ íàéäåííûì óïðàâëå-
íèåì ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëåííûìè â (11). Â
ðåçóëüòàòå îïðåäåëèì ïðîãðàììíîå èçìåíåíèå x∗(t) è ẋ∗(t) íà îòðåçêå [t1, t4].
Òàêèì îáðàçîì, íà óêàçàííîì îòðåçêå âðåìåíè íàéäåíî ïðîãðàììíîå äâèæåíèå, óäîâëå-

òâîðÿþùåå çàäàííîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â ìîìåíò âðåìåíè t1.
Âûõîä h èñïîëüçóåì äëÿ ðåøåíèÿ òåðìèíàëüíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (13)-(14) íà îòðåçêå

[t4, t3] ñ êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè (12) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(t4) = x∗(t4), ϑ(t4) = ϑ0, ẋ(t4) = ẋ∗(t4), ϑ̇(t4) = ϑ̇0. (18)

Èç ñîîòíîøåíèé (12) ñëåäóåò, ÷òî

h(t3) = x3. (19)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (18) íå äàþò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà h, åñëè çíà÷åíèå ξ â òî÷êå t = t4

çàâèñèò îò ϑ̈(t4). Çíà÷åíèÿ t4, ϑ0 è ϑ̇0 íåîáõîäèìî ïîäáèðàòü, èñõîäÿ, â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî
óñëîâèÿ.
Èç óðàâíåíèÿ (16) è óñëîâèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òî z ≡ x3. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò è âû÷èñëÿÿ

çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (15) â òî÷êå t = t4 ñ ó÷åòîì óñëîâèé (18), íàõîäèì ϑ̈(t4).
Äîáàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå ê íàáîðó (18), ïîëó÷àåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (13), (14).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè ðåøàåì ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó Êîøè ïðè

t > t4. Íàõîäèì ïåðâûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ϑ = 0. Ýòî è åñòü èñêîìûé ìîìåíò âðåìåíè
t3. Îäíîâðåìåííî ïîëó÷àåì ðåøåíèå (x(t), ϑ(t)) íà îòðåçêå [t4, t3].
Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, åñòü ðåøåíèå çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðà-

âëåíèÿ (12), (13), (18). Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïîñòðîåíèþ îíî óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (13),
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (18) è âòîðîìó ðàâåíñòâó â (12). Íà ýòîì ðåøåíèè ôóíêöèÿ (15) ïî-
ñòîÿííà, à òàê êàê z(t4) = x3, òî z(t3) = x3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (15) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
z(t3) = x(t3), òàê êàê ϑ(t3) = 0 â ñèëó âûáîðà ìîìåíòà t3. Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ è ïåðâîå
ðàâåíñòâî â (12).
Îáúåäèíÿÿ ðåøåíèÿ íà îòðåçêàõ [t1, t4] è [t4, t3], ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ (5), (11), (12).
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4. Ïîñòðîåíèå ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ

Ïðèâåäåì îáùóþ ñõåìó ïîëó÷åíèÿ ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè è ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé äâóõòî÷å÷íîé òåðìèíàëüíîé çàäà÷è. Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ïîñòðîå-
íèÿ ïðîâîäÿòñÿ â ÷åòûðå ýòàïà.
Íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõîäèìî âûâåñòè äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ñíà÷àëà èùåì ìíîãî÷ëåí òðåòüåãî ïîðÿäêà ϑ∗(t), îïðåäåëåííûé íà îòðåçêå [t1, t4] è óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèÿì (17). Ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

ϑ∗(t) = a1t
3 + a2t

2 + a3t+ a4, (20)

ãäå

a1 =
ϑ̇0t4 − ϑ̇0t1 − 2ϑ0

(t4 − t1)3
, a2 =

2ϑ̇0t
2
1 − ϑ̇0t1t4 − ϑ̇0t

2
4 + 3t1ϑ0 + 3t4ϑ0

(t4 − t1)3
,

a3 = − ϑ̇0t
3
1 + ϑ̇0t

2
1t4 − 2ϑ̇0t1t

2
4 + 6t1t4ϑ0

(t4 − t1)3
, a4 =

t21(ϑ̇0t1t4 − ϑ̇0t
2
4 − t1ϑ0 + 3t4ϑ0)

(t4 − t1)3
.

(21)

Ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå íà ïåðâîì ýòàïå

u2 =
1

L
ϑ̈∗(t) =

1

L
(6a1t+ 2a2),

ò.å. ëèíåéíî ïî âðåìåíè.
Ïðîãðàììíîå èçìåíåíèå x∗(t) è ẋ∗(t) íàõîäèì ÷èñëåííî êàê ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé

çàäà÷è Êîøè äëÿ (13) ïðè ïîäñòàíîâêå â ïðàâóþ ÷àñòü ϑ∗(t) è ϑ̈∗(t).
Íà âòîðîì ýòàïå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ èñïîëüçóåì ìåòîä íàêðûòèé.

Âûðàçèâ
...
ϑ èç óðàâíåíèÿ ξ̇ = 0 (ñì. (14)), ïîëó÷èì

...
ϑ =

3LMẋϑ̈2 + 3 secϑϑ̇ϑ̈(gLM sinϑ+ ϑ̈)− sec2 ϑϑ̇3(gLM + sinϑϑ̈)

ϑ̇(secϑϑ̇+ LMẋ)
. (22)

Íàõîäèì çíà÷åíèå ϑ̈(t4) èç ñîîòíîøåíèÿ z(t4) = x3 äëÿ ôóíêöèè (15) ñ ó÷åòîì (13):

ϑ̈(t4) = −LMϑ̇(g tgϑϑ2 + 2(x3 − x)ϑ̇2 + 2ϑϑ̇ẋ)

ϑ2(secϑϑ̇+ LMẋ)
, (23)

ãäå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x, ϑ, ẋ, ϑ̇ áåðóòñÿ â òî÷êå t = t4 (ñì. (18)).
Ðåøàåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé (13) è (22) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

(18) è (23). Èíòåãðèðîâàíèå îñòàíàâëèâàåì â òîò ìîìåíò, êîãäà ϑ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ.
Òàêîé ìîìåíò âðåìåíè îáîçíà÷àåì t3. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ u2(t) =

= ϑ̈∗(t)/L íà îòðåçêå [t4, t3].
Óïðàâëåíèå íà òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ýòàïàõ ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñèììå-

òðèé è çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (10). Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå íà òðåòüåì ýòàïå ñèììåòðè÷íî
óïðàâëåíèþ íà âòîðîì ýòàïå, à óïðàâëåíèå íà ÷åòâåðòîì ýòàïå ñèììåòðè÷íî óïðàâëåíèþ íà
ïåðâîì ýòàïå. Ïî ïðîäîëæèòåëüíîñòè òðåòèé ýòàï ðàâåí âòîðîìó, à ÷åòâåðòûé ïåðâîìó, ïî-
ýòîìó îáùåå âðåìÿ äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê T = 2(t3 − t1), à âðåìÿ îêîí÷àíèÿ äâèæåíèÿ
êàê t2 = t1 + 2(t3 − t1).
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5. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Çàäàäèì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: t1 = 20 ñ, x(t1) = 100 ñ, x(t2) = 300 ñ. Ïàðà-
ìåòðû ìîäåëè áûëè âçÿòû èç [11]. Âûáåðåì òàêæå äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû: t4 = 28 ñ,
ϑ0 = −0,2, ϑ̇0 = 0,3.
Ïðèâåäåì ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ïðîãðàììíîãî èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñè-

ñòåìû îò âðåìåíè è ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ îò âðåìåíè, ïîëó÷åííûõ îïèñàííûì âûøå
ìåòîäîì.
Èç ðèñ. 1{4 âèäíî, ÷òî ðåøåíà ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, âåðòîëåò

ïåðåâîäèòñÿ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ
ãðàôèêîâ ýòàïû óïðàâëåíèÿ ðàçäåëåíû âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè.

Ðèñ. 1. Ãðàôèê x∗(t)

Ðèñ. 2. Ãðàôèê ẋ∗(t)
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Ðèñ. 3. Ãðàôèê ϑ∗(t)

Ðèñ. 4. Ãðàôèê ϑ̇∗(t)

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòèLu2∗(t) íà âñåì îòðåçêå [t1, t2] âðåìåíè äâèæåíèÿ.
Ýòî óïðàâëåíèå ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå âåðòîëåòà âäîëü çàäàí-
íîé ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, ïðåäëîæåí ìåòîä ñèíòåçà ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ, ïåðåâîäÿ-
ùåãî âåðòîëåò èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.
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Ðèñ. 5. Ãðàôèê Lu2∗(t)

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿ-
åòñÿ åå íåïëîñêîñòíîñòü, ÷òî íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîé ñèñòåìû èçâåñòíûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ äâóõòî÷å÷íîé òåðìèíàëüíîé çàäà÷è, ðàçâèòûå äëÿ ïëîñêèõ ñèñòåì. Ïîýòîìó ïðåä-
ëîæåííûé â ðàáîòå ïîäõîä, ïîçâîëèâøèé íàéòè ðåøåíèå òåðìèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëåçíûì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ¹¹ 12-07-00329 è ¹ 13-07-00736.
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For four-dimensional model describing the helicopter motion along a given horizontal line
the problem of automated synthesis of programmed motion is solved. This solution provides a
helicopter motion from a given state of rest in the given state of rest. Time to perform the maneuver
is not set. The considered helicopter model is a control dynamic system, which is not a flat system.
For such systems general approaches to the terminal problem solution are presently unknown.
To solve the terminal problem two approaches are applied. The first approach is based on the

use of finite symmetry, which converts the initial conditions of the problem in the final conditions.
The use of such symmetry can reduce the number of final conditions. The second approach is based
on the use of a covering and consists in the construction of a special mapping, which for two given
dynamic systems surjectively maps the set of solutions of the first system in the set of solutions
of the second system. The programmed motion in this case can be found as the solution of two
related specifically posed Cauchy problems for these dynamic systems. The resulting programmed
control is a piecewise continuous function of time.
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