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Ââåäåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîâîäà âîçäóøíûõ ëèíèé ýëåêòðîïåðåäà÷è (ËÝÏ), íàõîäÿùèåñÿ ïîä âîç-
äåéñòâèåì ïîïåðå÷íîãî âåòðà, ïîäâåðæåíû ïëÿñêå (ãàëîïèðîâàíèþ)| âûñîêîàìïëèòóäíûì
íèçêî÷àñòîòíûì êîëåáàíèÿì [1]. Âûñîêèå äèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè, äåéñòâóþùèå íà ïðîâîäà
è àðìàòóðó ËÝÏ ïðè ïëÿñêå, ìîãóò ïðèâåñòè ê èõ ïîâðåæäåíèþ, ïîýòîìó â ïîñëåäíèå äåñÿ-
òèëåòèÿ àêòèâíî ðàçðàáàòûâàþòñÿ àëãîðèòìû è ïðîãðàììû äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
àýðîóïðóãèõ êîëåáàíèé ïðîâîäîâ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ äàííîé
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [2, 3], îäíàêî ïðèìåíÿþòñÿ òàêæåìåòîä êîíå÷íûõ
ðàçíîñòåé [4] è ìåòîä Ãàëåðêèíà [5].

Õàðàêòåð äâèæåíèÿ ïðîâîäà ËÝÏ âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè ôîðìàìè è ÷à-
ñòîòàìè åãî ìàëûõ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé. Ïîýòîìó ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ ïðîâîäîâ
ðåøåíèå ÷àñòî èùåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì, ïðè ýòîì íàõîæäåíèå
÷èñëà ñîáñòâåííûõôîðì, êîòîðûå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ êà÷åñòâåííî è êîëè-
÷åñòâåííî âåðíîãî ðåçóëüòàòà, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Èçâåñòíî [6], ÷òî â çàâèñèìîñòè
îò òÿæåíèÿ ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé ïðîâîäà â ïëîñêîñòè åãî íà÷àëüíîãî ïðî-
âèñàíèÿ îòâå÷àåò ëèáî ñèììåòðè÷íàÿ ñîáñòâåííàÿ ôîðìà, ëèáî àíòèñèììåòðè÷íàÿ. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïîâåäåíèå ïðîâîäà â âîçäóøíîì ïîòîêå â çàâèñèìîñòè îò
òÿæåíèÿ áóäåò èìåòü êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûé õàðàêòåð. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ (íàïðè-
ìåð, [2]) â ðàñ÷åòå èñïîëüçóåòñÿ ëèøü îäíà ñîáñòâåííàÿ ôîðìà, ïðè ýòîì íåÿñíî, êàêîâ áóäåò
ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëüøåãî ÷èñëà ôîðì. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíà
çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ ïëÿñêè ïðîâîäà ËÝÏ â âîçäóøíîì ïîòîêå îò ÷èñëà èñïîëüçóåìûõ
áàçèñíûõ ôóíêöèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìåòîäîì Ãàëåðêèíà.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â êà÷åñòâå ìîäåëè ïðîâîäà ïðèíÿòà ìîäåëü àáñîëþòíî ãèáêîãî ñòåðæíÿ (íèòè) [7], ëè-
íåéíî óïðóãîãî ïî îòíîøåíèþ ê ðàñòÿæåíèþ. Åãî äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
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Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: ξ ∈ [−0,5; 0,5] | äóãîâàÿ êîîðäèíàòà
íà íåðàñòÿíóòîì ïðîâîäå; τ | âðåìÿ; Q(ξ, τ) | òÿæåíèå; α | æåñòêîñòü íà ðàñòÿæåíèå;
xi(ξ, τ), i = 1, 2, 3, | äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè ïðîâîäà (ðèñ. 1); Ci | ôóíêöèÿ, çà-
âèñÿùàÿ îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïðîâîäà è çàäàþùàÿ âíóòðåííåå äåìïôèðîâàíèå; qa

i (ξ, τ),
i = 1, 2, 3, | ðàñïðåäåëåííàÿ àýðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g íà-
ïðàâëåíî ïðîòèâîïîëîæíî îñè Ox3 è åãî âëèÿíèå â óðàâíåíèÿõ (1) ïðåäñòàâëåíî ñëàãàåìûì
δi3 (δij | äåëüòà Êðîíåêåðà). Ïðè ïðèâåäåíèè ê áåçðàçìåðíîìó âèäó âåëè÷èíû, èìåþùèå
ðàçìåðíîñòè äëèíû, ìàññû è ñèëû, îòíåñåíû ñîîòâåòñòâåííî ê äëèíå, ìàññå è âåñó ïðîâîäà;
âðåìÿ îòíåñåíî ê

√
L/g, ãäå L| äëèíà íåðàñòÿíóòîãî ïðîâîäà.

Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå
ïðîâîäà xi0(ξ), i = 1, 2, 3, è ðàâíîâåñíîå òÿæåíèå Q0(ξ) [8]. Â äàëüíåéøåì áóäåì èñêàòü
ðåøåíèå â âèäå

xi(ξ, τ) = xi0(ξ) + ui(ξ, τ), i = 1, 2, 3, Q(ξ, τ) = Q0(ξ) + ∆Q(ξ, τ),

ãäå ui(ξ, τ) è∆Q(ξ, τ)|îòêëîíåíèÿ îò ðàâíîâåñíîéôîðìûïðîâîäà è ðàâíîâåñíîãî òÿæåíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî. Êîíöû ïðîâîäà ñ÷èòàþòñÿ çàêðåïëåííûìè íåïîäâèæíî:

ui(±0,5, τ) = 0, i = 1, 2, 3.

2. Ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðîâîäà ìåòîäîì Ãàëåðêèíà

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà îòêëîíåíèÿ ïðîâîäà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåêîòîðîãî íàáîðà áàçèñíûõ ôóíêöèé, â êà÷åñòâå
êîòîðûõ öåëåñîîáðàçíî âûáðàòü ñîáñòâåííûå ôîðìû ìàëûõ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïðîâîäà:

ui(ξ, τ) =

Si∑
k=1

a
(i)
k (τ)ϕ

(i)
k (ξ), i = 1, 2, 3. (2)
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Çäåñü S1, S2, S3 | ÷èñëî áàçèñíûõ ôóíêöèé. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò, âî-ïåðâûõ, êîð-
ðåêòíî ìîäåëèðîâàòü äèíàìèêó ïðîâîäà, à âî-âòîðûõ, çàäàòü âíóòðåííåå äåìïôèðîâàíèå â
ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåïðèíÿòûì ïîäõîäîì ïðîïîðöèîíàëüíûì ÷àñòîòå êîëåáàíèé â âèäå
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ω
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∂τ
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(i)
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ãäå β | êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ; ω(i)
k | k-ÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé â íàïðà-

âëåíèè îñè Oxi.
Èçìåíåíèå òÿæåíèÿ ∆Q(ξ, τ) òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåêî-

òîðîãî íàáîðà áàçèñíûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ:

∆Q(ξ, τ) =
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a
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(Q)
k (ξ),

ϕ
(Q)
1 = 1, ϕ

(Q)
2 =

√
2 sin 2πξ, ϕ

(Q)
3 =

√
2 cos 2πξ è ò. ä.

Çäåñü SQ | ÷èñëî áàçèñíûõ ôóíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî ïðè SQ = 1 èçìåíåíèå òÿæåíèÿ áóäåò
ïîñòîÿííûì âäîëü ïðîëåòà, êàê ýòî ïðåäïîëàãàåòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [4, 5]: ∆Q(ξ, τ) =

= a
(Q)
1 (τ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ðàáîòå [4] ðàâíîâåñíîå òÿæåíèå Q0 òîæå ñ÷èòàëîñü ïîñòî-

ÿííûì âäîëü ïðîëåòà.

3. Îïðåäåëåíèå àýðîäèíàìè÷åñêîé íàãðóçêè

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ðàñïðåäåëåííîé àýðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà
ïðîâîä, ïðèìåíèì îáùåïðèíÿòûé ïîäõîä, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì îáòåêàíèå âñåõ ñå÷åíèé
ïðîâîäà ñ÷èòàåòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûì, à óäåëüíàÿ íàãðóçêà â êàæäîì êîíêðåòíîì ñå÷åíèè
ðàâíà

(0, q2
a, q

3
a)
T =

1

2
ρâîçäbV

2
îòí(τ V Cxa(ϑ) + νV Cya(ϑ)),

ãäå ρâîçä|ïëîòíîñòü âîçäóõà; b|õîðäà (äèàìåòð) ïðîâîäà; Vîòí|îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü
âåòðà äëÿ äàííîãî ñå÷åíèÿ; τ V , νV | îðòû, íàïðàâëåííûå âäîëü V îòí è ïåðïåíäèêóëÿðíî
åìó; Cxa(ϑ), Cya(ϑ) | ñòàöèîíàðíûå àýðîäèíàìè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ïðîôèëÿ ñå÷åíèÿ,
èçâåñòíûå èç ýêñïåðèìåíòà èëè ðàñ÷åòà, çàâèñÿùèå îò óãëà àòàêè ϑ| óãëà ìåæäó âåêòîðîì
V îòí è õîðäîé ïðîôèëÿ.
Äàëåå â ðàñ÷åòàõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè àýðîäèíàìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ

ïðîôèëÿ ñå÷åíèÿ ïðîâîäà îò óãëà àòàêè (ðèñ. 2): Cxa(ϑ) = 2,0 + 0,2 cos ϑ, Cya(ϑ) =

−1,5 sin 2ϑ. Äàííûå çàâèñèìîñòè â îêðåñòíîñòè ϑ = 0 êîëè÷åñòâåííî è êà÷åñòâåííî ñî-
îòâåòñòâóþò àýðîäèíàìè÷åñêèì êîýôôèöèåíòàì ïðîôèëÿ ñ U -îáðàçíûì îáëåäåíåíèåì [3].
Êðîìå òîãî, äëÿ âûáðàííûõ çàâèñèìîñòåé Cxa(ϑ) è Cya(ϑ) â îáëàñòè ϑ ∈ [−0,37; 0,37] âû-
ïîëíåíî óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè Ãëàóýðòà | Äåí-Ãàðòîãà Cxa(ϑ) + C ′

ya(ϑ) < 0.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îò óãëà àòàêè

4. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ôîðìû ìàëûõ êîëåáàíèé ïðîâîäà

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè êâàäðàòîâ áåçðàçìåðíûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ìàëûõ
êîëåáàíèé ïðîâîäà â ïëîñêîñòè íà÷àëüíîãî ïðîâèñàíèÿ îò ñòðåëû ïðîâåñà w = |x30(0)|,
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé òÿæåíèþ, ïðè çíà÷åíèè α = 6906. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ïðè
çíà÷åíèè ñòðåëû ïðîâåñà w ≈ 0,022 ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ôîðìà ìåíÿåòñÿ ñ ñèììåòðè÷íîé
(÷åòíîé ôóíêöèè ξ) íà àíòèñèììåòðè÷íóþ (íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ ξ). Íà ðèñ. 4 äëÿ ïðèìåðà
ïðèâåäåíû äâå ïåðâûå ñîáñòâåííûå ôîðìû êîëåáàíèé â íàïðàâëåíèè îñèOx3 ïðè çíà÷åíèÿõ
ñòðåëû ïðîâåñà w = 0,018 è w = 0,030. Ñîáñòâåííûå ôîðìû íàéäåíû ìåòîäîì ñàãèòòàðíîé
ôóíêöèè [9].

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü êâàäðàòîâ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îò ñòðåëû ïðîâåñà

Ðèñ. 4. Ñîáñòâåííûå ôîðìû ϕ
(3)
1 è ϕ

(3)
2
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5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è èõ àíàëèç

Âðàñ÷åòàõ ñ ðàçëè÷íûì÷èñëîì áàçèñíûõôóíêöèé äëÿ îòêëîíåíèé ïðîâîäà è åãî òÿæåíèÿ
ïðèíèìàëîñü, ÷òî æåñòêîñòü ïðîâîäà íà ðàñòÿæåíèå α = 6906; ñòðåëà ïðîâåñà ïðèíèìàëà
çíà÷åíèÿ w = 0,018 è w = 0,030; ÷èñëî áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ âñåõ ïåðåìåùåíèé áûëî
îäèíàêîâûì: S1 = S2 = S3 = S.
Â ñëó÷àå ñðàâíèòåëüíî ìàëîé ñòðåëû ïðîâåñà w = 0,018, êîãäà òÿæåíèå âåëèêî è ïåðâàÿ

ôîðìà êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, âî âñåõ ðàñ÷åòàõ áûëà ïîëó÷åíà ïåðèîäè÷åñêàÿ
òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ïðîâîäà; êîëåáàíèÿ ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ñòîÿ÷óþ âîëíó. Â òàáë. 1
ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ óäâîåííîé àìïëèòóäû (ðàçìàõà) êîëåáàíèé ïðîâîäà. ×àñòîòà êîëåáàíèé
âî âñåõ ðàñ÷åòàõ áûëà ïðèáëèæåííî ðàâíà 13,2, çà èñêëþ÷åíèåì ðàñ÷åòà ïðè S = SQ = 1, â
êîòîðîì îíà áûëà áëèçêà ê 13,1.

Ò à á ë è ö à 1. Ðàçìàõ êîëåáàíèé ïðîâîäà ïðè ìàëîé ñòðåëå ïðîâåñà

S = 1 S = 2 S = 4 S = 6 S = 8

SQ = 1 0,0086 0,0086 0,0084 0,0083 0,0083

SQ = 3 { 0,0086 0,0084 0,0084 0,0083

Ïðèâåäåííûå â òàáëèöå äàííûå ïîêàçûâàþò, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà áàçèñíûõ ôóíêöèé
ïðèâîäèò ê íåçíà÷èòåëüíîìó, íà 2-3 ïðîöåíòà, óìåíüøåíèþ ðàçìàõà êîëåáàíèé. ×àñòîòà êî-
ëåáàíèé ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ïðè ìîäåëè-
ðîâàíèè êîëåáàíèé ñèëüíî íàòÿíóòîãî ïðîâîäà äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïî îäíîé áàçèñíîé
ôóíêöèè â êàæäîì íàïðàâëåíèè.
Â ñëó÷àå ñòðåëû ïðîâåñà w = 0,030 äâèæåíèå ïðîâîäà èìååò êà÷åñòâåííî äðóãîé õàðàê-

òåð (òàáë. 2). Ïðîâåäÿ ðàñ÷åò ñ îäíîé áàçèñíîé ôóíêöèåé â êàæäîì íàïðàâëåíèè, ìîæíî, êàê
è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïîëó÷èòü äâèæåíèå â ôîðìå ñòîÿ÷åé âîëíû. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà
áàçèñíûõ ôóíêöèé äî äâóõ ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ â ôîðìå áåãóùåé âîëíû. Äàëüíåéøåå óâå-
ëè÷åíèå ÷èñëà áàçèñíûõ ôóíêöèé âèä ðåøåíèÿ êà÷åñòâåííî íå ìåíÿåò, äîáàâëåíèå òðåòüåé
è ÷åòâåðòîé ôîðì êîëåáàíèé ïðèâîäèò ê óòî÷íåíèþ ðåøåíèÿ íà 38%, ïÿòîé è øåñòîé |
åùå íà 7%. Èñïîëüçîâàíèå áîëüøåãî ÷èñëà áàçèñíûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåöåëåñî-
îáðàçíûì, ïîñêîëüêó îíî ïðàêòè÷åñêè íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî SQ

áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ òÿæåíèÿ ïðîâîäà äîëæíî áûòü ñîãëàñîâàíî ñ ÷èñëîì S áàçèñíûõ
ôóíêöèé äëÿ ïåðåìåùåíèé.

Ò à á ë è ö à 2. Ðàçìàõ êîëåáàíèé ïðîâîäà ïðè óâåëè÷åííîé ñòðåëå ïðîâåñà

S = 2 S = 4 S = 6 S = 8

SQ = 1 0,0115 0,0086 0,0083 0,0054

SQ = 3 0,0112 0,0086 0,0086 0,0073

SQ = 5 0,0110 0,0081 0,0076 0,0076
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Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ êîððåêòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ïðî-
âîäà ËÝÏ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà îäíîé áàçèñíîé ôóíêöèè, êàê ýòî äåëàåòñÿ âî ìíîãèõ èçâåñò-
íûõ ðàáîòàõ, â îáùåì ñëó÷àå íåäîñòàòî÷íî. Ýòî îñîáåííî àêòóàëüíî äëÿ ïðîëåòîâ ËÝÏ ñ
áîëüøèìè ñòðåëàìè ïðîâåñà è ñðàâíèòåëüíî ìàëûì òÿæåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ áåãóùèõ âîëí è óñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå îòäåëüíûõ
ñå÷åíèé ïðîâîäà íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ñèëüíî íàòÿíóòûõ ïðîâîäîâ
êîëåáàíèÿ èìåþò âèä ñòîÿ÷åé âîëíû, óñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå ñå÷åíèé ïðîâîäà | ïåðè-
îäè÷åñêîå, è äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé ïðîâîäà äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïî îäíîé áàçèñíîé
ôóíêöèè (ñîáñòâåííîé ôîðìå ìàëûõ êîëåáàíèé) â êàæäîì íàïðàâëåíèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ãîñóäàðñòâåí-
íîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ | êàíäèäàòîâ íàóê (ïðîåêò ÌÊ{6482.2012.8)
è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò
ÍØ-255.2012.8).
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A problem of building a system of base functions suitable for solvingmotion equations of a wire
by the Galerkin method was considered in this paper. Dependence of the peak-to-peak amplitude
of oscillations on the number of base functions was studied by a test example. Two sets of wire
parameters were considered; wire motion is qualitatively different for these sets. Use of one base
function in each direction is reasonable for a taut wire and it leads to an error less than 4%. For
a slack wire usage of not less than six base functions is required for correct simulation of wire
motion.
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