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Ââåäåíèå

Îäèí èç ìåòîäîâ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñîñòîèò â îöåíêå ïîëî-
æåíèÿ åå èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ. Ïîä èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì ïîíèìàþò
òàêîå ìíîæåñòâî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîãî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû
ëèáî öåëèêîì ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó, ëèáî íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íèì. Èíâàðèàíòíûå ìíîæå-
ñòâà ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì êîìïàêòíîñòè òåñíî ñâÿçàíû ñ îãðàíè÷åííûìè òðàåêòîðè-
ÿìè ñèñòåìû (ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ, ïðåäåëüíûìè öèêëàìè, ñåïàðàòðèñàìè) è òàêèìè
èõ êîíãëîìåðàòàìè êàê àòòðàêòîðû è ðåïåëëåðû.
Äëÿ îöåíêè ïîëîæåíèÿ èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëîêà-

ëèçèðóþùèå ìíîæåñòâà, ò.å. òàêèå ìíîæåñòâà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, êîòîðûå
ñîäåðæàò âñå åå èíâàðèàíòíûå êîìïàêòû [1].
Îäèí èç ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè

ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû è íàçûâàåìûõ ëîêàëèçèðóþ-
ùèìè [5]. Î÷åâèäíî, ÷òî, ðàññìàòðèâàÿ ðàçëè÷íûå ëîêàëèçèðóþùèå ôóíêöèè, ìîæíî ïîëó-
÷èòü öåëîå ñåìåéñòâî ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ äàåò â èòîãå áîëåå
ñèëüíûé ðåçóëüòàò.
Èñïîëüçîâàíèå ëîêàëèçèðóþùèõ ôóíêöèé ïîçâîëèëî èññëåäîâàòü ðÿä èçâåñòíûõ ñèñòåì

ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì [4, 6, 7, 8, 9, 10, 11], â ÷àñòíîñòè, çíàìåíèòóþ ñèñòåìó Ëîðåíöà.
Îòìåòèì, ÷òî âñå ýòè ñèñòåìû èìåëè 3-é ïîðÿäîê èëè âûøå. Èññëåäîâàíèå ñèñòåì 2-ãî
ïîðÿäêà èìååò îñîáåííîñòè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ñèñòåì 2-ãî ïîðÿäêà
çàìåòíî ïðîùå, ÷åì ïîâåäåíèå ñèñòåì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, â ÷àñòíîñòè, â òàêèõ ñèñòåìàõ
ÿâëåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà íå íàáëþäàþòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîïûòêè ðåøåíèÿ çàäà÷
ëîêàëèçàöèè äëÿ ñèñòåì 2-ãî ïîðÿäêà ïðèâîäèëè ê ïðàêòè÷åñêèì òðóäíîñòÿì.
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóþòñÿ äâå íåïðåðûâíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû âòîðîãî ïî-
ðÿäêà, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå íåêîòîðûõ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Äëÿ êàæäîé èç ðàññìî-
òðåííûõ ñèñòåì ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ è âû÷èñëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå
ïîëó÷åííîãî ñåìåéñòâà ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ. Ïðè ýòîì äëÿ ïåðâîé ñèñòåìû ðåøå-
íèå óäàëîñü ïîëó÷èòü ÷èñòî àíàëèòè÷åñêè, à äëÿ âòîðîé ñèñòåìû ïðåäëîæåíà ÷èñëåííàÿ
ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äâóõ ñèñòåì
ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ.
Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 1 îïèñàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ëîêàëèçè-

ðóþùèõ ìíîæåñòâ [1]. Â ðàçä. 2 ðàññìîòðåíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ICAISC, ïðåäñòàâëÿþ-
ùàÿ ñîáîé ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ àäàïòèâíîé èììóííîé ñèñòåìû ñ ðàêîâîé îïóõîëüþ [2].
Â ðàçä. 3 ðàññìîòðåíà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà VDFM, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äâóõêîìïîíåíòíóþ
ýêîñèñòåìó [3]. Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ èòîãè èññëåäîâàíèÿ.

1. Ôóíêöèîíàëüíûé ìåòîä ëîêàëèçàöèè

Îñíîâíàÿ èäåÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ìåòîäà ëîêàëèçàöèè â ïðèìåíåíèè ê àâòîíîìíîé íå-
ïðåðûâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå

ẋ = f(x), x ∈ Rn, (1)

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü ϕ: Rn → R | ãëàäêàÿ (õîòÿ áû êëàññà C1) ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (ýòà ôóíêöèÿ äàëåå íàçûâàåòñÿ ëîêàëèçèðóþùåé). Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî

Sϕ = {x ∈ Rn: ϕ̇(x) = 0} ,

ãäå ϕ̇ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ϕ â ñèëó ñèñòåìû (1). Ìíîæåñòâî Sϕ íàçûâàåòñÿ
óíèâåðñàëüíûì ñå÷åíèåì [1]. Âñå èíâàðèàíòíûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà ñèñòåìû (1), ñîäåð-
æàùèåñÿ â ìíîæåñòâå Q ⊂ Rn, ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå

Ωϕ(Q) = {x ∈ Rn: ϕinf(Q) ≤ ϕ(x) ≤ ϕsup(Q)} ,

ãäå
ϕinf(Q) = inf

x∈Sϕ∩Q
ϕ(x), ϕsup = sup

x∈Sϕ∩Q
ϕ(x).

Âêà÷åñòâå ëîêàëèçèðóþùèõìîæíîèñïîëüçîâàòü ëþáûå ãëàäêèåôóíêöèè, îïðåäåëåííûå
íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, îãðàíè÷åíèé çäåñü íåò. Îäíàêî íåóäà÷íûé âûáîð ëîêàëè-
çèðóþùåé ôóíêöèè ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ëîêàëèçèðóþùåå ìíîæåñòâî Ωϕ = Ωϕ(Rn)

ñîâïàäåò ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è ëîêàëèçàöèè îêàæåòñÿ òðèâèàëü-
íûì. Äðóãàÿ ïðîáëåìà, âîçíèêàþùàÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ëîêàëèçàöèè, | ðåøåíèå äâóõ
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèé ϕinf è ϕsup. Â îáùåì ñëó÷àå òðå-
áóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ óïðîùàåòñÿ, åñëè
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óíèâåðñàëüíîå ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé, òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ϕinf è
ϕsup ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà èëè ÷èñëåííûå ìåòîäû.
Ðàññìàòðèâàÿ íåñêîëüêî ëîêàëèçèðóþùèõ ôóíêöèé, ìû ïîëó÷àåì íåñêîëüêî ëîêàëèçèðó-

þùèõìíîæåñòâ. Â êà÷åñòâå íàèëó÷øåé îöåíêè ïîëîæåíèÿ èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòîâ ñëåäóåò
âûáðàòü ïåðåñå÷åíèå íàéäåííûõ ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ
ðÿäà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [4,6,7,8,9,10,11] ïîêàçàëè, ÷òî ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçî-
âàíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ëîêàëèçèðóþùèõ ôóíêöèé ñ ïîñëåäóþùèì ïîñòðîåíèåì
ïåðåñå÷åíèÿ íàéäåííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ.

2. Ëîêàëèçàöèÿ èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòîâ ñèñòåìû ICAISC

Ñèñòåìà {
ẋ = ax− bxy − cx2;

ẏ = dy − exy − fy2
(2)

îïèñûâàåò äèíàìèêó âçàèìîäåéñòâèÿ àäàïòèâíîéèììóííîé ñèñòåìûñðàêîâîéîïóõîëüþ [2].
Çäåñü x| êîíöåíòðàöèÿ ðàêîâûõ êëåòîê; y | êîíöåíòðàöèÿ êëåòîê èììóííîé ñèñòåìû; a,
b, c, d, e, f | ïàðàìåòðû ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ôàçîâûå ïåðåìåííûå x è y èìåþò òîëüêî â ïåðâîé ÷åòâåðòè

ôàçîâîé ïëîñêîñòè (âêëþ÷àÿ ãðàíèöó). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî

R2
+ = {(x, y): x ≥ 0, y ≥ 0} .

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíîå, ïîñêîëüêó èíâàðèàíòíûìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå
x = 0 è y = 0, îãðàíè÷èâàþùèå ïåðâóþ ÷åòâåðòü ïëîñêîñòè. Îäíàêî èññëåäîâàíèå ñè-
ñòåìû (2) óäîáíî ïðîâîäèòü íà âñåé ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ñóæàÿ çàòåì ïîëó÷åííûå ëîêàëèçè-
ðóþùèå ìíîæåñòâà íà ïåðâóþ ÷åòâåðòü.
Ñèñòåìà (2) èìååò ÷åòûðå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

P1 = (0, 0); P2 =

(
0,

d

f

)
; P3 =

(a
c
, 0

)
; P4 =

(
af − bd

cf − be
,
cd− ae

cf − be

)
.

Ïðè ýòîì [2]:

Р1 | íåóñòîé÷èâûé óçåë;
Р2 | óñòîé÷èâûé óçåë ïðè a

d
<

b

f
è ñåäëî ïðè a

d
>

b

f
;

Р3 | óñòîé÷èâûé óçåë ïðè c

e
<

a

d
è ñåäëî ïðè c

e
>

a

d
.

Òî÷êà P4 ìîæåò â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ íàõîäèòüñÿ â ëþáîé ÷åòâåðòè è èìåòü
ðàçëè÷íûé òèï: ñåäëî, óñòîé÷èâûé èëè íåóñòîé÷èâûé óçåë èëè ôîêóñ. Åñëè òî÷êà P4

ïîïàäàåò â ïåðâóþ ÷åòâåðòü ïëîñêîñòè, òî ëèáî P2 è P3 ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè, à P4 óñòîé÷èâûì
ôîêóñîì, ëèáî, íàîáîðîò, òî÷êè P2 è P3 ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè ôîêóñàìè, à P4 ñåäëîì.
Íàëè÷èå â ñèñòåìå ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëà ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå ñåïà-

ðàòðèñ. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (2) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû a = 1/16, b = 1/8,
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c = 1/8, d = 1/32, e = 11/128, f = 1/8 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1 (êðàñíûì öâåòîì îòìå÷åíûðèñ.1

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, çåëåíûì | ñåïàðàòðèñû).

Ðèñ. 1. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ICAISC ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
a = 1/16, b = 1/8, c = 1/8, d = 1/32, e = 11/128, f = 1/8

Â êà÷åñòâå ëîêàëèçèðóþùåé âûáåðåì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ϕ = Ax+By.
Óíèâåðñàëüíîå ñå÷åíèå Sϕ äëÿ ýòîé ôóíêöèè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

Acx2 + (Ab+Be)xy +Bfy2 − Aax−Bdy = 0

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ 2-ãî ïîðÿäêà. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà èìååò
êîíå÷íûå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì èëè
ïàðàáîëîé. Îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûì ñëó÷àåì. Ìíîæåñòâî Sϕ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äèñêðèìèíàíò ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîëîæèòåëåí, ò.å. ïðè
óñëîâèè

(Ab+Be)2 − 4ABcf < 0. (3)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àÿõ A = 0, B = 0 è AB < 0. Ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîAB > 0. Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå ëîêàëèçèðóþùåé ôóíêöèè ϕ íà ÷èñëî íå
èçìåíÿåò ìíîæåñòâà Ωϕ, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî A = 1 è B > 0. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îãðàíè÷èòüñÿ
ñëó÷àåì, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (3). Â ñëó÷àå A = 1 ýòî óñëîâèå ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó

B2e2 − 2(2fc− be)B + b2 < 0

êîòîðîå èìååò ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî B, åñëè

fc− be > 0.

Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ýòèì ñëó÷àåì. Òîãäà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðàB ëîêàëèçèðóþùåé
ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè(√

fc−
√
fc− be

)2

e2
< B <

(√
fc+

√
fc− be

)2

e2
. (4)
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Èòàê, äëÿ ôóíêöèè ϕ(x, y) = x + By, ãäå B óäîâëåòâîðÿåò (4), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó íà ýêñòðåìóì: {

x+By → extr,
cx2 + (b+Be)xy +Bfy2 − ax−Bdy = 0.

(5)

Ïîñêîëüêó ýëëèïñ | îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî çíà÷åíèÿ ϕinf è ϕsup ìîãóò áûòü
íàéäåíû ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Äðóãîé âàðèàíò | ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîì Ëàãðàíæà. Âûäåëèì â ëåâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíèÿ
ïîëíûé êâàäðàò ïî ïåðåìåííîé x:

c
(
x+

b+Be

2c
y − a

2c

)2

+
∆

4c
y2 +

k

2c
y − a2

4c
= 0,

ãäå
∆ = 4Bfc− (b+Be)2, k = (b+Be)a− 2Bcd.

Çàòåì âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïî ïåðåìåííîé y:

c
(
x+

b+Be

2c
y − a

2c

)2

+
∆

4c

(
y +

k

∆

)2

=
a2

4c
+

k2

4c∆
.

Âûïîëíèâ çàìåíó ïåðåìåííûõ

X = x+
b+Be

2c
y − a

2c
, Y = y +

k

∆
,

ñâåäåì çàäà÷ó (5) ê ñëåäóþùåé: {
αX + βY + γ → extr,
pX2 + qY 2 = r2,

(6)

ãäå

α = 1, β =
(2c− e)B − b

2c
, γ =

B(2af − bd− ab) +B2(2cd− de− ae)

∆
,

p = c, q =
∆

4c
, r2 =

k2 + a2∆

4c∆
.

Ðåøåíèÿ çàäà÷è (6) ëåãêî çàïèñûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè:

ϕinf(B) = γ − r

√
α2

p
+
β2

q
, ϕsup(B) = γ + r

√
α2

p
+
β2

q
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî Ωϕ(B) ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ, îïèñûâàåìûõ íåðà-
âåíñòâàìè

ϕinf(B) < x+By < ϕsup(B). (7)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ Ωϕ =
⋂
B

Ωϕ(B) ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâà (7) â âèäå

−By + ϕinf(B) < x < −By + ϕsup(B).
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Òîãäà ìíîæåñòâî Ωϕ ìîæíî ïðåäñòàâèòü íåðàâåíñòâîì

max
B

(
−By + ϕinf(B)

)
< x < min

B

(
−By + ϕsup(B)

)
. (8)

Èç ìíîæåñòâàΩϕ ñëåäóåò âûäåëèòü ÷àñòüΩ+
ϕ , ïîïàäàþùóþ â ïåðâóþ ÷åòâåðòü. Äëÿ ýòîãî

â (8) äîñòàòî÷íî äîáàâèòü åùå äâà íåðàâåíñòâà:

max
{

max
B

(
−By + ϕinf(B)

)
, 0

}
< x < min

B

(
−By + ϕsup(B)

)
, y ≥ 0. (9)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó ICAISC ñ ïàðàìåòðàìè

a =
1

16
, b =

1

8
, c =

1

8
, d =

1

32
, e =

11

128
, f =

1

8
. (10)

Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ íåðàâåíñòâî (4) ïðèíèìàåò âèä

336− 128
√

5

121
< B <

336 + 128
√

5

121
.

Ìàêñèìóì è ìèíèìóì â íåðàâåíñòâàõ (9) ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî êîíå÷íîìó íàáîðó çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà В . Ýòî íåñêîëüêî ðàñøèðèò ëîêàëèçèðóþùåå ìíîæåñòâî, íî ñîõðàíèò ãëàâíîå
åãî ñâîéñòâî | îíî áóäåò ëîêàëèçèðóþùèì äëÿ èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòîâ ñèñòåìû ICAISC.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.ðèñ.2

Ðèñ. 2. Ëîêàëèçèðóþùåå ìíîæåñòâî Ω+
ϕ äëÿ ñèñòåìû ICAISC ïðè çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ a = 1/16, b = 1/8, c = 1/8, d = 1/32, e = 11/128, f = 1/8

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Ëîêàëèçèðóþùèå ìíîæåñòâà äëÿ èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòîâ ñèñòåìû
ICAISC ïîëó÷åíû ëèøü â ÷àñòíîì ñëó÷àå fc− be > 0. Èòîãîâûé ðåçóëüòàò äàåò êîìïàêòíîå
ëîêàëèçèðóþùåå ìíîæåñòâî. Èç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà èìååò ìàêñèìàëü-
íûé èíâàðèàíòíûé êîìïàêò. Äåéñòâèòåëüíî, îáúåäèíåíèå âñåõ èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòîâ
ñèñòåìû åñòü èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî. Çàìûêàíèå ýòîãî îáúåäèíåíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâà-
ðèàíòíûììíîæåñòâîì. Ñóùåñòâîâàíèå êîìïàêòíîãî ëîêàëèçèðóþùåãî ìíîæåñòâà îçíà÷àåò,
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÷òî óêàçàííîå çàìûêàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâàðèàíòíûé êîìïàêò, êîòîðûé ñîäåðæèò â
ñåáå âñå äðóãèå èíâàðèàíòíûå êîìïàêòû.
Äëÿ ñèñòåìû ñ ïàðàìåòðàìè (10), êàê ñëåäóåò èç àíàëèçà ôàçîâîãî ïîðòðåòà, ìàêñèìàëü-

íûé èíâàðèàíòíûé êîìïàêò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ñåïàðà-
òðèñíûì êîíòóðîì, íàòÿíóòûì íà òî÷êè ïîêîÿ P1, P2, P3.
Ç à ì å ÷ à í è å 2. Àíàëèç ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïî-

êàçûâàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíûé èíâàðèàíòíûé êîìïàêò (åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâîé ÷åòâåðòüþ
ôàçîâîé ïëîñêîñòè) ñóùåñòâóåò è â ñëó÷àå fc− be < 0, õîòÿ ëîêàëèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ ëè-
íåéíûõ ôóíêöèé ïðèâîäèò ê òðèâèàëüíûì ðåçóëüòàòàì. Îäíàêî, åñëè ïðè âû÷èñëåíèè
ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ϕinf è ϕsup ó÷åñòü îãðàíè÷åíèÿ x ≥ 0, y ≥ 0, òî íåòðèâèàëüíîå
ëîêàëèçèðóþùåå ìíîæåñòâî äàåò ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x, y) = Ax + By ñ íåîòðè-
öàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè A è B. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ϕ(x, y) = x ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî
Ω1 = {(x, y): 0 ≤ x ≤ a/c}, à ïðè ϕ(x, y) = y | ìíîæåñòâî Ω2 = {(x, y): 0 ≤ y ≤ d/f}.
Òàêèì îáðàçîì, âñå èíâàðèàíòíûå êîìïàêòû ïåðâîé ÷åòâåðòè ñîäåðæàòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå
0 ≤ x ≤ a/c, 0 ≤ y ≤ b/f . Îäíàêî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïðè
äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ òèïà íåðàâåíñòâà ñóùåñòâåííî òðóäíåå, ÷åì ðåøåíèå ïðè
îòñóòñòâèè òàêèõ îãðàíè÷åíèé.

3. Ëîêàëèçàöèÿ èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòîâ ñèñòåìû VDFM

Ñèñòåìà VDFM {
ẋ = x(1− x)− sx− axy;

ẏ = sx− by,
(11)

îïèñûâàåò ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ çåëåíîé x è ìåðòâîé y áèîìàññ âíóòðè ýêîñèñòåìû [3].
Â ñèñòåìå s| êîýôôèöèåíò ñòàðåíèÿ çåëåíîé áèîìàññû (0 < s < 1); a > 0 | êîýôôèöè-
åíò ïîäàâëåíèÿ ðîñòà çåëåíîé áèîìàññû, âûçâàííîãî ðîñòîì ìåðòâîé áèîìàññû; b > 0 |
êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ ìåðòâîé áèîìàññû.
Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ñèñòåìà (11) èìååò ëèøü â ïåðâîé ÷åòâåðòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

Îäíàêî äëÿ ýòîé ñèñòåìû, â îòëè÷èå îò ñèñòåìû ICAISC, ïåðâàÿ ÷åòâåðòü íå ÿâëÿåòñÿ èíâà-
ðèàíòíûì ìíîæåñòâîì, ïîñêîëüêó íà îñè àáñöèññ âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû íå êàñàåòñÿ ýòîé
îñè. Ìîæíî ëèøü óòâåðæäàòü, ÷òî ïåðâàÿ ÷åòâåðòü äëÿ ñèñòåìû VDFM ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíî èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì: òðàåêòîðèè, ïðè t = 0 íà÷èíàþùèåñÿ â R2

+, ïðè t ≥ 0

îñòàþòñÿ â R2
+.

Ñèñòåìà (11) èìååò äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

P1 = (0, 0); P2 =

(
b(1− s)

b+ as
,
s(1− s)

b+ as

)
.

Ïðè ýòîì òî÷êà Р1 ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì, à òî÷êà Р2 | óñòîé÷èâûì óçëîì. Ôàçîâûé ïîðòðåò
ñèñòåìû ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3 (êðàñíûì öâåòîì îáîçíà÷åíû ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, çåëå-ðèñ.3

íûì | ñåïàðàòðèñà, èäóùàÿ èç P1 â P2).
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Ðèñ. 3. Ôàçîâûé ïîðòðåò VDFM-ñèñòåìû ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a = 3, b = 3, s = 0,35

Ëèíåéíàÿ ëîêàëèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà âñåé
ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðèâîäèò ê òðèâèàëüíûì ðåçóëüòàòàì. Îäíàêî ñèòòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ,
åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâîé ÷åòâåðòüþ ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, âûáðàâ ôóíêöèþ
ϕ0(x, y) = x, ïîëó÷èì óíèâåðñàëüíîå ñå÷åíèå

Sϕ0 : x(1− x− s− ay) = 0,

ñîñòîÿùåå èç ïàðû ïðÿìûõ. Ìíîæåñòâî Sϕ0 ∩R2
+ îãðàíè÷åíî, à ôóíêöèÿ ϕ0(x, y) äîñòèãàåò

íà íåì íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé ϕ0min(R2
+) = 0, ϕ0max(R2

+) = 1 − s. Ýòî
ïîçâîëÿåò â çàäà÷àõ ëîêàëèçàöèè îãðàíè÷èòüñÿ ìíîæåñòâîì

Q = {(x, y): 0 ≤ x ≤ 1− s, y ≥ 0} .

Â êà÷åñòâå ëîêàëèçèðóþùåé ðàññìîòðèì ôóíêöèþ âèäà ϕ(x, y) = Ax+ y. Òîãäà óíèâåð-
ñàëüíîå ñå÷åíèå áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì

Ax2 + Aaxy − (A(1− s) + s)x+ by = 0.

Âîçíèêàþò ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è{
Ax+ y → inf,

Ax2 + Aaxy − (A(1− s) + s)x+ by = 0;
(12){

Ax+ y → sup,

Ax2 + Aaxy − (A(1− s) + s)x+ by = 0,
(13)

ðåøåíèå êîòîðûõ áóäåì èñêàòü â ïîëîñå 0 ≤ x ≤ 1− s.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (12), (13) èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè âûðàçèì ïåðåìåííóþ y

÷åðåç x:

y =
(A(1− s) + s)x− Ax2

Aax+ b
.

10.7463/0713.0583104 166

http://dx.doi.org/10.7463/0713.0583104


Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èñêëþ÷èì èç öåëåâîé ôóíêöèè ïåðåìåííóþ y. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ñëåäóþùèå, ýêâèâàëåíòíûå (12) è (13), çàäà÷è:

Ax+
(A(1− s) + s)x− Ax2

Aax+ b
→ inf,

Ax+
(A(1− s) + s)x− Ax2

Aax+ b
→ sup,

0 ≤ x ≤ 1− s. (14)

Ðåøåíèÿ çàäà÷ (14) ϕinf(A) è ϕsup(A) çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïàðàìåòðàìè. Ïðè
A > 1/a öåëåâàÿ ôóíêöèÿ

ψ(x) = Ax+
(A(1− s) + s)x− Ax2

Aax+ b

âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [0, 1−s]. Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àåϕinf(A) = ψ(0) = 0, ϕsup(A) = ψ(1−s).
Ïðè 0 < A < 1/a ôóíêöèÿ ψ(x) âûïóêëà ââåðõ ïðè x ≥ 0 è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå

xm = − b

Aa
+

1

Aa

√
b(Aa(1− s) + as+ b)

1− Aa
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà [0, 1 − s] ôóíêöèÿ äîñòèãàåò â îäíîì èç êîíöîâ
îòðåçêà, ò.å. ϕinf(A) = min {0, ψ(1− s)}. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ëèáî â òî÷êå
xm, ëèáî â òî÷êå 1− s, à èìåííî â òîé, ÷òî íà ÷èñëîâîé îñè íàõîäèòñÿ ëåâåå. Òàêèì îáðàçîì,
ϕsup(A) = ψ(min {xm, 1− s}).
Ïðè A = 0 ôóíêöèÿ ψ(x) ëèíåéíàÿ, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ϕinf(A) = 0, ϕsup(A) =

= ψ(1− s) =
s(1− s)

b
.

Ïðè − b

a(1− s)
< A < 0 ôóíêöèÿ ψ(x) âûïóêëà âíèç. Åå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íà

[0, 1− s] äîñòèãàåòñÿ â îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà, ò.å. ϕsup(A) = max {0, ψ((1− s)}. Ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà xm, åñëè ýòà òî÷êà ïîïàäàåò íà
îòðåçîê [0, 1− s], èíà÷å â îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå

ϕinf(A) =

{
ψ(xm), 0 ≤ xm ≤ 1− s;

min {0, ψ(1− s)}, èíà÷å.

Åñëè æå A ≤ − b

a(1− s)
, òî îñîáàÿ òî÷êà − b

Aa
ôóíêöèè ψ(x) ïîïàäàåò íà îòðåçîê

[0, 1− s]. Â ðåçóëüòàòå â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì òðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò ϕinf(A) = −∞,
ϕsup(A) = ∞.
Èòàê, äëÿ èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòîâ ìíîæåñòâàR2

+ ïîëó÷åíî ñåìåéñòâî ëîêàëèçèðóþùèõ
ìíîæåñòâ

ϕinf(A) ≤ Ax+ y ≤ ϕsup(A), a > − b

a(1− s)
.

Ïåðåñå÷åíèå ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

sup
A>− b

a(1−s)

(
−Ax+ ϕinf(A)

)
≤ y ≤ inf

A>− b
a(1−s)

(
−Ax+ ϕsup(A)

)
. (15)
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Ðèñ. 4. Ëîêàëèçèðóþùåå ìíîæåñòâî äëÿ èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòîâ ñèñòåìû VDFM
ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a = 3, b = 3, s = 0,35, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ôóíêöèé

Íåðàâåíñòâà (15) óäîáíû äëÿ êîìïüþòåðíîãî ðàñ÷åòà ëîêàëèçèðóþùåãî ìíîæåñòâà. Ýòè
ðàñ÷åòû äëÿ ñëó÷àÿ a = 1, b = 1, s = 0,35 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.ðèñ.4

Êâàäðàòè÷íàÿ ëîêàëèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè ëîêàëèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòè÷íîé, òî óíèâåðñàëüíîå ñå÷åíèå äëÿ ñèñòåìû VDFM â îáùåì ñëó÷àå áóäåò êðèâîé
3-ãî ïîðÿäêà. Âûäåëèì ñëó÷àé, êîãäà óíèâåðñàëüíîå ñå÷åíèå åñòü êðèâàÿ 2-ãî ïîðÿäêà,
ïðè÷åì ýòî ýëëèïñ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëîêàëèçèðóþùåé ôóíêöèè

ϕ(x, y) = Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2(Dx+ Ey) (16)

ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû VDFM ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

A = B = 0, C 6= 0. (17)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé óíèâåðñàëüíîå ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äèñêðèìèíàíò ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû áóäåò ïîëîæèòåëåí, ò.å.

s2C2 − 2(as+ 2b)CD + a2D2 < 0. (18)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ â ñèëó ñèñòåìû äëÿ ôóíêöèè (16):

ϕ̇ = −2Ax3 + (2A− 2As− 2D + 2Bs)x2 + (2D − 2Ds+ 2Es)x− 2Cby2 − 2Eby +

+ (−2Aa− 2B)x2y − 2Baxy2 + (2B − 2Bs− 2Da− 2Bb+ 2Cs)xy.

10.7463/0713.0583104 168

http://dx.doi.org/10.7463/0713.0583104


Ýòî âûðàæåíèå çàäàåò êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ, åñëè êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ âûøå
äâóõ ðàâíû íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì A = B = 0. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ
ðàâåíñòâ ëîêàëèçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

ϕ(x, y) = Cy2 + 2(Dx+ Ey),

à ñîîòâåòñòâóþùåå óíèâåðñàëüíîå ñå÷åíèå Sϕ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

Dx2 + (Da− Cs)xy + Cby2 − (D(1− s) + Es)x+ Eby = 0. (19)

Óðàâíåíèå (19) ÿâëÿåòñÿ êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà â òîì ñëó÷àå, åñëè îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ
C è D îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (19) çàäàåò ýëëèïñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äèñêðèìèíàíò êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îòðèöàòåëåí (ïðè ýòîì ó÷èòûâàåì, ÷òî ñëó÷àè ìíèìîãî
è âûðîæäåííîãî ýëëèïñà íåâîçìîæíû). Îòðèöàòåëüíîñòü äèñêðèìèíàíòà ýêâèâàëåíòíà íå-
ðàâåíñòâó

(Da− Cs)2 − 4CDb < 0, (20)

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó (18). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñëó÷àè C = 0, D = 0, CD < 0 íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (18). Ïîýòîìó
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé CD > 0.
Ïîñêîëüêó ýëëèïñ| îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî çíà÷åíèÿϕinf èϕsup ìîãóò áûòü âû-

÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Îäíàêî óðàâíåíèå íà êðèòè÷åñêèå òî÷êè
ôóíêöèè Ëàãðàíæà èìååò 4-þ ñòåïåíü, òàê ÷òî åãî ðåøåíèÿ, õîòÿ è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, îêàçûâàþòñÿ î÷åíü ãðîìîçäêè è äëÿ àíàëèçà ìàëîïðèãîäíû. Ïîýòîìó
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ îñòàíîâèìñÿ íà ðàçðàáîòêå ñîîòâåòñòâóþùåé âû÷èñëèòåëüíîé
ïðîöåäóðû.
Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ, ïîëàãàÿ C = 1:

ϕ = y2 + 2Dx+ 2Ey.

Ïðè ýòîì óíèâåðñàëüíîå ñå÷åíèå áóäåò ýëëèïñîì, åñëè

as+ 2b− 2
√
b(as+ b) < D < as+ 2b+ 2

√
b(as+ b),

èëè (√
b+ as−

√
b
)2
< D <

(√
b+ as+

√
b
)2
. (21)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è{
y2 + 2Dx+ 2Ey → extr,
Dx2 + (Da− s)xy + by2 − ρx+ Eby = 0,

ãäå ρ = D(1− s)+Es, âûðàçèì èç îãðàíè÷åíèÿ ïåðåìåííóþ x è ïîäñòàâèì â öåëåâóþ ôóíê-
öèþ. Îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî x óðàâíåíèå. ßñíî, ÷òî
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ïðè ïîèñêå ìàêñèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî âûáèðàòü áîëüøèé êîðåíü êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ, à ïðè ïîèñêå ìèíèìóìà | ìåíüøèé. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê çàäà÷àì

y2 + 2Dξ1(y) + 2Ey → min, y2 + 2Dξ2(y) + 2Ey → max, (22)

ãäå

ξ1(y) =
ρ− (Da− s)y −

√
(ρ− (Da− s)y)2 − 4D(by2 + Eby)

2D
,

ξ2(y) =
ρ− (Da− s)y +

√
(ρ− (Da− s)y)2 − 4D(by2 + Eby)

2D
.

Îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé y íàõîäèì èç óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè äèñêðèìèíàíòà
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:

(ρ− (Da− s)y)2 − 4D(by2 + Eby) ≥ 0,

èëè [
4Db− (Da− s)2

]
y2 + 2

[
(Da− s)ρ+ 2DEb

]
y − ρ2 ≤ 0. (23)

Èç óðàâíåíèÿ (23), ïîëàãàÿ

δ =
[
(Da− s)ρ+ 2DEb

]2
+ ρ2

[
4Db− (Da− s)2

]
è ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (20) ïðè C = 1, íàõîäèì

−(Da− s)ρ− 2DEb−
√
δ

4Db− (Da− s)
≤ y ≤ −(Da− s)ρ− 2DEb+

√
δ

4Db− (Da− s)
.

Íà óêàçàííîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîãî y ðåøåíèÿ çàäà÷ (22) ìîæíî íàéòè ëþáûì
ñòàíäàðòíûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì.
Ðåøèâ çàäà÷è (22), ïîëó÷èì äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî Ω(D,E) ëîêàëèçèðóþùèõ

ìíîæåñòâ
ϕinf(D,E) ≤ y2 + 2Dx+ 2Ey ≤ ϕsup(D,E),

èëè
− y2

2D
− Ey

D
+
ϕinf(D,E)

2D
≤ x ≤ − y2

2D
− Ey

D
+
ϕsup(D,E)

2D
. (24)

Íåðàâåíñòâà (24) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ
⋂

D,E

Ω(D,E) ëîêàëèçèðó-

þùèõ ìíîæåñòâ:

sup
D,E

(
− y2

2D
− Ey

D
+
ϕinf(D,E)

2D

)
≤ x ≤ inf

D,E

(
− y2

2D
− Ey

D
+
ϕsup(D,E)

2D

)
,

ãäå äèàïàçîí èçìåíåíèÿ D îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì (21), à äèàïàçîí èçìåíåíèÿ E |
âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü. Îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé y âêëþ÷àåò òå åå çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ
ëåâàÿ ÷àñòü äâîéíîãî íåðàâåíñòâà íå ïðåâûøàåò ïðàâîé ÷àñòè. Äëÿ ó÷åòà îãðàíè÷åíèÿ
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïåðâóþ ÷åòâåðòü íåîáõîäèìî äîáàâèòü óñëîâèå y ≥ 0 â îáëàñòü
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èçìåíåíèÿ y è ââåñòè â äâîéíîå íåðàâåíñòâî îãðàíè÷åíèå x ≥ 0:

max

{
0, sup

D,E

(
− y2

2D
− Ey

D
+
ϕinf(D,E)

2D

)}
≤ x ≤ inf

D,E

(
− y2

2D
− Ey

D
+
ϕsup(D,E)

2D

)
, (25)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó VDFM (11) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a = 3,
b = 3, s = 0,35 (ñì. ðèñ. 3). Ëîêàëèçèðóþùåå ìíîæåñòâî äëÿ åå èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòîâ,
ïîñòðîåííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ íåðàâåíñòâîì (25), ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 5.ðèñ.5

Ðèñ. 5. Ëîêàëèçèðóþùåå ìíîæåñòâî äëÿ èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòîâ
ñèñòåìû VDFM ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a = 3, b = 3, s = 0,35

Ç à ì å ÷ à í è å 3. Ïîëó÷åíèå êîìïàêòíîãî ëîêàëèçèðóþùåãî ìíîæåñòâà äëÿ ñèñòåìû
VDFM, êàê è â ñëó÷àå ñèñòåìû ICAISC, óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå ó ñèñòåìû ìàêñèìàëü-
íîãî èíâàðèàíòíîãî êîìïàêòà. Àíàëèç ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû VDFM ïðè óêàçàííûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî ìàêñèìàëüíûì èíâàðèàíòíûì êîìïàêòîì
ýòîé ñ÷èñòåìû ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå äâóõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ è ñîåäèíÿþùåé èõ ñå-
ïàðàòðèñû. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå ëîêàëèçèðóþùèå ìíîæåñòâî (ñì. ðèñ. 4, 5) íå ÿâëÿþòñÿ
òî÷íûìè. Òåì íå ìåíåå îòìåòèì, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíèöà ëîêàëèçèðóþùåãî ìíîæåñòâà, ïîëó-
÷åííîãî ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé, îêàçûâàåòñÿ î÷åíü áëèçêîé ê ñåïàðàòðèñå.

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ëîêàëèçàöèè èíâàðèàíòíûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ äëÿ íå-
ïðåðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Ýòè ñèñòåìû îòëè÷àþòñÿ îòíîñèòåëüíî
ïðîñòûì ïîâåäåíèåì, îäíàêî ðåøåíèå çàäà÷ ëîêàëèçàöèè äëÿ òàêèõ ñèñòåì íàòàëêèâàåòñÿ
íà îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè.
Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî äëÿ äâóõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ïðî-

ñòåéøèå áèîëîãè÷åñêèå ìîäåëè. Â êàæäîì ñëó÷àå ïîñòðîåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
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ëîêàëèçèðóþùèõ ìíîæåñòâ è íàéäåíî ïåðåñå÷åíèå ýòîãî ñåìåéñòâà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåøå-
íèå çàäà÷è ëîêàëèçàöèè ñòðîèëîñü íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèîíàëüíîãî ìåòîäà ëîêàëèçàöèè
ñ ïðèâëå÷åíèåì êàê àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé, òàê è ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.
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One method of the qualitative analysis of a dynamical system is to estimate the position of its
compact invariant sets closely associated with bounded trajectories of the system. As a solution to
such a problem, one can use a localizing set, i.e. a set in the phase space containing all invariant
compact sets of the system. In this article two continuous two-dimensional dynamical systems
describing behavior of some biological systems are explored. For each of these systems a family
of localizing sets is constructed, and then the intersection of the family is calculated. For the first
system the solution was obtained analytically and for the second one the numerical procedure of
constructing localizing sets was proposed. The investigation results are shown in figures.

References

1. Kanatnikov A.N., Krishchenko A.P. Invariantnye kompakty dinamicheskih system [Invariant
compact sets of dynamical systems]. Moscow, Bauman MSTU Publ., 2011. 231 p.

2. Chrobak J.H., Herrero H. A mathematical model of induced cancer-adaptive immune system
competition. Journal of Biological Systems, 2011, vol. 19, no. 3, pp. 521{532.

3. Wang K., Zhang N., Niu D. Periodic oscillations in a spatially explicit model with delay effect
for vegetation dynamics in freshwater marshes. Journal of Biological Systems, 2011, vol. 19,
no. 2, pp. 131{147.

4. Kanatnikov A.N. Lokalizatsija invariantnyh kompaktov PRT-sistemy [Localization of the in-
variant compact sets of the PRT system]. Vestnik MGTU im. Baumana. Ser. Estestvennye nauki
[Bulletin of the Bauman MSTU. Ser. Natural Sciences], 2007, no. 1, pp. 3{18.

5. Krishchenko A.P. Lokalizatsija invariantnyh kompaktov dinamicheskih system [Localization
of the invariant compact sets of the dynamical systems]. Differentsial'nye uravnenija, 2005,
vol. 41, no. 12, pp. 1597{1604. (English version: Krishchenko A.P. Localization of In-

http://technomag.bmstu.ru/doc/583104.html 173

http://technomag.bmstu.ru/en/doc/583104.html
http://technomag.bmstu.ru/en/doc/583104.html
http://dx.doi.org/10.7463/0713.0583104
mailto:mathmod@bmstu.ru
http://technomag.bmstu.ru/doc/583104.html


variant Compact Sets of Dynamical Systems. Differential Equations, 2005, vol. 41, no. 12,
pp. 1669{1676).

6. Krishchenko A.P., Starkov K.E. Localization of compact invariant sets of the Lorenz system.
Phys. Lett. A, 2006, vol. 353, no. 5, pp. 383{388.

7. Krishchenko A.P., Starkov K.E. Localization of compact invariant sets of nonlinear systems
with application to the Lanford systems. Int. J. of Bifurcation and Chaos, 2006, vol. 16, no. 11,
pp. 3249{3256.

8. Krishchenko A.P., Starkov K.E. Estimation of the domain containing all compact invariant
sets of a system modeling the amplitude of a plasma instability. Phys. Lett. A, 2007, vol. 367,
no. 1, pp. 65{72.

9. Starkov K.E. Bounds for the domain containing all compact invariant sets of the system
modeling dynamics of acoustic gravity waves. Int. J. of Bifurcations and Chaos, 2009, vol. 19,
no. 10, pp. 3425{3432.

10. StarkovK.E. Bounding a domainwhich contains all compact invariant sets of the Bloch system.
Int. J. of Bifurcations and Chaos, 2009, vol. 19, no. 3, pp. 1037{1042.

11. Coria L.N., Starkov K.E. Bounding a domain containing all compact invariant sets of the
permanent-magnet motor systems. Comm. Nonlin. Sci. and Numer. Simul, 2009, vol. 14,
pp. 3879{3888.

10.7463/0713.0583104 174

http://dx.doi.org/10.7463/0713.0583104

