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Введение 

Широкое применение низкочастотных ультразвуковых методов в стоматологии началось в 90-х 

годах двадцатого века, когда были показаны их морфологическая и гистологическая эффективности при 

лечении заболеваний пародонта различной степени тяжести, таких как гнойные периоститы лицевой 

челюсти, перикоронариты, альвеолиты, радикулярные и ретенционные кисты, а так же пародонтите 

различных форм [1-3]. Эффективность лечебного низкочастотного ультразвукового воздействия 

определяет акустическая мощность, поглощаемая обрабатываемыми биотканями (БТ) [4-7]. К 

характеристикам, определяющим степень поглощения, относят акустический импеданс БТ, методика 

расчета которого основана на представлении систем взаимодействия низкочастотных ультразвуковых 

колебательных систем (НЧ УЗКС) с БТ как набора элементов с сосредоточенными параметрами –  

массой, гибкостью и механическим сопротивлением, что не позволяет учесть геометрию, акустические 

характеристики и морфологические особенности системы в целом и БТ в частности [8].  

Для оценки значений акустического импеданса был предложен метод многочастотного анализа 

активной электрической мощности, потребляемой пьезокерамическим электроакустическим 

преобразователем (ПЭАП) [9-10]. Данный метод предполагает вычисление разности значений 

электрического адмиттанса системы в нагруженном и ненагруженном состояниях, которая 

соответствует значениям электрических трансформант акустических характеристик БТ, определяющих 

акустический импеданс.  

Целью данной работы является разработка методики расчета значений электрического 

адмиттанса НЧ УЗКС ПЭАП при взаимодействии с БТ с учетом геометрии и акустических 

характеристик в среде COMSOL Multiphysics.  
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1 Материалы и методы 

Предлагаемая методика расчета значений электрического адмиттанса системы взаимодействия 

НЧ УЗКС ПЭАП с БТ состоит из следующих основных этапов:  

− выбор модуля для разработки модели взаимодействия;  

− разработка геометрии модели;  

− задание параметров материалов элементов модели;  

− задание начальных и граничных условий;  

− расчет значений собственных резонансных частот продольных колебаний; 

− расчет на вынужденные колебания с учетом значений собственных резонансных частот 

продольных колебаний;  

− расчет электрического адмиттанса системы. 

Для апробации предлагаемой методики расчета значений электрического адмиттанса системы 

был проведен вычислительный эксперимент.  

В качестве модели апробации методики принята НЧ УЗКС, созданная Квашниным С.Е. (МГТУ 

им. Н.Э. Баумана) в рамках разработки многофункционального ультразвукового аппарата для 

стоматологии. В основе модели, реализуемой в среде COMSOL Multiphysics, лежит представление 

УЗКС как геометрически простых элементов из изотропных линейно-упругих материалов, БТ – как 

изотропных линейно-упругих и вязкоупругих. В качестве расчетных соотношений приняты уравнения 

колебаний, квазиэлектростатики и пьезоэффекта. 

В соответствие с методикой в основном окне программной среды  COMSOL Multiphysics 

выбрают модуль для трехмерного пространства.  

На основе встроенных геометрических элементов (цилиндров, конусов и так далее) реализуют 

НЧ УЗКС, принятую в качестве модели (рисунок 1).  
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Рисунок 1 – НЧ УЗКС, принятая в качестве модели и реализованная в среде COMSOL Multiphysics 

 

Для создания упрощенной геометрии моделируемой НЧ УЗКС и БТ производят расчет 

параметров элементов модели с учетом сохранения длин и объемов каждого из элементов системы.  

Для материалов УЗКС принимают допущение изотропии и линейной упругости материалов, 

что описывается уравнением Duhamel-Hooke, которое связывает тензор напряжений с тензором 

деформации [11] 

s = s0 + C : (ε - ε0 – ε th) , 
где C – тензор упругости 4-ого порядка; «:» - двойное  скалярное умножение тензоров; s0 - начальное 

усилие; ε0 - начальное напряжение; εth - тепловое напряжение (отношение теплового потока, 

проходящего сквозь тепловоспринимающую поверхность, к площади этой поверхности). 

Для материалов БТ рассмотрены два случая: приняты допущения как изотропии и линейной 

упругости, так и изотропии и вязкой упругости материалов. Вязко-упругая модель соответствует 

модели Максвелла при малых деформациях (нелинейные эффекты не учитываются):  

  , 

 
 , 

 
 , 

 
 . 
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Здесь Eуп – модуль Юнга (модуль упругости); σ– тензор упругих напряжений; – тензор деформаций; 

ε1 – деформация по оси x; ε2 – деформация по оси у; η – коэффициент вязкости; τ – время релаксации; 

t – период воздействия. 

Во временной области для описания вязкого трения вводят добавку Релея, в которой матрица, 

описывающая трение,  пропорциональна матрице масс и жесткости и имеет вид 

C = αdM M + βdK K , 
где M - масса; K - жесткость; αdM - параметр затухания по массе; βdK - параметр затухания по жесткости. 

В частотной область вязкое трение можно задать также, как и во временной – через матрицу 

Релея, либо вводом коэффициента потерь.  

Принимая допущения о гексагональности ПЭАП и одномерности процесса, взаимосвязь между 

деформацией ε, электрическим полем E, упругим напряжением σ и электрической индукцией D 

описывают линейными уравнениями  

D = e ε - ε0 εr E , 

σ = cE ε – εT E , 
где E = – ∂φ/∂z – связь напряженности электрического поля с потенциалом; z – ось, совпадающая с 

направлением поляризации (продольная координата); cE – упругая постоянная; e – пьезоэлектрическая 

постоянная; ε0 – диэлектрическая проницаемость в вакууме; εr – относительная диэлектрическая 

проницаемость. 

Проводимость рассчитывают на основе электростатического уравнения 

– ∇((σe (jω)-1 + ε0 εr) ∇V) = ρv  , 
где   ρv  - объемная плотность заряда; σe – электрическая проводимость материала; jω - оператор 

Лапласа; V – объем; ∇ – оператор Набла. 

Процесс распространения волн описывают системой уравнений 

 

 
 

 
 , 

где ρ – плотность; t - время; p – давление; μ – динамическая вязкость; Kdv – объемная вязкость; u – поле 

скоростей; F – поле сил; I – матрица идентичности. 

Далее устанавливают начальные и граничные условия и осуществляют расчет значений 

собственных резонансных частот продольных колебаний (рисунок 2), расчет на вынужденные 

колебания и расчет значения адмиттанса системы с учетом значения первой моды собственной 

резонансной частоты продольных колебаний (рисунок 3). 
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Результаты анализа представлены в программной среде как в табличной форме, так и в виде 

графических зависимостей. Гармоническая  составляющая представлена амплитудой F и фазой Fph и 

приводится в таблице как сумма двух компонент, в графической форме - как вещественная часть: 

Ffreq = F(ω) cos(ωt + Fph(ω)) . 
Здесь ω – угловая частота возбуждения; Ffreq – частота колебаний. 

Смещение во временной области представлено амплитудой Uamp и фазой Uphase. Фактическое 

смещение в любой момент времени – вещественная часть решения: 

Usm = Uamp cos(ωt + Uphase) . 
Электрический адмиттанс рассчитывают по формуле 

  , 
где U – напряжение, приложенное к ПЭАП; ρ I – плотность тока на внешних торцах ПЭАП; S – площадь 

поверхности торца ПЭАП. 

2 Результаты 

В среде COMSOL Multiphysics проведено компьютерное моделирование взаимодействия НЧ 

УЗКС и БТ (рисунок 2). Согласно методики рассчитаны значения собственных резонансных частот 

продольных колебаний и электрического адмиттанса системы. Построены зависимости электрического 

адмиттанса системы взаимодействия НЧ УЗКС и БТ от частоты воздействующего сигнала напряжения, 

приложенного к ПЭАП (рисунок 3). Показаны наличие зависимости значений собственных 

резонансных частот продольных колебаний и электрического адмиттанса системы взаимодействия 

УЗКС и БТ от геометрии и акустических характеристик системы и возможность количественного 

определения электрического адмиттанса непосредственно БТ с учетом геометрии и акустических 

характеристик, что позволяет согласно алгоритму многочастотного анализа [12] динамически 

контролировать акустическую мощность.  
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а) 

 
б) 

а) расчет значения первой моды собственной резонансной частоты продольных колебаний для системы 

в ненагруженном состоянии; б) расчет значения первой моды собственной резонансной частоты 

продольных колебаний для системы в нагруженном состоянии – слой глицерина толщиной 50 мм, 

радиусом 25 мм 

Рисунок 2 – Модель системы НЧ УЗКС ПЭАП - БТ в среде COMSOL Multiphysics  

 

http://dx.doi.org/10.7463/0513.0566872


http://technomag.bmstu.ru/doc/566872.html 203 

 
1 – модель НЧ УЗКС в ненагруженном состоянии; 2 – модель НЧ УЗКС – БТ (линейно-упругая модель 

БТ, радиус 25 мм, толщина 30 мм) 

Рисунок 3 – Зависимость электрического адмиттанса системы от частоты 

 

Заключение 

Разработана методика расчета значений электрического адмиттанса НЧ УЗКС ПЭАП при 

взаимодействии с БТ с учетом геометрии и акустических характеристик. Обоснованы возможности 

использования предложенной методики расчета и модели с упрощенной геометрией и допущением об 

изотропности элементов для расчета значений первых мод собственных резонансных частот 

продольных колебаний и электрического адмиттанса системы.  
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The article describes a method of calculation of electrical admittance values of a low-frequency 
ultrasonic oscillatory system with a piezoceramic electro-acoustic transducer in interaction with biological 
tissues with an allowance for geometry and acoustic characteristics in COMSOL Multiphysics. Using this 
method, values of natural resonance frequencies of longitudinal oscillations and electrical admittance of the 
system at various geometry of loading were calculated. Possibilities of using the proposed method and a 
model with simplified geometry under the assumption of isotropy of the elements materials for calculation of 
natural resonance frequencies of longitudinal oscillations and electrical admittance of the system were also 
shown. 
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