
Ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè
êîìïîçèòà ñ àíèçîòðîïíûìè
ýëëèïñîèäàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè
# 04, àïðåëü 2013
DOI: 10.7463/0413.0541050
Çàðóáèí Â.Ñ., Êóâûðêèí Ã.Í.
ÓÄÊ 536.2

Ðîññèÿ, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà
fn2@bmstu.ru

Ââåäåíèå

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, êà-
êèìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîçèòû, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì èõ ìîäèôèêàöèÿ âûñîêîïðî÷-
íûìè è âûñîêîìîäóëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè, â òîì ÷èñëå íàíîñòðóêòóðíûìè ýëåìåíòàìè (íà-
ïðèìåð, ôóëëåðåíàìè è óãëåðîäíûìè íàíîòðóáêàìè [1]). Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäèôèöèðî-
âàííûõ êîìïîçèòîâ â òåïëîíàïðÿæåííûõ ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèé, ðàáîòàþùèõ â óñëîâèÿõ
îäíîâðåìåííîãî âîçäåéñòâèÿ êàê ìåõàíè÷åñêèõ, òàê è òåïëîâûõ íàãðóçîê, íàðÿäó ñ ìåõàíè-
÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êîìïîçèòà âàæíóþ ðîëü èãðàþò è åãî òåïëîôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà
(â ÷àñòíîñòè, êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè). Ýôôåêòèâíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà òå-
ïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà, ìîäèôèöèðîâàííîãî àðìèðóþùèìè ýëåìåíòàìè, çàâèñèò îò èõ
îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè CV è îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè
ýòèõ ýëåìåíòîâ è ìàòðèöû. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí êîìïîçèò, àðìèðîâàííûé àíèçî-
òðîïíûìè âêëþ÷åíèÿìè â âèäå ýëëèïñîèäîâ. Òàêèå âêëþ÷åíèÿ ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íóþ
ïðèðîäó (íàïðèìåð, îáðàçóþùèå íîâûå ôàçû â ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëàõ ïðè èõ
òåðìè÷åñêîé îáðàáîòêå [2, 3] èëè óïîìÿíóòûå âûøå íàíîñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû).

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè â êîìïîçèòå ïîñòðîèì â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ýëëèïñîèäàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â îáùåì ñëó÷àå íå êîíòàêòèðóþò ìåæäó ñîáîé, ò.å.
îòäåëåíû äðóã îò äðóãà ñëîåì èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ìàòðèöû. Êîìïîçèò ïîëàãàåì ñîñòî-
ÿùèì èç ìíîæåñòâà îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ ÷àñòèö ñ
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òåíçîðîì òåïëîïðîâîäíîñòè, ãëàâíûå îñè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ñèììåòðèè ýëëèïñî-
èäîâ. Ãëàâíûå çíà÷åíèÿ λk (k = 1, 2, 3) ýòîãî òåíçîðà è êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè λm

ìàòåðèàëà ìàòðèöû ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè.
Ðàññìîòðèì òåïëîâîå âçàèìîäåéñòâèå îòäåëüíî âçÿòîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ

íåîãðàíè÷åííûì îáúåìîì îêðóæàþùåé åãî ìàòðèöû. Íà÷àëî ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò Oξ1ξ2ξ3 âûáåðåì â öåíòðå ýëëèïñîèäà, ïðè÷åì íàïðàâëåíèÿ êîîðäèíàòíûõ
îñåé ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ñèììåòðèè ýëëèïñîèäà, óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî èìååò âèä

ξ2
1

b2
1

+
ξ2
2

b2
2

+
ξ2
3

b2
3

= 1,

ãäå bk | ïîëóîñè ýëëèïñîèäà.
Ïðèìåì, ÷òî íà âåñüìà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà âêëþ÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé

íàèáîëüøåé ïîëóîñè ýëëèïñîèäà, ñîñòàâëÿþùèå ãðàäèåíòà óñòàíîâèâøåãîñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
òåìïåðàòóðû ðàâíû T ◦,k (çàïÿòàÿ ñ ïîñëåäóþùèì íèæíèì èíäåêñîì k ó îáîçíà÷åíèÿ T òåì-
ïåðàòóðû îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ îñè Oξk). Óñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû â àíèçîòðîïíîé ñðåäå îïèñûâàåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå λαT,kk = 0

(α = k) ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà (çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî
ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ ëàòèíñêîìó èíäåêñó). Ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò
ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âî âêëþ÷åíèè

T (ξ1, ξ2, ξ3) = Akξk (1)

ñ ïîêà íåèçâåñòíûìè ñîñòàâëÿþùèìè Ak ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû.
Óñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû T ∗(ξ1, ξ2, ξ3) â ìàòðèöå äîëæíî óäîâëå-

òâîðÿòü óðàâíåíèþ Ëàïëàñà T ∗,kk = 0. Èçâåñòíî [4], ÷òî ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò
ïîçâîëÿþùàÿ âûïîëíèòü òàêæå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà íà ïî-
âåðõíîñòè ýëëèïñîèäàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ôóíêöèÿ

T ∗ = T ◦,kξk + BαDkξk, (2)

ãäå Bα = const,

Dα =
b1b2b3

2

∞∫
β

du

(b2
α + u)f(u)

, (3)

β | õàðàêòåðèçóþùèé ïîëîæåíèå òî÷êèM ñ êîîðäèíàòàìè ξk ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ

ξ2
1

b2
1 + β

+
ξ2
2

b2
2 + β

+
ξ2
3

b2
3 + β

= 1, (4)

à f(u) =
√

(b2
1 + u)(b2

2 + u)(b2
3 + u).

Ïîñòîÿííûå Ak è Bk â ñîîòíîøåíèÿõ (1) è (2) íàéäåì â ïðåäïîëîæåíèè èäåàëüíîãî òå-
ïëîâîãî êîíòàêòà íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè
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òåìïåðàòóðû T = T ∗ è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà λαT,knk = λmT ∗,knk, ãäå nk | íàïðà-
âëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè. Èç ýòèõ óñëîâèé äëÿ
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóåò

Akξk = T ◦,kξk + BkξkD
◦
α, λ̄αAknk = T ◦,knk + Bknk(Dαξα),α

∣∣∣
β=0

, (5)

ãäå λ̄α = λα/λm è

D◦
α =

b1b2b3

2

∞∫
0

du

(b2
α + u)f(u)

, (6)

òàê êàê äëÿ òî÷åê ýòîé ïîâåðõíîñòè, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (4), β = 0. Îòìåòèì, ÷òî D◦
1 +

D◦
2 + D◦

3 = 1 (â ÷àñòíîñòè, äëÿ øàðîâîãî âêëþ÷åíèÿ D◦
α = 1/3). Èíòåãðàëû â ôîðìóëå (6)

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû [5, 6].
Ðàâåíñòâà (5) äîëæíû áûòü âûïîëíåíû â ëþáîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè âêëþ÷åíèÿ. Â òî÷êå

ñ êîîðäèíàòàìè ξ1 = b1, ξ2 = ξ3 = 0 èìååì n1 = 1, n2 = n3 = 0 è èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷èì

A1 = T ◦,1 + B1D
◦
1, λ̄αA1 = T ◦,1 + B1(D1ξ1),1

∣∣∣
ξ1=b1, ξ2=ξ3=0

. (7)

Ñ ó÷åòîì ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì ïðåäåëîì è íåÿâíî çàäàííîé
óðàâíåíèåì (4) ôóíêöèè β(ξ1) âû÷èñëèì â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíóþ â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî
ðàâåíñòâà (7):

(D1ξ1),1

∣∣∣
β=0

= D◦
1 + b1D1,1

∣∣∣
ξ1=b1, ξ2=ξ3=0

= D◦
α − 1.

Òîãäà èç ðàâåíñòâ (7) ïîëó÷èì

A1 =
T ◦,1

1 + (λ̄1 − 1)D◦
1

, B1 =
T ◦,1(1− λ̄1)

1 + (λ̄1 − 1)D◦
1

.

Àíàëîãè÷íûì ïóòåì, âûïîëíèâ ðàâåíñòâà (5) â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà ñ êîîðäèíà-
òàìè ξ2 = b2, ξ1 = ξ3 = 0 è ξ3 = b3, ξ1 = ξ2 = 0, íàéäåì ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû A2,
B2 è A3, B3. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ak =
T ◦,k

1 + (λ̄α − 1)D◦
α

, Bk =
T ◦,k(1− λ̄α)

1 + (λ̄α − 1)D◦
α

.

Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå àíèçîòðîïíîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñîçäàåò â ìàòðèöå
âîçìóùåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ T,◦kξk íà áîëüøîì
óäàëåíèè îò ýòîãî âêëþ÷åíèÿ, îïèñûâàåìîå ñîîòíîøåíèåì

∆T ∗ = BkDαξk = T ◦,kξk
(1− λ̄α)Dα

1 + (λ̄α − 1)D◦
α

. (8)
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2. Ñëó÷àé îäèíàêîâîé îðèåíòàöèè âêëþ÷åíèé

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà T ◦,2 = T ◦,3 = 0. Òîãäà äëÿ âîçìóùåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî
ïîëÿ èç ôîðìóëû (8) ïîëó÷èì

∆T ∗ = BkDαξk = T ◦,1ξ1
(1− λ̄1)D1

1 + (λ̄1 − 1)D◦
1

. (9)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ýëëèïñîèäàëüíûå âêëþ÷åíèÿ â êîìïîçèòå ïîäîáíû ïî ôîðìå è
îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, íî ðàçìåðû òàêèõ
âêëþ÷åíèé ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû. Ýòî ïðèâåäåò ê ðàçëè÷èþ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ
òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèÿõ ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàòíûõ îñåé, ò.å. ê àíèçî-
òðîïèè ñâîéñòâ êîìïîçèòà ïî îòíîøåíèþ ê òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïóñòü N òàêèõ âêëþ÷åíèé
íàõîäÿòñÿ â îáúåìå VN , îãðàíè÷åííîì ïîâåðõíîñòüþ ýëëèïñîèäà ñ óðàâíåíèåì ξ2

1/B
2
1 +

+ ξ2
2/B

2
2 + ξ2

3/B
2
3 = 1 è ðàâíîì 4πB1B2B3/3, ãäåBα/b

(n)
α = Cn = const� 1 è b

(n)
α |ïîëóîñè

ýëëèïñîèäàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ íîìåðîì n = 1, N . Ïîñêîëüêó îáúåì n-ãî âêëþ÷åíèÿ ðà-
âåí 4πb

(n)
1 b

(n)
2 b

(n)
3 /3, îáúåìíóþ êîíöåíòðàöèþ âêëþ÷åíèé â îáúåìå VN ìîæíî îïðåäåëèòü

âåëè÷èíîé

CV =
N∑

n=1

1

C3
n

≤ 1. (10)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîäîáíûõ ïî ôîðìå ýëëèïñîèäàëüíûõ âêëþ÷åíèé çíà÷åíèÿD◦
α íå çàâè-

ñÿò îò ðàçìåðà âêëþ÷åíèÿ. Íàïðèìåð,D◦
1 â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê ôóíêöèþ îäèíàêîâûõ äëÿ òàêèõ âêëþ÷åíèé àðãóìåíòîâ b̄2 = b2/b1 è b̄3 = b3/b1 â âèäå

D◦
1 =

1

2

∞∫
0

dū

(1 + ū)
√

(1 + ū)(b̄2
2 + ū)(b̄2

3 + ū)
.

Äëÿ òî÷êè, óäàëåííîé îò êàæäîãî èç âêëþ÷åíèé íà âåñüìà áîëüøîå ðàññòîÿíèå ïî ñðàâíå-
íèþ ñî çíà÷åíèåì B1, ïðèìåì äëÿ âñõ âêëþ÷åíèé ξ1 � B1. Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå (9), N
âåñüìà óäàëåííûõ âêëþ÷åíèé, ðàñïîëîæåííûõ â îáúåìå VN â âèäå ýëëèïñîèäà ñ ïîëóîñÿìè
Bk, âûçîâóò â ýòîé òî÷êå âîçìóùåíèå òåìïåðàòóðû, ðàâíîå

∆T ∗N =
N∑

n=1

∆T ∗n = T ◦,1ξ1

N∑
n=1

(1− λ̄1)D
(n)
1

1 + (λ̄1 − 1)D◦
1

. (11)

Åñëè ñ÷èòàòü ýëëèïñîèä îáúåìîì VN ïðåäñòàâèòåëüíûì ýëåìåíòîì êîìïîçèòà ñ ðàññìà-
òðèâàåìûìè âêëþ÷åíèÿìè, òî ýòîò ýëåìåíò ñ èñêîìûì çíà÷åíèåì λ◦1 ýôôåêòèâíîãî êîýôôè-
öèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè â íàïðàâëåíèè îñè Oξ1 ñîçäàñò â òîé æå âåñüìà óäàëåííîé òî÷êå ñ
êîîðäèíàòàìè ξk ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (8) òàêîå æå âîçìóùåíèå òåìïåðàòóðû

∆T ∗N = T ◦,1ξ1
(1− λ̃1)D

∗
1

1 + (λ̃1 − 1)D◦
1

, (12)
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ãäå λ̃1 = λ◦1/λm è

D∗
1 =

B1B2B3

2

∞∫
β∗

du

(B2
1 + u)F (u)

, (13)

ïðè÷åì β∗| ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

ξ2
1

B2
1 + β

+
ξ2
2

B2
2 + β

+
ξ2
3

B2
3 + 1

= 1, (14)

à

F (u) =
√

(B2
1 + u)(B2

2 + u)(B2
3 + u).

Ïðèðàâíÿâ ïðàâûå ÷àñòè ôîðìóë (11) è (12), çàïèøåì

(1− λ̃1)

1 + (λ̃1 − 1)D◦
1

=
(1− λ̄1)

1 + (λ̄1 − 1)D◦
1

N∑
n=1

D
(n)
1

D∗
1

. (15)

Äëÿ âåñüìà óäàëåííîé òî÷êè |ξ1| → ∞, ÷òî, ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (4) è (14), ðàâíîñèëüíî
β →∞, β∗ →∞ è ñòðåìëåíèþ ê íóëþ èíòåãðàëîâD

(n)
1 èD∗

1 â ôîðìóëå (15). Äëÿ ðàñêðûòèÿ
íåîïðåäåëåííîñòè òèïà 0/0 èñïîëüçóåì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ êàæäûé
èç ýòèõ èíòåãðàëîâ ïî íèæíåìó ïåðåìåííîìó ïðåäåëó. Â èòîãå ñ ó÷åòîì ôîðìóë (3) è (13)
ïîëó÷èì

lim
β, β∗→∞

D
(n)
1

D∗
1

=
1

C3
n

lim
β, β∗→∞

(B2
1 + β∗)F (β)

((b
(n)
1 )2 + β)f(β)

=
1

C3
n

.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (15) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (10) ïðèìåò âèä

λ̃1 =
1 + (λ̄1 − 1)(D◦

1 + (1−D◦
1)CV )

1 + (λ̄1 − 1)D◦
1(1− CV )

. (16)

Àíàëîãè÷íûì ïóòåì ìîæíî íàéòè ôîðìóëû äëÿ λ̃2 = λ◦2/λm è λ̃3 = λ◦3/λm, ãäå λ◦2 è
λ◦3 | ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà â íàïðàâëåíèè îñåé Oξ2 è
Oξ3 ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþùèåñÿ âìåñòå ñ λ◦1 ãëàâíûìè çíà÷åíèÿìè òåíçîðà ýôôåêòèâíîé
òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà. Â èòîãå ïðè α = 1, 2, 3 èìååì

λ̃α =
1 + (λ̄α − 1)(D◦

α + (1−D◦
α)CV )

1 + (λ̄α − 1)D◦
α(1− CV )

, (17)

÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå èçîòðîïíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ âêëþ÷åíèé (λα = λ0) ñîâïàäàåò ñ ñîîò-
íîøåíèåì, ïîëó÷åííûì â [6].
Åñëè âêëþ÷åíèÿ àáñîëþòíî íåòåïëîïðîâîäíû (λα = 0), òî èç ôîðìóëû (17) ñëåäóåò

λ̃α =
(1−D◦

α)(1− CV )

1−D◦
α(1− CV )

. (18)
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Ýòà ôîðìóëà ïðèìåíèìà ê ìàòåðèàëó ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè λm, ñîäåðæàùåìó
ïîðû ñ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèåé CV . Ïðè àáñîëþòíî òåïëîïðîâîäíûõ âêëþ÷åíèÿõ (λα →
∞) ôîðìóëà (17) ïðèìåò âèä

λ̃α =
D◦

α + (1−D◦
α)CV

D◦
α(1− CV )

. (19)

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (18) è (19) òàêæå ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè â [6].

3. Ïîñòðîåíèå äâóñòîðîííèõ îöåíîê

Ïðèìåíåíèå äâîéñòâåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðî-
âîäíîñòè â íåîäíîðîäíîì òåëå [7, 8] ïðè èñïîëüçîâàíèè äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ äîïóñòèìûõ äëÿ
àëüòåðíàòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ ðàñïðåäåëåíèé òåìïåðàòóðû è âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî
ïîòîêà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äâóñòîðîííèå îöåíêè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðî-
âîäíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîçèòà â âèäå

λ̃−α =
1

1− CV + CV /λ̄α

≤ λ̃α ≤ 1− CV + λ̄αCV = λ̃+
α . (20)

Íèæíÿÿ (λ̃−α ) è âåðõíÿÿ (λ̃+
α ) îöåíêè ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è ñî çíà÷åíèÿìè, îïðåäå-

ëÿåìûìè ôîðìóëîé (17), ïðè çíà÷åíèÿõ CV = 0 è CV = 1 îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âêëþ-
÷åíèé. Íî ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ CV ðàçíîñòü ∆λ̃α = λ̃+

α − λ̃−α âîçðàñòàåò îò
íóëÿ ïî ìåðå îòêëîíåíèÿ ïàðàìåòðà λ̄α îò åäèíèöû, ÷òî äàåò îñíîâàíèå ïðåäïîëàãàòü
ïðè ýòîì è âîçðàñòàíèå âîçìîæíîé ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû (17). Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷-
íàÿ òåíäåíöèÿ âûÿâëåíà è â ñëó÷àå êîìïîçèòà ñ èçîòðîïíûìè ýëëèïñîèäàëüíûìè âêëþ÷å-
íèÿìè [6].
Ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâ (20) îöåíèì íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ îòíîñèòåëüíóþ ïî-

ãðåøíîñòü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ λ̃◦α = (λ̃+
α + λ̃−α )/2 ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõCV , êîòîðóþ

ïðåäñòàâèì â âèäå

εα =
∆λ̃α

2λ̃◦α
= 1− 1

1 + CV (1− CV )(λ̄α + 1/λ̄α − 2)/2
. (21)

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè εα îò CV ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ̄α > 1 (êðèâûå äëÿ
ïàð çíà÷åíèé λ̄α è 1/λ̄α ñîâïàäàþò). Íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé εα = 1−1/(1+(λ̄α+1/λ̄α−2)/8)

îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äîñòèãàåò ïðè C◦ = 0, 5.
Èñïîëüçîâàííûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâóñòîðîííèõ îöåíîê äîñòàòî÷íî ïðîñòûå äîïóñòèìûå

ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà ó÷èòûâàþò ëèøü îáúåìíîå ñî-
äåðæàíèå ýëëèïñîèäàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ òðåõ íàïðàâëåíèé êîîðäèíàòíûõ
îñåé ïðåäñòàâëåííûå â ôîðìóëàõ (20) è (21) îöåíêè ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè êîìïîçèòà è âîçìîæíîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýòèõ
îöåíîê èäåíòè÷íû.
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Ðèñ. 1. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè εα îò CV ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ̄α > 1

Çàêëþ÷åíèå

Ïîñòðîåííàÿìàòåìàòè÷åñêàÿìîäåëü ïåðåíîñà òåïëîâîé ýíåðãèè â êîìïîçèòå ñ îäèíàêîâî
îðèåíòèðîâàííûìè àíèçîòðîïíûìè âêëþ÷åíèÿìè ýëëèïñîèäàëüíîé ôîðìû ïîçâîëèëà íàéòè
ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè òàêîãî êîìïîçèòà. Äëÿ îöåíêè âîçìîæíîé
ïîãðåøíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíà äâîéñòâåííàÿ ôîðìóëèðîâêà âàðèàöèîí-
íîé çàäà÷è ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
ïðîãíîçà ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè êîìïîçèòîâ, ìîäèôèöèðîâàííûõ
íàíîñòðóêòóðíûìè ýëåìåíòàìè (â òîì ÷èñëå óãëåðîäíûìè íàíîòðóáêàìè).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ãðàíòó ÍØ{255.2012.8 ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïîääåðæêè âå-
äóùèõ íàó÷íûõ øêîë.
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A mathematical model of heat transfer in a composite material with identically oriented
anisotropic ellipsoidal inclusions was created. Formulas for calculating the effective thermal
conductivity of composite materials, which are anisotropic with respect to the property of thermal
conductivity, were obtained on the basis of developed mathematical model. To estimate the possi-
ble error of the results the dual formulation of the variational problem of stationary heat conduction
in a heterogeneous solid body was applied. These results can be used to predict the effective ther-
mal conductivity of the composite materials with ellipsoidal inclusions, which are among others
nanostructured elements (including carbon nanotubes). Obtained formulas could be used for esti-
mating electric conductivity of composite materials with identically oriented anisotropic ellipsoidal
inclusions due to electro thermal analogy .
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