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Ââåäåíèå

Â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ãðàììàòèêè
(ÊÑ-ãðàììàòèêè) è êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ÿçûêè (ÊÑ-ÿçûêè). Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ
ÊÑ-ÿçûêîâ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àâòîìàòîâ ñ ìàãàçèííîé ïàìÿòüþ (ÌÏ-àâòîìàòîâ). Äëÿ
çàäàíèÿ ÌÏ-àâòîìàòîâ èñïîëüçóåòñÿ èõ ôîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì.
Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíûõ ãðàììàòèê è ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ ðàñïîçíàþùèìèìîäåëÿìè

ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå àâòîìàòû, êîòîðûå äîïóñêàþò íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå âçâåøåí-
íûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ [1]. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü ñâîéñòâà
êîíå÷íîãî àâòîìàòà è â àíàëèòè÷åñêîì âèäå íàõîäèòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îïèñûâàþùåå
ÿçûê, äîïóñêàåìûé êîíå÷íûì àâòîìàòîì.
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ÌÏ-àâòîìàòà â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ìóëüòè-

ãðàôà, âïåðâûå ââåäåííîå àâòîðàìè â [1]. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ÌÏ-àâòîìàòà, ïîìèìî ñâîåé
íàãëÿäíîñòè, ïîçâîëÿåò ëåãêî äîêàçûâàòü íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà ÌÏ-àâòîìàòîâ.
Îòìåòèì, ÷òî ìóëüòèãðàôû ÌÏ-àâòîìàòîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå â [3,4], ãäå îíè íàçû-

âàþòñÿ äèàãðàììàìè, íî èñïîëüçóþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî êàê èëëþñòðàöèè.
Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî íà îñíîâå ãðàôîâîãî ïîäõîäà óäàñòñÿ îïòèìèçèðîâàòü ïîñòðîåíèå

ÊÑ-ãðàììàòèêè ïî ÌÏ-àâòîìàòó. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÊÑ-ãðàììàòèêè ïî ÌÏ-àâòîìàòó
õîðîøî èçâåñòåí [1, 2, 3], íî ïîëó÷àåìàÿ ÊÑ-ãðàììàòèêà ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü ãðîìîçäêîé. Âî-
ïðîñó îïòèìèçàöèè ÊÑ-ãðàììàòèêè, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ïî ÌÏ-àâòîìàòó, áóäåò ïîñâÿùåíà
îòäåëüíîå èññëåäîâàíèå.
Â ýòîé ñòàòüå îïðåäåëÿåòñÿ ìóëüòèãðàô ÌÏ-àâòîìàòà, äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ÿçûêà ÌÏ-àâ-

òîìàòà â ãðàôîâûõ òåðìèíàõ è äîêàçûâàåòñÿ åãî ðàâíîñèëüíîñòü ñ èçâåñòíûì îïðåäåëå-
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íèåì [1, 2, 3]. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè èñïîëüçîâàíèÿ ââåäåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äîêàçû-
âàåòñÿ ïîëåçíîå ñâîéñòâî ÌÏ-àâòîìàòà, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ìàãàçèííûõ
öåïî÷åê ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.

1. Ìóëüòèãðàô ÌÏ-àâòîìàòà

Ñëåäóÿ [1], ðàññìîòðèì ÌÏ-àâòîìàò

M = (Q, V, Γ, q0, F, δ, Z0), (1)

ãäå Q | ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ÌÏ-àâòîìàòà, V | ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ
(òåðìèíàëüíûé àëôàâèò), Γ | ìíîæåñòâî ìàãàçèííûõ ñèìâîëîâ (ìàãàçèííûé àëôàâèò), q0

| íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, q0 ∈ Q, F | ìíîæåñòâî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé, F ⊆ Q, δ |
ìíîæåñòâî êîìàíä, Z0 | íà÷àëüíûé ñèìâîë ìàãàçèíà, Z0 ∈ Γ.
Ñîïîñòàâèì ÌÏ-àâòîìàòó (1) îðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô. Íàïîìíèì, ÷òî â îòëè÷èå

îò îáû÷íîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà â ìóëüòèãðàôå äîïóñêàåòñÿ íåñêîëüêî äóã äëÿ îäíîé è
òîé æå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû âåðøèí.
Êàæäîìó ñîñòîÿíèþ àâòîìàòà ïîñòàâèì âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå âåðøèíó

ìóëüòèãðàôà. Äëÿ óäîáñòâà îòîæäåñòâèì âåðøèíû c ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ñîñòîÿíèÿì
ÌÏ-àâòîìàòà è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Q| ìíîæåñòâî âåðøèí (ñîñòîÿíèé) ìóëüòèãðàôà.
Äâå âåðøèíû q è r ìóëüòèãðàôà áóäóò ñîåäèíåíû äóãîé (q, r) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

â ìíîæåñòâå êîìàíä ÌÏ-àâòîìàòà èìååòñÿ êîìàíäà

qaZ → rγ,

ãäå a | òåðìèíàëüíûé ñèìâîë èëè ïóñòàÿ öåïî÷êà (λ), Z | âåðõíèé ñèìâîë ìàãàçèíà, γ
| öåïî÷êà ñèìâîëîâ â ìàãàçèííîì àëôàâèòå (ìàãàçèííàÿ öåïî÷êà), ïîìåùàåìàÿ â ìàãàçèí
âìåñòî ñèìâîëà Z.
Îïðåäåëåíèå 1. Ìåòêîé äóãè (q, r) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà (Z, a, γ).
Çàìåòèì, ÷òî â ìóëüòèãðàôå êîëè÷åñòâî äóã, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû q è çàõîäÿùèõ â

âåðøèíó r, ðàâíî êîëè÷åñòâó òàêèõ êîìàíä ÌÏ-àâòîìàòà (1), â ëåâîé ÷àñòè êîòîðûõ ïðèñóò-
ñòâóåò ñîñòîÿíèå q, à â ïðàâîé| ñîñòîÿíèå r. Ïðè ýòîì êàæäàÿ òàêàÿ äóãà áóäåò èìåòü ñâîþ
ìåòêó óêàçàííîãî âûøå âèäà.
Ââåäåì ïîíÿòèå ìàãàçèííîé ìåòêè ïóòè â ìóëüòèãðàôå ÌÏ-àâòîìàòà.
Ïîä ïóòåì (êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì) â ìóëüòèãðàôå ïîíèìàþò ïðîèçâîëüíóþ (ìîæåò

áûòü, ïóñòóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã e1, e2, . . ., en, . . ., òàêóþ, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ñîñåäíèõ äóã
ei, ei+1 ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñìåæíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò âåðøèíà qi+1, â êîòîðóþ äóãà
ei çàõîäèò è èç êîòîðîé äóãà ei+1 âûõîäèò. Äëÿ êîíå÷íîãî ïóòè ÷èñëî äóã â ïóòè íàçûâàþò
åãî äëèíîé.
Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ïóòè â ìóëüòèãðàôå îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî ïîíÿòèÿ â îðèåí-

òèðîâàííîì ãðàôå (ñì. [1]).
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëôàâèòà W ââîäÿò îïåðàöèþ ëåâîãî äåëåíèÿ ñëîâà íà çàäàííóþ
áóêâó. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a ∈ W è x = x(1)x(2)...x(k) ∈ W ∗, ãäå W ∗ = ∪∞i=0W

i |
ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â àëôàâèòåW [1, 3], ïîëàãàþò

a−1x =

{
x(2)...x(k), åñëè x(1) = a,

íå îïðåäåëåíî, åñëè x(1) 6= a.

Â ÷àñòíîñòè, âûðàæåíèå a−1λ âñåãäà íå îïðåäåëåíî.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè ëåâîãî äåëåíèÿ äëÿ ìàãàçèííûõ ìåòîê äâóõ ñìåæíûõ äóã e1

è e2 ñ ìåòêàìè (Z, a, γ) è (Y, b, α) ââîäÿò îïåðàöèþ Y -ñöåïëåíèÿ:

γ ⊗Y α = α(Y −1γ).

Îïèðàÿñü íà ïðèâåäåííûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû, çàäàäèì ìàãàçèííóþ ìåòêó ïóòè
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå 2.
1) Ìàãàçèííàÿ ìåòêà ïóòè íóëåâîé äëèíû åñòü ïóñòàÿ öåïî÷êà.
2) Ìàãàçèííàÿ ìåòêà ïóòè äëèíû 1, òî åñòü äóãè ñ ìåòêîé (Z, a, γ), åñòü öåïî÷êà γ.
3) Ïóñòü ìàãàçèííàÿ ìåòêà ïóòè e1, e2, . . ., en−1, ñëóæàùåãî íà÷àëîì ïóòè e1, e2, . . .,

en−1, en, îïðåäåëåíà è ðàâíà γ, à äóãà en èìååò ìåòêó (Y, b, α). Òîãäà ìàãàçèííàÿ ìåòêà
ïóòè e1, e2, . . ., en äëèíû n ðàâíà γ ⊗Y α = α(Y −1γ), åñëè ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëåíî, è íå
îïðåäåëåíà â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Îïðåäåëåíèå 3. Âõîäíîé ìåòêîé äóãè ìóëüòèãðàôà ÌÏ-àâòîìàòà íàçûâàåòñÿ ñðåäíÿÿ

êîìïîíåíòà a ìåòêè (Z0, a, γ) ýòîé äóãè.
Îïðåäåëåíèå 4. Âõîäíàÿ ìåòêà ïóòè íåíóëåâîé äëèíû â ìóëüòèãðàôåÌÏ-àâòîìàòà åñòü

ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ âõîäíûõ ìåòîê äóã â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ, è åñòü λ äëÿ ïóòè íóëåâîé
äëèíû.
Èìåííî òàê îïðåäåëÿåòñÿ ìåòêà ïóòè â êîíå÷íîì àâòîìàòå, ïðåäñòàâëåííîì âçâåøåííûì

îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì [1].
Îïðåäåëåíèå 5. Còàðòîâîé äóãîé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ äóãà, èñõîäÿùàÿ èç íà÷àëüíîé

âåðøèíû q0 è èìåþùàÿ ìåòêó (Z0, a, γ) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a ∈ V ∪ λ è γ ∈ Γ∗.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïåðâîé êîìïîíåíòîé ìåòêè ñòàðòîâîé äóãè â îáÿçàòåëüíîì ïî-

ðÿäêå ÿâëÿåòñÿ Z0 | íà÷àëüíûé ñèìâîë ìàãàçèíà, òî åñòü ýòîé äóãå ñîîòâåòñòâóåò îäíà èç
êîìàíä ÌÏ-àâòîìàòà, ñ êîòîðîé àâòîìàò ìîæåò íà÷àòü ðàáîòó ïî ðàñïîçíàâàíèþ ïðèíàäëåæ-
íîñòè âõîäíîé öåïî÷êè ñîîòâåòñòâóþùåìó ÊÑ-ÿçûêó.

2. Ãðàôîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÿçûêà, äîïóñêàåìîãî ÌÏ-àâòîìàòîì

Íàïîìíèì, ÷òî ÿçûê, äîïóñêàåìûé ÌÏ-àâòîìàòîì (1), ïî îïðåäåëåíèþ [1] åñòü ìíîæå-
ñòâî âñåõ âõîäíûõ öåïî÷åê â òåðìèíàëüíîì àëôàâèòå V , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè.
Öåïî÷êó íàçûâàþò äîïóñòèìîé, åñëèÌÏ-àâòîìàò, âûïîëíèâ íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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êîìàíä, ïåðåõîäèò èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â îäíî èç çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé qf ∈ F ,
îïóñòîøèâ íà ïîñëåäíåì òàêòå ðàáîòû ìàãàçèí. Ïðè ýòîì â íà÷àëå ðàáîòû ÌÏ-àâòîìàòà
âåðõíèì ñèìâîëîì ìàãàçèíà ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûé ñèìâîë Z0, à ñ ïóñòûì ìàãàçèíîì ÌÏ-àâ-
òîìàò íå ìîæåò âûïîëíÿòü êàêèå-ëèáî êîìàíäû.
Îïèðàÿñü íà ââåäåííûå âûøå ïîíÿòèÿ, ìîæíî äàòü àëüòåðíàòèâíóþ ãðàôîâóþ èíòåðïðå-

òàöèþ ÿçûêà ÌÏ-àâòîìàòà, ýêâèâàëåíòíóþ ïðèâåäåííîé âûøå.
Òåîðåìà 1. ßçûê ÌÏ-àâòîìàòà åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ öåïî÷åê x âî âõîäíîì àëôà-

âèòå, ÷òî x åñòü âõîäíàÿ ìåòêà ïóòè, íà÷èíàþùåãîñÿ ñî ñòàðòîâîé äóãè è çàêàí÷èâàþùåãîñÿ
äóãîé, çàõîäÿùåé â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå, ìàãàçèííàÿ ìåòêà êîòîðîãî îïðåäåëåíà.

J Äîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ìàãàçèííàÿ ìåòêà ïóòè (åñëè, ðàçóìååòñÿ, îíà îïðåäåëåíà),
ïåðâàÿ äóãà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñòàðòîâîé, åñòü öåïî÷êà ìàãàçèííûõ ñèìâîëîâ, ñîäåðæàùèõñÿ
â ìàãàçèíå ÌÏ-àâòîìàòà ïîñëå òîãî, êàê ÌÏ-àâòîìàò ïðèäåò â ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
âåðøèíå, â êîòîðóþ çàõîäèò ïîñëåäíÿÿ äóãà ýòîãî ïóòè, èñïîëíèâ êîìàíäû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ìåòêàì äóã óêàçàííîãî ïóòè, â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ.
Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n| äëèíå ïóòè.
Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàòü ïóòè íóëåâîé äëèíû íå èìååò ñìûñëà, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ

ìàãàçèííàÿ ìåòêà íå îïðåäåëåíà. Åñëè ÿçûê, äîïóñêàåìûé ÌÏ-àâòîìàòîì, ñîäåðæèò ïóñòîå
ñëîâî, òî â ìíîæåñòâå êîìàíä δ äîëæíà áûòü êîìàíäà âèäà q0λZ0 → qfλ, qf ∈ F , êîòîðîé â
ìóëüòèãðàôå ñîîòâåñòâóåò äóãà (q0, qf ). Ïîýòîìó n ≥ 1.
Ïðèn = 1 èìååì ïóòü, ñîäåðæàùèé íåêîòîðóþ ñòàðòîâóþ äóãó (q0, r) ñ ìåòêîé (q0, a, γ).

Ìàãàçèííîé ìåòêîé äàííîãî ïóòè áóäåò öåïî÷êà γ. Ïåðåõîä ïî ýòîé äóãå ñîîòâåòñòâóåò
âûïîëíåíèþÌÏ-àâòîìàòîì êîìàíäû q0aZ0 → rγ, ïîñëå ÷åãî ÌÏ-àâòîìàò ïåðåéäåò â ñîñòî-
ÿíèå r, à ñîäåðæèìûì ìàãàçèíà ñòàíåò öåïî÷êà γ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå
ñïðàâåäëèâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ïóòåé äëèíû n − 1, ìàãàçèííàÿ

ìåòêà êîòîðûõ îïðåäåëåíà, à ïåðâàÿ äóãà ÿâëÿåòñÿ ñòàðòîâîé.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïóòü äëèíû n, ìàãàçèííàÿ ìåòêà êîòîðîãî îïðåäåëåíà, âåäóùèé

èç ñòàðòîâîé âåðøèíû q0 â íåêîòîðóþ âåðøèíó p, ïîñëåäíÿÿ äóãà êîòîðîãî, âåäóùàÿ èç
íåêîòîðîé âåðøèíû rn−1, èìååò ìåòêó (Y, b, α). Òàê êàê ìàãàçèííàÿ ìåòêà âñåãî ïóòè
ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåííîé, òî îïðåäåëåíà è ìàãàçèííàÿ ìåòêà ïóòè èç q0 â rn−1. Ïóñòü îíà
ðàâíà β è, ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, åñòü ñîäåðæèìîå ìàãàçèíà â ñîñòîÿíèè
rn−1.
Òîãäà ìåòêà âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî ïóòè äëèíû n èç q0 â p ðàâíà

β ⊗Y α = αY −1β = αβ
′
,

ãäå β
′
= Y −1β. Ïîêàæåì, ÷òî öåïî÷êà αβ

′ è åñòü ñîäåðæèìîå ìàãàçèíà â ñîñòîÿíèè p.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè öåïî÷êà β ñîäåðæàëàñü â ìàãàçèíå, êîãäà ÌÏ-àâòîìàò íàõîäèëñÿ â

ñîñòîÿíèè rn−1, ñëåäóþùåé êîìàíäîé, ïåðåâîäÿùåé ÌÏ-àâòîìàò èç ñîñòîÿíèÿ rn−1 â ñîñòî-
ÿíèå p, áóäåò êîìàíäà rn−1bY → pα.
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Ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ìàãàçèíàÿ ìåòêà âñåãî ïóòè äëèíû n îïðå-
äåëåíà, ãîâîðèò î ïðèìåíèìîñòè ýòîé êîìàíäû â òåêóùåì ñîñòîÿíèè ÌÏ-àâòîìàòà. Ñëåäî-
âàòåëüíî, âåðõíèì ñèìâîëîì ìàãàçèíà â ñîñòîÿíèè rn−1 ÿâëÿåòñÿ ìàãàçèííûé ñèìâîë Y è
β = Y β

′ . Âûïîëíåíèå óêàçàííîé êîìàíäû ïðèâîäèò ê óäàëåíèþ èç ìàãàçèíà ñèìâîëà Y è
çàìåíå åãî öåïî÷êîé α. Â èòîãå ñîäåðæèìûì ìàãàçèíà â ñîñòîÿíèè p áóäåò öåïî÷êà αβ

′ |
ìàãàçèííàÿ ìåòêà ïóòè, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî ìàãàçèííîé ìåòêè ïóòè ìóëüòèãðàôà ÌÏ-àâòîìàòà è ñîäåðæèìîãî

ìàãàçèíàÌÏ-àâòîìàòà äîêàçàíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïóòèíåíóëåâîé äëèíû, îíî áóäåò âåðíûì
èäëÿ ïóòåé, çàêàí÷èâàþùèõñÿ â âåðøèíàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàêëþ÷èòåëüíûìè ñîñòîÿíèÿì.
Ïîêàæåì, ÷òî âõîäíûå ìåòêè âñåõ ïóòåé â ìóëüòèãðàôå ÌÏ-àâòîìàòà, íà÷èíàþùèõñÿ ñî

ñòàðòîâîé äóãè è çàêàí÷èâàþùèõñÿ äóãîé, çàõîäÿùåé â çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå, ìàãàçèí-
íàÿ ìåòêà êîòîðûõ îïðåäåëåíà, ïðèíàäëåæàò ÿçûêó, äîïóñêàåìîìó ÌÏ-àâòîìàòîì.
Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî âõîäíàÿ ìåòêà ëþáîãî ïóòè, ìàãàçèííàÿ ìåòêà êîòîðîãî

îïðåäåëåíà, à ïåðâàÿ äóãà ÿâëÿåòñÿ ñòàðòîâîé, åñòü öåïî÷êà ñèìâîëîâ âõîäíîãî àëôàâèòà,
ïðî÷èòàííàÿ ÌÏ-àâòîìàòîì ñî âõîäíîé ëåíòû ê òîìó ìîìåíòó, êîãäà ÌÏ-àâòîìàò ïðèäåò â
ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåðøèíå, â êîòîðóþ çàõîäèò ïîñëåäíÿÿ äóãà ýòîãî ïóòè, èñïîë-
íèâ êîìàíäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòêàì äóã óêàçàííîãî ïóòè â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ.
Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî äëèíå ïóòè.
Ïðè n = 1 èìååì ïóòü, ñîäåðæàùèé íåêîòîðóþ ñòàðòîâóþ äóãó (q0, r), ìåòêà êîòîðîé

åñòü (q0, a, γ) èëè (q0, λ, γ). Â ïåðâîì ñëó÷àå âõîäíîé ìåòêîé äàííîãî ïóòè áóäåò ñèìâîë a.
Ïåðåõîä ïî ýòîé äóãå ñîîòâåòñòâóåò âûïîëíåíèþ ÌÏ-àâòîìàòîì êîìàíäû q0aZ0 → rγ, âû-
ïîëíåíèå êîòîðîé îçíà÷àåò, ÷òî ÌÏ-àâòîìàò ïðî÷èòàë ñî âõîäíîé ëåíòû ñèìâîë a è ïåðåøåë
â ñîñòîÿíèå r. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìåòêîé ïóòè áóäåò ïóñòàÿ öåïî÷êà, à ïåðåõîä ïî ýòîé äóãå
ñîîòâåòñòâóåò âûïîëíåíèþ êàìàíäû q0λZ0 → rγ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîé ñ ôîðìàëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ ñî âõîäíîé ëåíòû òàêæå ñ÷èòûâàåòñÿ ïóñòàÿ öåïî÷êà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
n = 1 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ïóòåé äëèíû n − 1, ìàãàçèííàÿ

ìåòêà êîòîðûõ îïðåäåëåíà, à ïåðâàÿ äóãà ÿâëÿåòñÿ ñòàðòîâîé.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïóòü äëèíû n, ìàãàçèííàÿ ìåòêà êîòîðîãî îïðåäåëåíà, âåäóùèé

èç ñòàðòîâîé âåðøèíû q0 â íåêîòîðóþ âåðøèíó p, ïîñëåäíÿÿ äóãà êîòîðîãî, âåäóùàÿ èç
íåêîòîðîé âåðøèíû rn−1, èìååò ìåòêó (Y, b, α), ãäå b | ñèìâîë âõîäíîãî àëôàâèòà èëè
ïóñòàÿ öåïî÷êà.
Òàê êàêìàãàçèííàÿìåòêà âñåãî ïóòè ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåííîé, òî îïðåäåëåíà èìàãàçèííàÿ

ìåòêà ïóòè èç q0 â rn−1. Ïóñòü âõîäíàÿ ìåòêà ýòîãî ïóòè ðàâíà x è, ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó
ïðåäïîëîæåíèþ, åñòü öåïî÷êà ñèìâîëîâ, ïðî÷èòàííàÿ ÌÏ-àâòîìàòîì ñî âõîäíîé ëåíòû ê
ìîìåíòó, êîãäà ÌÏ-àâòîìàò ïðèøåë â ñîñòîÿíèè rn−1. Òîãäà ìåòêà âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî
ïóòè äëèíû n èç q0 â p ðàâíà xb.
Ïîêàæåì, ýòà ìåòêà è åñòü öåïî÷êà ñèìâîëîâ, ïðî÷èòàííàÿ ÌÏ-àâòîìàòîì ñî âõîäíîé

ëåíòû ê ìîìåíòó, êîãäà ÌÏ-àâòîìàò ïðèøåë â ñîñòîÿíèè p.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè öåïî÷êà x áûëà ïðî÷èòàíà ñî âõîäíîé ëåíòû ê ìîìåíòó, êîãäà
ÌÏ-àâòîìàò ïðèøåë â ñîñòîÿíèå rn−1, à ñëåäóþùåé êîìàíäîé, ïåðåâîäÿùåé ÌÏ-àâòîìàò èç
ñîñòîÿíèÿ rn−1 â ñîñòîÿíèå p, áóäåò êîìàíäà rn−1bY → pα, òî ïðè åå âûïîëíåíèè ñî âõîäíîé
ëåíòû áóäåò ïðî÷èòàí b | ñèìâîë âõîäíîãî àëôàâèòà èëè ïóñòàÿ öåïî÷êà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ÌÏ-àâòîìàò, ïðèäÿ â ñîñòîÿíèå p, ïðî÷èòàåò ñî âõîäíîé ëåíòû öåïî÷êó xb, ñîâïàäàþùóþ ñ
âõîäíîé ìåòêîé ðàññìàòðèâàåìîãî ïóòè, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òàêèì îáðàçîì, â ìóëüòèãðàôå ÌÏ-àâòîìàòà ëþáàÿ âõîäíàÿ ìåòêà x ïóòè ñ óêàçàííûìè

âûøå ñâîéñòâàìè, çàêàí÷èâàþùåãîñÿ â îäíîì èç çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé, åñòü ñëîâî,
ïðèíàäëåæàùåå ÿçûêó, äîïóñêàåìîìó ÌÏ-àâòîìàòîì.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü âõîäíàÿ öåïî÷êà x ïðèíàäëåæèò ÿçûêó, äîïóñêàåìîìó ÌÏ-àâ-

òîìàòîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä ÌÏ-àâòîìàòà,
âûïîëíåíèå êîòîðîé ïåðåâîäèò ÌÏ-àâòîìàò, íà âõîäíîé ëåíòå êîòîðîãî çàïèñàíà öåïî÷êà
x, èç ñòàðòîâîãî ñîñòîÿíèÿ â îäíî èç çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé, ïðè÷åì â çàêëþ÷èòåëüíîì
ñîñòîÿíèè ìàãàçèí ÌÏ-àâòîìàò ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì, à öåïî÷êà x ïîëíîñòüþ ñ÷èòûâàåòñÿ ñî
âõîäíîé ëåíòû.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä ñîîòâåòñòâóåò ïóòü â ìóëüòèãðàôåÌÏ-àâ-

òîìàòà, ìàãàçèííàÿ ìåòêà êîòîðîãî îïðåäåëåíà è ðàâíà λ, à âõîäíàÿ ìåòêà åñòü â òî÷íîñòè
öåïî÷êà x.
Åñëè x = λ, òî â ìíîæåñòâå êîìàíä δ äîëæíà áûòü êîìàíäà q0λZ0 → qfλ, qf ∈ F .
Òîãäà â ìóëüòèãðàôå ÌÏ-àâòîìàòà èìååòñÿ äóãà (q0, qf ) ñ ìåòêîé (Z0, λ, λ). Ïóòü, ñî-

ñòîÿùèé èç ýòîé äóãè, çàêàí÷èâàåòñÿ â îäíîì èç çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé, åãî âõîäíàÿ
ìåòêà ðàâíà λ, è ìàãàçèííàÿ ìåòêà ðàâíà λ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïóñòîå ñëîâî, åñëè îíî ïðèíàä-
ëåæèò ÿçûêó, äîïóñêàåìîìó ÌÏ-àâòîìàòîì, òàêæå áóäåò ïðèíàäëåæàòü ÿçûêó, ïîëó÷àåìîìó
ïî ìóëüòèãðàôó ÌÏ-àâòîìàòà.
Åñëè x = x(1) | íåïóñòîå ñëîâî ÿçûêà ÌÏ-àâòîìàòà, ñîñòîÿùåå èç îäíîé áóêâû, òî

ìíîæåñòâå êîìàíä δ äîëæíà áûòü êîìàíäà q0x(1)Z0 → qfλ, qf ∈ F .
Òîãäà â ìóëüòèãðàôå ÌÏ-àâòîìàòà èìååòñÿ äóãà (q0, qf ) ñ ìåòêîé (Z0, x(1), λ). Ïóòü,

ñîñòîÿùèé èç ýòîé äóãè, çàêàí÷èâàåòñÿ â îäíîì èç çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé, åãî âõîäíàÿ
ìåòêà ðàâíà x(1), à ìàãàçèííàÿ ìåòêà ðàâíà λ. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîáóêâåííîå ñëîâî, åñëè
îíî ïðèíàäëåæèò ÿçûêó, äîïóñêàåìîìó ÌÏ-àâòîìàòîì, òàêæå áóäåò ïðèíàäëåæàòü ÿçûêó,
ïîëó÷àåìîìó ïî ìóëüòèãðàôó ÌÏ-àâòîìàòà.
Ïðåäïîëîæèì, ñëîâî x = x(1) . . . x(n), n ≥ 2, ïðèíàäëåæèò ÿçûêó, äîïóñêàåìîìóÌÏ-àâ-

òîìàòîì. Òîãäà èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä ÌÏ-àâòîìàòà δ1, . . ., δm, m ≥ n, âû-
ïîëíÿåìàÿ ïðè ðàñïîçíàâàíèè ýòîãî ñëîâà. Êàæäîé êîìàíäå èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñîîòâåòñòâóåò äóãà â ìóëüòèãðàôå ÌÏ-àâòîìàòà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòêîé, ïðè÷åì ëþáûì
äâóì ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåìûì êîìàíäàì δi è δi+1, 1 ≤ i ≤ m − 1, ñîîòâåòñòâóþò
ñìåæíûå äóãè. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä ñîîòâåòñòâóåò
ïóòü äëèíûm â ìóëüòèãðàôå ÌÏ-àâòîìàòà.
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Ïóñòü êîìàíäû èìåþò âèä q aZ → pγ è p b Y → rβ, ãäå a, b | ñèìâîëû âõîäíîãî àë-
ôàâèòà èëè ïóñòûå öåïî÷êè. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì äóãè èìåþò ìåòêè (Z, a, γ) (Y, b, β)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó ýòè êîìàíäû âûïîëíÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, òî γ = Y γ
′ . Ñëå-

äîâàòåëüíî, îïðåäåëåí ðåçóëüòàò Y -ñöåïëåíèÿ ìàãàçèííûõ ìåòîê äóã:

γ ⊗Y β = β(Y −1γ) = βγ
′
.

Èíäóêöèåé ïî äëèíå ïóòè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíà ìàãàçèííàÿ ìåòêà âñåãî ïóòè.
Ñîãëàñíî óñòàíîâëåííîìó âûøå ñâîéñòâó ìàãàçèííûõ ìåòîê, îíà áóäåò ðàâíà λ.
Âõîäíàÿ ìåòêà ïóòè áóäåò ñîñòîÿòü èç ñèìâîëîâ, çàïèñàííûõ íà âõîäíîé ëåíòå, â ïîðÿäêå

èõ ñëåäîâàíèÿ, ïåðåìåæàþùèõñÿ, âîçìîæíî, ïóñòûìè öåïî÷êàìè. Ïîñëå óäàëåíèÿ ïóñòûõ
öåïî÷åê ïîëó÷èì âõîäíóþ ìåòêó â âèäå x = x(1) . . . x(n).
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ñëîâî ÿçûêà, äîïóñêàåìîãî ÌÏ-àâòîìàòîì, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

êàê âõîäíàÿ ìåòêà ïóòè ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè â ìóëüòèãðàôå ÌÏ-àâòîìàòà. I

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòüÌÏ-àâòîìàòîâ è ïðåäñòàâëÿþùèõ èõ ìóëü-
òèãðàôîâ.

3. Ïðèìåð ïðåäñòàâëåíèÿ ÌÏ-àâòîìàòà ìóëüòèãðàôîì

Ðàññìîòðèì ÌÏ-àâòîìàò

M1 = ({q0, q1, q2}, {a, b}, {a, Z}, q0, δ, Z), (2)

ãäå ñèñòåìà êîìàíä δ èìååò âèä
q0 a Z → q0 aZ,

q0 a a → q0 aa,

q0 b a → q1 λ,

q1 b a → q1 λ,

q1λZ → q2 λ.

Ýòîò ÌÏ-àâòîìàò ÿâëÿåòñÿ ðàñïîçíàâàòåëåì äëÿ ÊÑ-ÿçûêà äëÿ L1 = {anbn: n ≥ 0}. Ìóëüòè-
ãðàô ÌÏ-àâòîìàòà (2) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Ìóëüòèãðàô ÌÏ-àâòîìàòà (2)
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Àíàëèç ìóëüòèãðàôà ïîêàçûâàåò, ÷òî äóãà e1 ñ ìåòêîé (Z, a, aZ) íå ìîæåò áûòü ñöåïëåíà
ñàìà ñ ñîáîé, òàê êàê âûðàæåíèå aZ ⊗Z aZ = aZ(Z−1aZ) íå îïðåäåëåíî. Íî âåðõíÿÿ ïåòëÿ
e1 â íà÷àëüíîé âåðøèíå q0 ìîæåò <ñöåïèòüñÿ> ñ íèæíåé ïåòëåé e2, à ïîñëåäíÿÿ ñöåïëÿåòñÿ
ñàìà ñ ñîáîé. Íàïðèìåð,

aZ ⊗a aa = aa(a−1aZ) = aaZ; aaZ ⊗a aa = aa(a−1aaZ) = aaaZ.

Ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ëþáîé ïóòü e1(e2)
n−1 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåïèñûâàíèþ ñ

ëåíòû ÌÏ-àâòîìàòà â ìàãàçèí n ñèìâîëîâ a. Òîãäà ïóòü e1(e2)
n−1e3(e4)

n−1e5 èìååò âõîäíóþ
ìåòêó anbn è ìàãàçèííóþ ìåòêó λ.
Ïîëó÷èòü ìàãàçèííóþìåòêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ, íàïðèìåð, âõîäíîé ìåòêå aaabbb, ìîæíî

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

((((((aZ ⊗a aa)⊗a aa)⊗a λ)⊗a λ)⊗a λ)⊗Z λ) =

= (((((aaZ ⊗a aa)⊗a λ)⊗a λ)⊗a λ)⊗Z λ) = ((((aaaZ ⊗a λ)⊗a λ)⊗a λ)⊗Z λ) =

= (((aaZ ⊗a λ)⊗a λ)⊗Z λ) = ((aZ ⊗a λ)⊗Z λ) = Z ⊗Z λ = λ.

Åñëè àíàëèçèðóåìàÿ öåïî÷êà ñèìâîëîâ íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé è â íåé, íàïðèìåð, ñèì-
âîëîâ a íà k áîëüøå, ÷åì ñèìâîëîâ b, òî, âû÷èñëÿÿ ìàãàçèííóþ ìåòêó ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïóòè, ïðèäåì ê âûðàæåíèþ ak ⊗Z λ, êîòîðîå íå îïðåäåëåíî.
Åñëè æå â öåïî÷êå áîëüøå ñèìâîëîâ b, ÷åì a, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ïóòü íå ïðèâåäåò â

çàêëþ÷èòåëüíóþ âåðøèíó, òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ìóëüòèãðàôå íåò äóãè ñ ìåòêîé, ïåðâàÿ
êîìïîíåíòà êîòîðîé ðàâíà Z, à âòîðàÿ | b.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè çàáûòü î ìàãàçèííûõ ìåòêàõ è ðàññìàòðèâàòü ìóëüòèãðàô,

ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1, êàê îðèåíòèðîâàííûé âçâåøåííûé ãðàô îáû÷íîãî êîíå÷íîãî
àâòîìàòà (ñì. [1]), ìåòêàìè äóã êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèå êîìïîíåíòû ìåòîê ìóëüòèãðàôà,
òî ÿçûê òàêîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà áóäåò îïèñûâàòüñÿ ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì a∗b+.
Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ìàãàçèííûõ ìåòîê âäîëü ïóòåé ìóëüòèãðàôà è âûáîð òîëüêî

òåõ ïóòåé, ìàãàçèííàÿ ìåòêà êîòîðûõ îïðåäåëåíà, ïîçâîëÿþò <îòôèëüòðîâàòü>ìíîæåñòâî
âõîäíûõ öåïî÷åê, äîïóñêàåìûõ àâòîìàòîì. Ïðè ýòîì â óêàçàííîì ðåãóëÿðíîì ÿçûêå âûäå-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû, òî åñòü ôîðìèðóåòñÿ ÊÑ-ÿçûê.

4. Ðåãóëÿðíîñòü ìàãàçèííûõ öåïî÷åê

Êîíôèãðàöèåé ÌÏ-àâòîìàòà íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó âèäà (q, x, β), ãäå q |
òåêóùåå ñîñòîÿíèå, x| íåïðî÷èòàííàÿ ê òåêóùåìó òàêòó ðàáîòû ÷àñòü âõîäíîé öåïî÷êè, β
| òåêóùåå ñîäåðæèìîå ìàãàçèíà.
Ãîâîðÿò, ÷òî èç êîíôèãóðàöèè (q, x, β) âûâîäèìà êîíôèãóðàöèÿ (r, y, γ), ãäå x = wy,

åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíäÌÏ-àâòîìàòà, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîéÌÏ-àâ-
òîìàò ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ q â ñîñòîÿíèå r, ñ÷èòûâàÿ ñî âõîäíîé ëåíòû ïîäöåïî÷êó w è
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çàìåíÿÿ ñîäåðæèìîå ìàãàçèíà ñ öåïî÷êè β íà öåïî÷êó γ. Ïèøóò

(q, x, β) `∗ (r, y, γ).

Äîêàæåì, èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííîå ìóëüòèãðàôîâîå ïðåäñòàâëåíèå ÌÏ-àâòîìàòà, ñëåäóþ-
ùèé èíòåðåñíûé ôàêò.
Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî âñåõ öåïî÷åê, êîòîðûåìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ â ìàãàçèíåÌÏ-àâòîìàòà,

ðåãóëÿðíî.

JÌíîæåñòâî, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü, ìîæíî çàäàòü â âèäå

STACK(M) = {α: (∃x ∈ V ∗)(∃r ∈ Q)((q0, x, Z0) `∗ (r, λ, α))}

Ýòî ìíîæåñòâî ìàãàçèííûõ ìåòîê âñåõ ïóòåé, íà÷èíàþùèõñÿ ñî ñòàðòîâîé äóãè.
Ðàññìîòðèì â ìóëüòèãðàôå ÌÏ-àâòîìàòà íåêîòîðûé ïóòü w, ìàãàçèííàÿ ìåòêà êîòîðîãî

STACK(w) îïðåäåëåíà. Ïóñòü w åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã e1, . . ., en, êîòîðîé ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîê

(Z1, a1, γ1) . . . (Zk−1, ak−1, γk−1)(Zk, ak, γk) . . . (Zn, an, γn).

Òîãäà

STACK(w) = ((. . . ((. . . (γ1 ⊗Z1 γ2)⊗Z2 . . .)γk−1 ⊗Zk−1
γk) . . .)⊗Zn γn) =

= γn(Z−1
n−1γ

n−1) . . . (Z−1
k γk)(Z

−1
k−1γk−1) . . . (Z−1

1 γ1). (3)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïóòè w, ìàãàçèííàÿ ìåòêà êîòîðîãî îïðåäåëåíà,
ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (3) áóäåò íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèì-
âîëîâ.
Åñëè ìóëüòèãðàô íå ñîäåðæèò êîíòóðîâ, òî â íåì èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ

ïóòåé, íà÷èíàþùèõñÿ ñî ñòàðòîâûõ äóã, è ñîîòâåòñòâåííî, êîíå÷íûì áóäåò ìíîæåñòâî ìàãà-
çèííûõ ìåòîê. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ìàãàçèííûõ öåïî÷åê ðåãóëÿðíî.
Åñëè æå ìóëüòèãðàô ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí êîíòóð, òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëå-

äîâàíèå. Íàçîâåì êîíòóð e1, . . ., em, ìàãàçèííàÿ ìåòêà êîòîðîãî îïðåäåëåíà, è îïðåäåëåí
ðåçóëüòàò ⊗Z-ñöåïëåíèÿ ìàãàçèííîé ìåòêè äóãè em ñ ìàãàçèííîé ìåòêîé äóãè e1, ñàìîñöåï-
ëÿþùèìñÿ.
Ðàññìîòðèì ñàìîñöåïëÿþùåéñÿ êîíòóð e1, . . ., em, â êîòîðîì äóãà e1 èñõîäèò èç âåðøèíû

q, à äóãà em çàõîäèò â ýòó âåðøèíó. Ïóñòü ìàãàçèííàÿ ìåòêà ýòîãî êîíòóðà ðàâíà γ. Òîãäà
èç óñëîâèÿ ñàìîñöåïëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìàãàçèííàÿ ìåòêà äóãè e1 êîíòóðà, èñõîäÿùåé èç
âåðøèíû q, ðàâíà Z = γ(1). Òîãäà ìàãàçèííàÿ ìåòêà ïóòè, ñîñòîÿùåãî èç n-êðàòíîãî
ïîâòîðåíèÿ êîíòóðà (n > 0), ðàâíà γ(Z−1γ)n−1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ìàãàçèííûõ ìåòîê âñåõ ïóòåé, ñîñòîÿùèõ èç ïîâòîðåíèé äàí-

íîãî êîíòóðà, ÷èñëî êîòîðûõ íå ìåíüøå 1, åñòü ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî γ(Z−1γ)∗.
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Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåãóëÿðíûì áóäåò ìíîæåñòâî ìàãà-
çèííûõ ìåòîê âñåõ ïóòåé, ïîëó÷åííûõ ïîâòîðåíèÿìè íåêîòîðîãî ñàìîñöåïëÿþùåãîñÿ ïóòè.
Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü íåêîòîðûé êîíå÷íûé ïóòüw ñîäåðæèò ñàìîñöåï-

ëÿþùèéñÿ êîíòóð, à ìàãàçèííàÿ ìåòêà ýòîãî ïóòè (ïðè ïðîõîäå áåç ïîâòîðåíèé) îïðåäåëåíà.
Ðàçîáúåì ïóòüw íà ïóòüw1, ñîñòîÿùèé èç äóã e1, . . ., ek−1, íà ñàìîñöåïëÿþùèéñÿ êîíòóð

w2, âêëþ÷àþùèé äóãè ek, . . ., en, è ïóòü w3, âêëþ÷àþùèé îñòàëüíûå äóãè en+1, . . ., em.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ1,k−1 è γk,n ìàãàçèííûå ìåòêè ïóòåé w1, w2 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå

γ1,k−1 = γk−1(Z
−1
k−2γk−2) . . . (Z−1

1 γ1), γk,n = γn(Z−1
n−1γn−1) . . . (Z−1

k γk).

Ïîñêîëüêó ïóòü w åñòü ñîåäèíåíèå ïóòåé w1 è w2, òî

STACK(w1w2) = STACK(w1)⊗Zk
STACK(w2),

ãäå Zk | ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ìåòêè ïåðâîé äóãè ïóòè w2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç STACK(w∗2) ìíîæåñòâî ìàãàçèííûõ öåïî÷åê, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîâòî-

ðåíèè êîíòóðà w2 ëþáîå ÷èñëî ðàç. Òîãäà

STACK(w1w
∗
2) = STACK(w1)⊗Zk

STACK(w∗2).

Çàìåòèì, ÷òî STACK(w1) åñòü êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ, ïîñêîëüêó ýòî
ìàãàçèííàÿ ìåòêà êîíå÷íîãî ïóòè. Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, ìíîæåñòâî STACK(w∗2) ðåãó-
ëÿðíî, òî åñòü çàäàåò íåêîòîðûé ðåãóëÿðíûé ÿçûê.
Èçâåñòíî (ñì. [1, 3]), ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà L â ïðîèçâîëüíîì àëôàâèòå V è

ëþáîãî a ∈ V ÿçûê
a−1L =

{
a−1x: x ∈ L

}
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî STACK(w1w

∗
2) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, à çíà÷èò, è ìíîæåñòâî

STACK(w1w
∗
2w3) áóäåò ðåãóëÿðíûì.

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ïðîõîæäåíèé ñàìîñöåïëÿþùèõñÿ êîíòóðîâ (åñëè îíè âõîäÿò â äàí-
íûé ïóòü), ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì (â çàâèñèìîñòè îò âõîäíîé öåïî÷êè). Ïîñêîëüêó äëÿ
îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà ìàãàçèííûõ ìåòîê òàêèõ ïóòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïðîõîæäåíèè ïî
êîíòóðàì, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà èòåðàöèÿ, ýòî ìíîæåñòâî áóäåò ðåãóëÿðíûì.
Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âûòåêàåò ðåãóëÿðíîñòü ìíîæåñòâà STACK(M) âñåõ ìàãà-

çèííûõ öåïî÷åê. I

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ïóòåé, îêàí÷èâàþùèõñÿ â çàêëþ÷èòåëüíûõ âåðøèíàõ
(èëè ïóòåé ñ ïóñòîé ìàãàçèííîé ìåòêîé), òî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ÷èñëî ïðîõîæäåíèé
êîíòóðîâ, âõîäÿùèõ â ïóòü, îêàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì îãðàíè÷åííûì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, è ìíîæåñòâî âõîäíûõ öåïî÷åê, ÷èòàåìûõ íà òàêèõ ïóòÿõ, íå áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ,
ðåãóëÿðíûì.
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âõîäíûõ öåïî÷åê x, ôèãóðèðóþùèõ â îïðåäåëåíèè
ìíîæåñòâà STACK(M), òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ âõîäíûõ öåïî÷åê, ÷èòàåìûõ íà êàêîì-òî
ïóòè, íà÷èíàþùåìñÿ ñî ñòàðòîâîé äóãè, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíà ìàãàçèííàÿ ìåòêà, òàêæå
ðåãóëÿðíî.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííîå ïðåäñòàâëåíèå ÌÏ-àâòîìàòà ìóëüòèãðàôîì îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî óäîá-
íûì èíñòðóìåíòîì òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîçâîëÿþùèì èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ÌÏ-àâòî-
ìàòà, îïèðàÿñü íà èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè âçâåøåííûõ ãðàôîâ.
Óñòàíîâëåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ÌÏ-àâòîìàòîâ è èõ ìóëüòèãðàôîâ îòêðûâàåò âîçìîæíî-

ñòè èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìîâ íà ãðàôàõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ àíàëèçà è ñèíòåçà ÌÏ-àâòîìà-
òîâ.
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In the paper the presentation of push-down automation as orientedmultigraphs is described. The
language of push-down automata, which is represented by itsmultigraph, is defined and equivalence
of this definition with standard one is proved. In terms of this representation some properties of
push-down automata (such as regularity of push-down stack strings set) are considered.
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