
Ìåòîä ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ
ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ âûïóêëûì äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì
# 12, äåêàáðü 2012
DOI: 10.7463/1212.0506130
Ãîðáóíîâ À.Â.

ÓÄÊ 517.926
Ðîññèÿ, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà

mathmod@bmstu.ru

1. Ââåäåíèå

Ìíîãèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè ðå-
ñóðñàìè ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû êàê çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè ïðè-
òÿæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè [2, 3, 1, 5, 4]. Òàêèå çàäà÷è
åñòåñòâåííî âîçíèêàþò è â ñëó÷àÿõ, êîãäà ó êîíêðåòíîãî òåõíè÷åñêîãî îáú-
åêòà îïðåäåëåíà íåêîòîðàÿ ðàáî÷àÿ çîíà, âûõîä çà ïðåäåëû êîòîðîé ðàâíîñèëåí
àâàðèè, èëè ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáúåêòà àäåêâàòíà ëèøü íà îãðàíè÷åííîì
ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé.
Îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî òàêèõ è òîëüêî òàêèõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, ÷òî âûõîäÿùèå èç íèõ ïîëî-
æèòåëüíûå ïîëóòðàåêòîðèè ñèñòåìû ïðèòÿãèâàþòñÿ ê íåâîçìóùåííîìó äâèæå-
íèþ, íå ïîêèäàÿ çàäàííîé äîïóñòèìîé îáëàñòè. ßñíî, ÷òî îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ
ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé öåëèêîì ðàñïîëîæåíà â äîïóñòèìîé îáëà-
ñòè, ò.å. â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà
ñîñòîÿíèé. Ïîýòîìó çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ïðè íàëè÷èè ôà-
çîâûõ îãðàíè÷åíèé àêòóàëüíà äàæå äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ïðèìåðîì ìîæåò
ñëóæèòü ðàññìàòðèâàâøàÿñÿ â [1, 2, 3, 4, 5] çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè ïðè-
òÿæåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû, çàìêíóòîé îãðàíè÷åííûì ëèíåéíûì óïðàâëåíèåì
(ìíîæåñòâà ëèíåéíîé ñòàáèëèçàöèè).
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Çàäà÷è îïèñàíèÿ îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíè-
ÿìè ðàññìàòðèâàëàñü â [6, 2, 3, 1, 7, 8, 4, 9].
Äëÿ îöåíêè èñêîìîé îáëàñòè â [6, 2, 3, 4] èñïîëüçóåòñÿ ìíîæåñòâî, öåëè-

êîì íàõîäÿùååñÿ âíóòðè äîïóñòèìîé îáëàñòè è îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ
óðîâíÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Â [2, 3] ïðåäëîæåíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ
òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè
îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ìîíîòîííî óëó÷øàþòñÿ. Â [11] îïðåäåëåí êëàññ ôóíêöèé
Ëÿïóíîâà, â êîòîðîì îáåñïå÷èâàåòñÿ íàèáîëåå ïîëíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îáëàñòè
ïðèòÿæåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, çàäàííûìè ëè-
íåéíûìè íåðàâåíñòâàìè. Â [4] äëÿ ïîèñêà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà
èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè àïïàðàòà ëèíåéíûõ ìàòðè÷-
íûõ íåðàâåíñòâ. Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìíîæåñòâ, îãðàíè÷åííûõ ïî-
âåðõíîñòüþ óðîâíÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, êàê ïðàâèëî, íà ïðàêòèêå äàåò âåñüìà
êîíñåðâàòèâíûå îöåíêè îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ.
Ìåòîäû îöåíêè îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíè-

ÿìè, íå ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì àïïàðàòà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, ðàññìàòðèâà-
ëèñü â [1, 7, 8, 9]. Â [7] äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëñÿìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ (support
vector machine | SVM). Îáðàç èñêîìîãî ìíîæåñòâà â [7] ïðåäëîæåíî îïðåäå-
ëÿòü ñòàòèñòè÷åñêè íà îñíîâå ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êàæäîì
èç êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êà èç êîíå÷íîé ñëó÷àé-
íîé ñîâîêóïíîñòè èñêîìîìó ìíîæåñòâó. Ïîñëå ýòîãî íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ
â ñåðèè òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ äàííûõ âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ðàçäåëÿþùåé
ïîâåðõíîñòè. ßñíî, ÷òî òàêàÿ îöåíêà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
è ìîæåò íå ñîäåðæàòüñÿ â àïïðîêñèìèðóåìîé îáëàñòè.
Èíîé ïîäõîä ñâÿçàí ñ èññëåäîâàíèåì ñòðóêòóðû ãðàíèöû èñêîìîé îáëàñòè.

Â [8] äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ôàçîâûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ãðàíèöà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò îáúåäèíåíèå íåêîòîðûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé, ÷àñòè ãðàíèö
äîïóñòèìîé îáëàñòè è îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ñèñòåìû áåç îãðàíè÷åíèé íà ñîñòî-
ÿíèå. Îòìåòèì, ÷òî â [8] îò ôóíêöèé â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé è èíäèêàòîðà äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà òðåáóþò íåïðåðûâíîñòè
âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â [9] äëÿ ñèñòåìû ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè
ïðåäëîæåíà ñèñòåìà, íå ñîäåðæàùàÿ îãðàíè÷åíèé, îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ êîòî-
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ðîé ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ
èñõîäíîé ñèñòåìû ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè.
Â [1] ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è îïèñàíèÿ îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ëèíåéíîé ñè-

ñòåìû äëÿ òðåõ ñïåöèàëüíûõ âèäîâ âûïóêëûõ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé è èõ ïåðå-
ñå÷åíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì, öèëèíäðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû,

îïðåäåëåííîé íà âûïóêëîé äîïóñòèìîé îáëàñòè, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæå-
ñòâîì. Äëÿ èñêîìîé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ïðåäúÿâëåíà ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî è
ïðåäëîæåí ìåòîä åå âû÷èñëåíèÿ. Ïðåäëîæåí ìåòîä ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíè-
âàíèÿ èñêîìîé îáëàñòè âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì. Ðàññìîòðåí èëëþñòðàòèâ-
íûé ïðèìåð. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ
îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ èç [1].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, çàäàííàÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûìè óðàâíåíèÿìè

ẋ(t) = Ax(t), (1)

íà ñîñòîÿíèå êîòîðîé íàëîæåíû ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ âèäà

x(t) ∈ D. (2)

Çäåñü x(t) ∈ Rn | ìàòðèöà-ñòîëáåö ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû; A ∈ Rn×n | ãóðâè-
öåâàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà; D | âûïóêëîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî òàêîå, ÷òî
0 ∈ int D; int D| âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâàD.
Ïóñòü X(t, x0) | ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0.

Èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäàìàòðèöàA|ãóðâèöåâàÿ, âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)
ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè, à îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (1) ñîâïàäàåò ñ Rn, ò.å. lim

t→+∞
X(t, x0) = 0 äëÿ ëþáîãî

x0 ∈ Rn.
Ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé (2) â ñèñòåìå (1) îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ

ñóæàåòñÿ äî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãîñÿ â D, è âîçíèêàþò çàäà÷è
òî÷íîãî ïîñòðîåíèÿ èëè îöåíêè òàêîãî ìíîæåñòâà.
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Îïðåäåëåíèå 1. Îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) ñ ôàçîâûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè (2) íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå ìíîæåñòâî ΩD òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ íà-
÷àëüíûõ âîçìóùåíèé x0 ∈ ΩD:

1) lim
t→+∞

X(t, x0) = 0;

2) äëÿ ëþáîãî t > 0 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèåX(t, x0) ∈ D.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîêàçàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ΩD ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, è ïðåäëîæèòü ìåòîä ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâà-
íèÿ ìíîæåñòâà ΩD, ò.å. ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òàêîé îöåíêè SD ìíîæåñòâà ΩD, ÷òî
SD ⊆ ΩD.

3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ðàíåå äîïóùåíèÿõ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ΩD

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (2) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì
ìíîæåñòâîì è ïðåäúÿâèì ôóíêöèþ Ìèíêîâñêîãî äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà.
Òåîðåìà 1. ÏóñòüD|âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿΩD

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (2) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âû-
ïóêëûì ìíîæåñòâîì.

J Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ ΩD è ϑ ∈ [0, 1] èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå ϑx + (1− ϑ)y ∈ ΩD. Äåéñòâèòåëüíî,

lim
t→+∞

X(t, ϑx + (1− ϑ)y) = 0.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè äëÿ âñåõ t > 0 âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿX(t, x) ∈
D èX(t, y) ∈ D, òîX(t, ϑx + (1− ϑ)y) ∈ D ïðè âñåõ t > 0. Ïîñêîëüêó

X(t, ϑx + (1− ϑ)y) = ϑX(t, x) + (1− ϑ)X(t, y)

è ìíîæåñòâî D âûïóêëîå, òî X(t, ϑx + (1 − ϑ)y) ∈ D äëÿ âñåõ t > 0. ×òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. I

Ðàññìîòðèì äëÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâàD ôóíêöèþ Ìèíêîâñêîãî [10]

µD(x) = inf
{

α > 0 :
x

α
∈ D

}
.
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Èçâåñòíî [10], ÷òî ôóíêöèÿ µD îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â Rn äëÿ ëþáîãî
âûïóêëîãî ìíîæåñòâà D, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 0 ∈ int D, è îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) µD(λx) = λµD(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn è λ > 0;

2) åñëè x ∈ D, òî µD(x) 6 1, à åñëè x /∈ D, òî µD(x) > 1;

3) ñóùåñòâóåò∆ > 0 òàêîå, ÷òî

µD(x) 6
‖x‖
∆

. (3)

Äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (2) ââåäåì ôóíê-
öèþ

M(x) = sup
t>0

µD(X(t, x)). (4)

Äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèèM .

Òåîðåìà 2. Çíà÷åíèåM(x) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ x ∈ Rn.

J Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî M îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0. Äëÿ ýòîãî âû-
áåðåì ε > 0 òàê, ÷òîáû øàð ‖x‖ < ε áûë âëîæåí â äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî D.
Òàêîå ε > 0 ñóùåñòâóåò â ñèëó òîãî, ÷òî 0 ∈ int D. Ïî âûáðàííîìó ε > 0

îïðåäåëèì δ > 0 òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ ‖x‖ < δ è t > 0 âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-
ñòâî ‖X(t, x)‖ < ε. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî δ > 0 îáåñïå÷èâàåòñÿ óñòîé÷è-
âîñòüþ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1). Òîãäà X(t, x) ∈ D è, ñëåäîâàòåëüíî,
µD(X(t, x)) 6 1 äëÿ âñåõ ‖x‖ < δ è t > 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ M(x)

îïðåäåëåíà âíóòðè øàðà ‖x‖ < δ, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíî çíà÷åíèåM(0).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî M(x) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ x ∈ Rn. Ðàññìîòðèì
x ∈ Rn \ {0}. Ïóñòü α =

δ

2‖x‖
> 0, òîãäà ‖αx‖ < δ. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà

îïåðàòîðàX è ôóíêöèè µD, èìååì

M(x) = sup
t>0

µD

(
X

(
t,

1

α
αx

))
= sup

t>0
µD

(
1

α
X (t, αx)

)
=

=
1

α
sup
t>0

µD (X (t, αx)) =
1

α
M(αx),
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ò.å. M(x) îïðåäåëåíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ Rn \ {0}. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî çíà÷å-
íèåM(0) òîæå îïðåäåëåíî, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ òåîðåìû. I

Òåîðåìà 3. ÔóíêöèÿM ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìèíêîâñêîãî äëÿ îáëàñòè ïðè-
òÿæåíèÿ ΩD äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (2).

JÏóñòü x

α
∈ ΩD, ãäå x ∈ Rn è α > 0. Òîãäà ïî ñâîéñòâó ôóíêöèèÌèíêîâñêîãî

µD

(
X
(
t,

x

α

))
6 1 äëÿ âñåõ t > 0. Ïîñêîëüêó â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðà X è

ôóíêöèè µD

µD

(
X
(
t,

x

α

))
= µD

(
1

α
X(t, x)

)
=

1

α
µD(X(t, x)),

òî ïðè x

α
∈ ΩD íåðàâåíñòâî µD(X(t, x)) 6 α âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ t > 0.

Ïîýòîìó sup
t>0

µD(X(t, x)) 6 α êàê òîëüêî x

α
∈ ΩD.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå, çàïèøåì ôóíêöèþ Ìèíêîâñêîãî äëÿ âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà ΩD

µΩD
(x) = inf

{
α > 0 :

x

α
∈ ΩD

}
=

= inf

{
α > 0 : sup

t>0
µD(X(t, x)) 6 α

}
= sup

t>0
µD(X(t, x)) = M(x).

×òî è òðåáîâàëîñü. I

4. Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè M

Â ñëó÷àå ñèñòåì âûñîêèõ ïîðÿäêîâ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè M íå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì áåç ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Îäíàêî ïðè-
ñóòñòâèå â îïðåäåëåíèè ýòîé ôóíêöèè îïåðàöèè íàõîæäåíèÿ òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíè çàòðóäíÿåò ñîçäàíèå êîððåêòíûõ (â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å | çàâåðøà-
þùèõñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ) àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿM(x) íåïîñðåäñòâåííî ïî
ôîðìóëå (4). Ïîýòîìó â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèéM , ñâîäÿùèéñÿ ê ðåøåíèþ òàêèõ êîððåêòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷
êàê çàäà÷è Êîøè è çàäà÷è ïîèñêà íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå.

10.7463/1212.0506130 420

http://dx.doi.org/10.7463/1212.0506130


Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

M(x) = µΩD
(x) >

‖x‖
η

, (5)

ãäå η > 0| íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íåðàâåíñòâî (5) áóäåò âûïîëíåíî ïðè âñåõ
x0 ∈ Rn, åñëè ìíîæåñòâî ΩD îãðàíè÷åíî, ò.å. ñóùåñòâóåò η > 0, òàêîå, ÷òî

ΩD ⊆ Bη(0), (6)

ãäå Bη(0) = {x ∈ Rn | ‖x‖ < η}|øàð ðàäèóñà η > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå 0.
Ïðè âû÷èñëåíèè M(x) áóäåì ó÷èòûâàòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü

íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), ò.å.

‖X(t, x)‖ 6 C‖x‖e−λt äëÿ âñåõ t > 0, (7)

ãäå λ | ñòåïåíü çàòóõàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå (1); C | êî-
ýôôèöèåíò ïåðåðåãóëèðîâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå λ è C â (7) ìîãóò
èñïîëüçîâàòüñÿ ëþáûå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà [4]

λ < − max
k=1,...,n

Re λk(A), (8)

C >

√
λmax(L)

λmin(L)
, (9)

ãäå λk(A) | k-å õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî ìàòðèöû A; L | ñèììåòðè÷åñêàÿ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ìàòðè÷íîìó íåðàâåí-
ñòâó Ëÿïóíîâà

ATL + LA < 0; (10)

λmax(L) è λmin(L) | íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìà-
òðèöû L ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
÷èñëà ìàòðèöû A ñ íàèáîëüøåé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ ïðîñòûå, â êà÷åñòâå
ñòåïåíè çàòóõàíèÿ ìîæíî ïðèíÿòü λ = − max

k=1,...,n
Re λk(A).

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çíà÷åíèå M(x) ìîæåò áûòü íàéäåíî êàê
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå, òî÷íåå
ãîâîðÿ, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà 1. Ïóñòü ∆ > 0 òàêîâî, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Rn âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî (3). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x, óäîâëåâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (5) è (7), âåðíî
ðàâåíñòâî

M(x) = max
06t6T

µD(X(t, x)), (11)

ãäå

T >
1

λ
ln

(
Cη

∆

)
. (12)

J Ïî (4) äëÿ ëþáîãî T > 0 èìååì

M(x) = max

{
max
06t6T

µD(X(t, x)), sup
t>T

µD(X(t, x))

}
. (13)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (3), (7) è t > T , ïîëó÷èì

µD(X(t, x)) 6
‖X(t, x)‖

∆
6
s‖x‖

∆
exp(−λt) 6

6
s‖x‖

∆
exp

(
−λ

1

λ
ln

Cη

∆

)
=
‖x‖
η

, (14)

ïîýòîìó

sup
t>T

µD(X(t, x)) 6
‖x‖
η

. (15)

Ñîïîñòàâëÿÿ (5), (13) è (15), óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (11). I

5. Ìåòîä îöåíèâàíèÿ îáëàñòè ΩD âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì

Äëÿ îöåíêè îáëàñòè ΩD áóäåì èñïîëüçîâàòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê âèäà

SD =

{
m∑

k=1

ϑksk | ϑk > 0,
m∑

k=1

ϑk < 1

}
,

ãäå ϑk ∈ R, à òî÷êè sk ∈ Rn ðàñïîëîæåíû âíóòðè èëè íà ãðàíèöå ∂ΩD ìíîæå-
ñòâà ΩD. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ΩD | âûïóêëîå, òî SD ⊆ ΩD.
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Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî ΩD îãðàíè÷åííîå, íàáîð òî÷åê sk ∈ ∂ΩD ìî-
æåò áûòü ïîñòðîåí ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè
ek ∈ Rn \ {0} è ïîëîæèì sk = (M(ek))

−1ek. Òîãäà

µΩD
(sk) = M(sk) = M

(
ek

M(ek)

)
= 1,

ñëåäîâàòåëüíî, sk ∈ ∂ΩD.
Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷åê sk çàôèêñèðóåì η > 0 è ïîëîæèì

sk =
ek

max{M(ek), ‖ek‖η−1}
,

ãäå ek ∈ Rn \ {0}.
Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî µA∩B(x) = max{µA(x), µB(x)}, èìååì

µΩD∩Bη(0)(x) = max{M(x), ‖x‖η−1}. (16)

Ñëåäîâàòåëüíî, µΩD∩Bη(0)(sk) = 1 è sk ∈ ∂(ΩD ∩Bη(0)).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ µΩD∩Bη(0)(x) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 2. Ïóñòü C > 1, λ > 0, ∆ > 0, η > 0 è T > 0 òàêîâû, ÷òî äëÿ âñåõ

x ∈ Rn âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (3), (5) è (12). Òîãäà

µΩD∩Bη(0)(x) = max

{
max
06t6T

µD(X(t, x)), ‖x‖η−1
}

. (17)

J Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.
ÏóñòüM(x) < ‖x‖η−1. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

µΩD∩Bη(0)(x) = max{M(x), ‖x‖η−1} = ‖x‖η−1, (18)

ñ äðóãîé ñòîðîíû,

max
06t6T

µD(X(t, x)) 6 M(x) < ‖x‖η−1,

è ïîýòîìó

max

{
max
06t6T

µD(X(t, x)), ‖x‖η−1
}

= ‖x‖η−1. (19)
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Ñîïîñòàâëÿÿ (18) è (19), çàêëþ÷àåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðàâåí-
ñòâî (17) âåðíî.
ÏóñòüM(x) > ‖x‖η−1. Òîãäà ïî (16) è ëåììå 1 èìååì

µΩD∩Bη(0)(x) = max{M(x), ‖x‖η−1} = M(x) =

= max
06t6T

µD(X(t, x)) = max

{
max
06t6T

µD(X(t, x)), ‖x‖η−1
}

.

Òîæäåñòâî (17) äîêàçàíî. I

6. Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó [1, 11]{
ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 +
√

2x2 + u,
(20)

çàìêíóòóþ óïðàâëåíèåì

u = −2
√

2x2, (21)

íà âåëè÷èíó êîòîðîãî íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ

|u| 6 1. (22)

Íåðàâåíñòâî (22) äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (20),(21) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ âèäà

|2
√

2x2| 6 1. (23)

Âûïîëíèì îöåíêó îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (20),(21) ñ ôà-
çîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (23). Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà îïðåäåëèì âåëè÷èíû ∆,
λ, C è η â óñëîâèÿõ ëåììû 1.
Ôóíêöèåé Ìèíêîâñêîãî äëÿ äîïóñòèìîé îáëàñòè D, çàäàííîé íåðàâåí-

ñòâîì (23), ÿâëÿåòñÿ µD(x) = |2
√

2x2|. Ïîñêîëüêó µD(x) 6 2
√

2 · ‖x‖, òî
∆ =

1

2
√

2
≈ 0,354 â (3).
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Ìàòðèöà

L =

(
2
√

2 1

1
√

2

)
.

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà ATL + LA = −2E äëÿ
ìàòðèöû

A =

(
0 1

−1 −
√

2

)
çàìêíóòîé ñèñòåìû (20), (21) è óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó (10).
Ïî (9) êîýôôèöèåíò ïåðåðåãóëèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåí êàê

C =

√
λmax(L)

λmin(L)
=

√√
3 + 2,

ãäå λmax(L) = 3
√

2+
√

6
2 , λmin(L) = 3

√
2−
√

6
2 .

Ñòåïåíü çàòóõàíèÿ îïðåäåëèì êàê

λ = − max
i=1,...,n

Re λi(A) =

√
2

2
,

ãäå λ1,2(A) = −
√

2±
√

2i
2 .

Ïîëîæèì η = 1 è ïî (12) âûáåðåì T = 2,5.
Â êà÷åñòâå ek ðàññìîòðèì òî÷êè, ðàâíîìåðíî ðàñïîëîæåííûå íà ýëëèïñå

ek =

(
2 sin

(
2πk

m

)
, cos

(
2πk

m

))
, k = 1, . . . ,m.

Îöåíêà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (20), (21) ñ ôàçîâûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè (23), âûïîëíåííàÿ ïî m = 512 òî÷êàì, ïîêàçàíà íà ðèñ. 1 æèð-
íîé ëèíèåé. Íà ýòîì ðèñóíêå äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ òîíêèìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû
îöåíêè èñêîìîé îáëàñòè, ïîëó÷åííûå â [11] ìåòîäîì ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Íà
ðèñ. 2 ïîêàçàíû îöåíêè èñêîìîé îáëàñòè äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà òî÷åê m = 2p,
p = 2, . . . , 7.

7. Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îöåíèâàíèÿ îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Äîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ëèíåé-
íîé ñèñòåìû ñ âûïóêëîé äîïóñòèìîé îáëàñòüþ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæå-
ñòâîì, ïðåäúÿâëåíà ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî èñêîìîãî ìíîæåñòâà è ïðåäëîæåí
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Ðèñ. 1. Ñðàâíåíèå îöåíîê îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìèìåòîäàìè
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Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå îöåíîê îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõm
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ìåòîä åå âû÷èñëåíèÿ. Ïðåäëîæåí ìåòîä ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ èñêî-
ìîé îáëàñòè âûïóêëûììíîãîãðàííèêîì. Ðàññìîòðåí èëëþñòðàòèâíûéïðèìåð.
Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè îöåíêå îáëàñòåé
ïðèòÿæåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè óïðàâëåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû ¹ 12-01-31303 è ¹ 10-07-00617), Ïðî-
ãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïî ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë
(ãðàíò ¹ ÍØ-3659.2012.1) è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè (ñîãëàøåíèå ¹ 14.B37.21.0370).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ôîðìàëüñêèé À.Ì. Óïðàâëÿåìîñòü è óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì ñ îãðàíè÷åí-
íûìè ðåñóðñàìè. Ì.: Íàóêà, 1974. 368 ñ.

2. ÊàìåíåöêèéÂ.À.Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñòàáèëèçàöèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðà-
âëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 1996.
¹ 10. Ñ. 65{71.

3. Êàìåíåöêèé Â.À. Àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà ëèíåéíîé ñòàáèëèçàöèè //
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 1997. ¹ 3. Ñ. 113{121.

4. Áàëàíäèí Ä.Â., Êîãàí Ì.Ì. Ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà â ñèíòåçå
ðåãóëÿòîðîâ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà óïðàâëåíèå è ôàçîâûå ïåðåìåííûå //
ÒðóäûVIII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè <Èäåíòèôèêàöèÿ ñèñòåìè çàäà÷è
óïðàâëåíèÿ> SICPRO'09 (Ìîñêâà, 26-30 ÿíâàðÿ 2009 ã.). 2009. Ñ. 31{44.

5. Gutman P.-O., Hagander P. A new design of constrained controllers for linear
systems // IEEE Trans. Automat. Control. 1985. Vol. AC-30, no. 1. P. 22{33.

6. Julich P.M. Region of acceptablemotions // IEEETrans. Automat. Control. 1968.
Vol. 13, no. 6. P. 725{726.

7. Stability regions for constrained nonlinear systems and their functional
characterization via support-vector-machine learning / C.J. Ong, S.S. Keerthi,
E.G. Gilbert, Z.H. Zhang // Automatica. 2004. Vol. 40, no. 11. P. 1955{1964.
DOI: 10.1016/j.automatica.2004.06.005.

http://technomag.edu.ru/doc/506130.html 427

http://technomag.edu.ru/doc/506130.html


8. Praprost K.L., Loparo K.A. A stability theory for constrained dynamic systems
with applications to electric power systems // IEEE Trans. Automat. Control.
1996. Vol. 41, no. 11. P. 1605{1617.

9. Ãîðáóíîâ À.Â. Î ìåòîäàõ ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ñîñòîÿíèå // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
2009. Ò. 45, ¹2. Ñ. 283{284.

10. Ïøåíè÷íûé Á.Í. Âûïóêëûé àíàëèç è ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è. Ì.: Íàóêà,
1980. 320 ñ.

11. Kamenetskiy V.A. The choice of a Lyapunov function class for close
approximation of the set of linear stabilization // Proc. of the 35th IEEE Conf.
on Decision and Control. Kobe (Japan), 1996. P. 1059{1060.

10.7463/1212.0506130 428

http://dx.doi.org/10.7463/1212.0506130


Method guaranteed estimation of domain of attraction for the linear
system with a convex admissible set
# 12, December 2012
DOI: 10.7463/1212.0506130
Gorbunov A.V.

Russia, Bauman Moscow State Technical University
mathmod@bmstu.ru

The problem of estimating the domain of attraction for linear systems with phase
constraints was examined. It is proved that the domain of attraction of the linear
system with a convex admissible region is a convex set, function Minkovsky for the
domain of attraction and the method for its calculation was presented. A method
of guaranteed estimation of the required set by convex polyhedron. Example was
considered. The obtained results can be used to estimate the domain of attraction for
linear systems with bounded control.
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