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1. Ââåäåíèå

Â ýòîé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ ìíîãîãðàííûå ìíîæåñòâà è äåéñòâóþùèå íà íèõ êóñî÷íî àô-
ôèííûå (êóñî÷íî ëèíåéíûå) îòîáðàæåíèÿ; ýòè îòîáðàæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðèâåäåííûì â
ñòàòüå [1] ïîäõîäîì ìîäåëèðîâàíèÿ îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòåé (ïîâåðõíîñòåé ñî ñëîæíûì
ëîêàëüíûì ñòðîåíèåì è ñàìîíàëîæåíèÿìè) è èõ äåôîðìàöèé. Ïðè ïîñòðîåíèÿõ ìíîãîãðàí-
íûå ìíîæåñòâà ñòðóêòóðèðîâàíû ïîëíûìè ñèìïëèöèàëüíûìè êîìïëåêñàìè, à îòîáðàæåíèÿ
ïðåäïîëàãàþòñÿ ñèìïëèöèàëüíûìè îòíîñèòåëüíî ýòèõ êîìïëåêñîâ. Â ïðîäîëæåíèå òîé ñòà-
òüè èçó÷àþòñÿ êîíòðàêöèè, ïðè äåéñòâèè êîòîðûõ ïîëíûé ïðîîáðàç âñÿêîé òî÷êè èõ îáðàçà
ñâÿçåí; äëÿ íèõ ïîëó÷åíû äâà êðèòåðèÿ: äèñêðåòíûé îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñà è âûáîðî÷íûé
òàêæå îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñà. Ýòè êðèòåðèè äàþò âîçìîæíîñòü ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé
ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ñèìïëèöèàëüíîå îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñà îòîáðàæåíèå êîí-
òðàêöèåé. Äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèåâ ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ÿâíûõ ïîñòðîåíèé.
Èñïîëüçóåìûé çäåñü ïîäõîä ê ïîíÿòèþ êóñî÷íîé àôôèííîñòè îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ,

èçëîæåííûõ â [3, 2] (ñì. òàêæå [1]). Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíû è äðóãèå ïîäõîäû ê ýòîìó
ïîíÿòèþ (ñì. [2]).

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

2.1. Îáîçíà÷åíèÿ è ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìíîæåñòâ

Ïóñòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå A çàäàíî ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå áèíàðíîå îòíî-
øåíèåR. Ýòî îòíîøåíèå íàçîâåì ýêâèâàëåíöèåé, åñëè îíî ñèììåòðè÷íî, è óïîðÿäî÷åíèåì,
åñëè îíî àíòèñèììåòðè÷íî. Êàæäîìó áèíàðíîìó îòíîøåíèþ R ñîîîòâåòñòâóåò îáðàòíîå
îòíîøåíèå R> := {(x, y) ∈ A: (y, x) ∈ R}. Îãðàíè÷åíèåì îòíîøåíèÿ R íà ìíîæåñòâî
B ⊂ A íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå RB = R ∩B2 = {(x, y) ∈ R: (x, y) ∈ B}.
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Ëþáîå áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A èìååò ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå çàìû-
êàíèå Rrt, ò.å. íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ ðåôëåêñèâíîå òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå íà A,
âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ R. Îòíîøåíèå Rrt ñîñòîèò èç âñåõ ïàð (x, y) ∈ A2, äëÿ êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z0, z1, . . . , zn ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâàA, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì z0 = x, zn = y, (zi−1, zi) ∈ R, i = 1, n.
Ëþáîé ýêâèâàëåíöèè S è óïîðÿäî÷åíèþ R, çàäàííûì íà ìíîæåñòâå A, ïîñòàâèì â ñî-

îòâåòñòâèå ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ S ∩ (R ∪ R>), êîòîðîå íàçî-
âåì ðåäóêòîì ýêâèâàëåíöèè S îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî÷åíèÿ R è îáîçíà÷èì red[S, R]. Îò-
ìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå red[S, R] ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíöèåé. Êðîìå òîãî, red[red[S, R], R] =

= red[S, R] ⊂ A. Ýêâèâàëåíöèþ S íàçîâåì öåïî÷íî óñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî÷åíèÿ
R, åñëè red[S, R] = S.
Êàæäîå îòîáðàæåíèå f : A1 → A2 èìååò ñâîå ìåñòî äåéñòâèÿ (îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ)

dom f = {x ∈ A1: ∃y((x, y) ∈ f)} è îáðàç img f = {y ∈ A2: ∃x((x, y) ∈ f)}. Ïîä îãðàíè÷å-
íèåì îòîáðàæåíèÿ f íà ìíîæåñòâî B ⊂ A1 ïîíèìàþò îòîáðàæåíèå f |B = f ∩ (B × A2).
Êàæäîå îòîáðàæåíèå f â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîðîæäàåò ýêâèâàëåíöèþ aeq f =

= {(x, y) ∈ (dom f)2: f(x) = f(y)}.

2.2. Îñíîâíîå ïðîñòðàíñòâî

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèÿ èç ñòàòüè [1] (áîëüøåé ÷àñòüþ èç ââåäåíèÿ)
ñ íåêîòîðûìè èçìåíåíèÿìè. Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ëèøü îòëè÷àþùèìèñÿ îïðåäåëåíèÿìè è
íåñêîëüêèìè çàìå÷àíèÿìè. Âñå ïîñòðîåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â íåêîòîðîì áåñêîíå÷íîìåðíîì
âåùåñòâåííîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå U . Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ââåäåì òîïîëîãèþ, ïîëàãàÿ,
÷òî ìíîæåñòâîA ⊂ U îòêðûòî, åñëè â ëþáîì êîíå÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâåX ìíîæåñòâîX∩A

îòêðûòî â îáû÷íîé òîïîëîãèè êîíå÷íîìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê x, y ∈ U íàçîâåì îòðåçêîì [x, y] âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà

{x, y}, à èíòåðâàëîì (x, y) | îòðåçîê áåç åãî êîíöåâûõ òî÷åê x è y. Íåïóñòîé èíòåðâàë
íàçîâåì ðåáðîì. Âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî A ïðîñòðàíñòâà U , ñîâïàäàþùåå ñ ìíîæåñòâîì
âñåõ ñâîèõ âíóòðåííèõ òî÷åê â òîïîëîãèè àôôèííîé îáîëî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà, íàçîâåì
òåëåñíûì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî íåïóñòîãî àôôèííî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â
ïðîñòðàíñòâå U íàçîâåì ñèìïëåêñîì âíóòðåííîñòü åãî âûïóêëîé îáîëî÷êè â òîïîëîãèè
åãî àôôèííîé îáîëî÷êè. ßñíî, ÷òî ñèìïëåêñ òåëåñåí. Âûðàæåíèå A / B èëè B . A

îáîçíà÷àåò, ÷òî ñèìïëåêñA ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ ñèìïëåêñàB (èëè ïîä÷èíåí åìó); â ýòîì ñëó÷àå,
íå ðàçëè÷àÿ ïîðÿäîê ïîä÷èíåíèÿ, áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî îäèí ñèìïëåêñ èíöèäåíòåí
äðóãîìó. Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ïîä÷èíåíèÿ åñòü óïîðÿäî÷åíèå íà ñîâîêóïíîñòè âñåõ
ñèìïëåêñîâ.
ÑèìïëåêñûA èB íàçîâåì ãðàíåñîïðÿæåííûìè, åñëè ïåðåñå÷åíèå èõ çàìûêàíèé èëè ïó-

ñòî èëè åñòü çàìûêàíèå èõ îáùåé ãðàíè. Êîíå÷íóþ ñîâîêóïíîñòü ïîïàðíî ãðàíåñîïðÿæåí-
íûõ ñèìïëåêñîâ íàçîâåì ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì. Îáúåäèíåíèå ∪A âñåõ ýëåìåíòîâ
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ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè A ñèìïëåêñîâ íàçîâåì åå òåëîì: ∪A =
⋃

A∈A

A. Ñèìïëèöè-

àëüíûé êîìïëåêñ íàçîâåì ïîëíûì, åñëè êàæäàÿ ãðàíü ëþáîãî åãî ýëåìåíòà åñòü ýëåìåíò
êîìïëåêñà (ýòî ýêâèâàëåíòíî êîìïàêòíîñòè åãî òåëà). Ìíîãîãðàííèê, èëè ïîëèýäð, ïî
îïðåäåëåíèþ åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ñèìïëåêñîâ. Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêèé
ìíîãîãðàííèê åñòü òåëî íåêîåãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà. Ëîìàíîé íàçîâåì ìíîãîãðàí-
íèê, ãîìåîìîðôíûé îòðåçêó [0, 1]. Ñêàæåì, ÷òî òî÷êà a åñòü âåðøèíà ñèìïëåêñà A, åñëè
{a} / A. Ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ñèìïëåêñà A îáîçíà÷èì vertA, à ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí
ñîâîêóïíîñòèA ñèìïëåêñîâ îáîçíà÷èì vertmA.

2.3. Êóñî÷íî àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü A | íåêîòîðàÿ ïëîñêîñòü â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå U . Îòîáðàæåíèå f : A → U
íàçîâåì ïîëíîàôôèííûì, åñëè çíà÷åíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íà àôôèííîé ñóììå òî÷åê ïëîñ-
êîñòèA åñòü àôôèííàÿ ñóììà çíà÷åíèé ýòèõ òî÷åê ñ òåìèæå êîýôôèöèåíòàìè. Îòîáðàæåíèå
f : A → U ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ U íàçîâåì àôôèííûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åíèåì íà A êàêîãî-ëèáî ïîëíîàôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ. Íàçîâåì îòîáðàæåíèå êóñî÷íî
àôôèííûì îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè ñèìïëåêñîâ, åñëè îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåëî óêàçàííîé ñîâîêóïíîñòè ñèìïëåêñîâ, îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ
íà êàæäûé ýëåìåíò ñîâîêóïíîñòè ñèìïëåêñîâ ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì è, êðîìå òîãî, îòîáðàæå-
íèå íåïðåðûâíî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå êóñî÷íî àôôèííîå, åñëè îíî êóñî÷íî àô-
ôèííî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè ñèìïëåêñîâ ñ êîìïàêòíûì ñâÿçíûì
òåëîì. Èçâåñòíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ êóñî÷íî àôôèííûõ îòîáðàæåíèé êóñî÷íî àôôèííà.
Ñêàæåì, ÷òî òðîéêà (A, f, B) ñèìïëèöèàëüíà, åñëè A è B| ïîëíûå ñèìïëèöèàëüíûå

êîìïëåêñû, îòîáðàæåíèå f êóñî÷íî àôôèííî îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñà A è f(A) ⊂ B. Îòî-
áðàæåíèå f íàçîâåì ñèìïëèöèàëüíûì îòíîñèòåëüíî ïîëíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà
A, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ B, ÷òî òðîéêà (A, f, B)

ñèìïëèöèàëüíà. Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêîå êóñî÷íî àôôèííîå îòîáðàæåíèå ñèìïëèöèàëüíî îò-
íîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïîëíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà.

3. Ñìÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ñìÿòèåì íàçûâàåòñÿ ëþáîå êóñî÷íî àôôèííîå îòîáðàæåíèå, ïðè êî-
òîðîì îáðàç ëþáîãî êîìïàêòíîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ñîäåðæàùåãî
áîëåå îäíîé òî÷êè, òàêæå ñîäåðæèò áîëåå îäíîé òî÷êè.
Òåîðåìà 1. Êóñî÷íî àôôèííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñìÿòèåì, åñëè è òîëüêî åñëè âñÿ-

êîå ðåáðî, âêëþ÷åííîå â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ, îòîáðàæàåòñÿ â ìíîæåñòâî,
ñîäåðæàùåå áîëåå îäíîé òî÷êè.

J Ïóñòü f | ñìÿòèå è A| ïðîèçâîëüíîå ðåáðî A, âêëþ÷åííîå â dom f .
Åñëè a è b|äâå ðàçíûå òî÷êè â ðåáðåA, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, ìíîæåñòâî f([a, b])

ñîäåðæèò áîëåå îäíîé òî÷êè. Ïîýòîìó è ìíîæåñòâî f(A) ñîäåðæèò áîëåå îäíîé òî÷êè.

http://technomag.edu.ru/doc/493524.html 149

http://technomag.edu.ru/doc/493524.html


Ïóñòü f| êóñî÷íî àôôèííîå îòîáðàæåíèå, îòîáðàæàþùèì âñÿêîå ðåáðî, âêëþ÷åííîå
â dom f , â ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå áîëåå îäíîé òî÷êè. Âûáåðåì ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé
êîìïëåêñA, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îòîáðàæåíèå f ñèìïëèöèàëüíî.
ÅñëèB|êàêî-ëèáî ñâÿçíîå êîìïàêòíîåìîùíîñòè áîëåå åäèíèöûïîäìíîæåñòâîìíîæå-

ñòâà dom f = ∪A, òî ñóùåñòâóåò ñèìïëåêñ C êîìïëåêñàA, ìîùíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðîãî
ñî ìíîæåñòâîì B ïðåâûøàåò åäèíèöó (ò.å. â B ∩ C íàéäóòñÿ äâå ðàçíûå òî÷êè a è b).
Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà f([a, b]) ïðåâûøàåò åäèíèöó; ÿñíî, ÷òî è

ìîùíîñòü ìíîæåñòâà f(B) ïðåâûøàåò åäèíèöó. Òàê êàê ìíîæåñòâîB âûáðàíî ïðîèçâîëüíî,
îòîáðàæåíèå f åñòü ñìÿòèå. I

Òåîðåìà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà A è ñèìïëèöèàëü-
íîãî îòíîñèòåëüíî åãî îòîáðàæåíèÿ f ñëåäóþùèå òðè âûñêàçûâàíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) îòîáðàæåíèå f | ñìÿòèå;
2) îãðàíè÷åíèå f |B èíúåêòèâíî ïðè ïðîèçâîëüíîì ñèìïëåêñå B êîìïëåêñàA;
3) îãðàíè÷åíèå f |B èíúåêòèâíî ïðè ïðîèçâîëüíîì ðåáðå B êîìïëåêñàA.

J Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, èç ïåðâîãî âûñêàçûâàíèÿ âûòåêàåò òðåòüå. Â ñèëó àôôèííîñòè
îòîáðàæåíèÿ íà ñèìïëåêñàõ êîìïëåêñà âòîðîå è òðåòüå ðàâíîñèëüíû.
Äîïóñòèì, ÷òî âåðíî âòîðîå âûñêàçûâàíèå. ÅñëèB|ïðîèçâîëüíîå ðåáðîì, âêëþ÷åííîå

â dom f = ∪A, òî íàéäåòñÿ ñèìïëåêñ C êîìïëåêñà A, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî B ∩ C åñòü
ðåáðî.
Â ñèëó èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f |C çàêëþ÷àåì, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà f(B) ⊃

⊃ f(B ∩ C) ïðåâûøàåò åäèíèöó. Îòñþäà ïî òåîðåìå 1 äåëàåì âûâîä, ÷òî îòîáðàæåíèå f

åñòü ñìÿòèå. I

4. Êîíòðàêöèè

Îïðåäåëåíèå 2. Êóñî÷íî àôôèííîå îòîáðàæåíèå íàçîâåì êîíòðàêöèåé, åñëè ïðè åãî
äåéñòâèè ïîëíûé ïðîîáðàç âñÿêîãî êîìïàêòíîãî ñâÿçíîãî ïîäìíîæåñòâà, âêëþ÷åííîãî â
îáðàç îòîáðàæåíèÿ, ñâÿçåí.
Òåîðåìà 3. Êóñî÷íî àôôèííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíòðàêöèåé, åñëè òîëüêî ïîëíûé

ïðîîáðàç ïðè åãî äåéñòâèè âñÿêîãî îäíîòî÷å÷íîãî ïîäìíîæåñòâà åãî îáðàçà ñâÿçåí.

J Èç êîìïàêòíîñòè è ñâÿçíîñòè îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè äåéñòâèè êîí-
òðàêöèè ïîëíûé ïðîîáðàç îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà ñâÿçåí.
Ïóñòü êóñî÷íî àôôèííîå îòîáðàæåíèå f òàêîâî, ÷òî ïðè åãî äåéñòâèè ïîëíûé ïðîîáðàç

âñÿêîãî îäíîòî÷å÷íîãî ïîäìíîæåñòâà èç îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ñâÿçåí. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå
ñâÿçíîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî A â img f . Îáîçíà÷èì

B = f−1(A) = {x ∈ dom f : f(x) ∈ A} .
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Èç çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà A ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà B, à â ñèëó êîìïàêòíîñòè
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f ìíîæåñòâî B êîìïàêòíî.

Çàäàâøèñü äàëåå çàìêíóòûìè íåïóñòûìè ìíîæåñòâàìè C è D, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ
åñòü B, çàìåòèì, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà êîìïàêòíû. Ïóñòü C ′ = f(C) è D′ = f(D). Òîãäà
ýòè ìíîæåñòâà çàìêíóòû, ïðè÷åì C ′ ∪ D′ = A. Ïîýòîìó, â ñèëó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà A,
C ′ ∩D′ 6= ∅.

Âûáðàâ òî÷êó a ∈ C ′∩D′ è îáîçíà÷èâE = f−1(a), çàìåòèì, ÷òî ïî ñâîéñòâó îòîáðàæåíèÿ
f ìíîæåñòâî E ñâÿçíî.

ßñíî, ÷òî (E∩C)∪(E∩D) = E èE∩C 6= ∅ èE∩D 6= ∅. Èç ýòîãî, ñîãëàñíî çàìêíóòîñòè
ìíîæåñòâ E ∩ C è E ∩D è ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà E, âûòåêàåò, ÷òî (E ∩ C) ∩ (E ∩D) 6= ∅.
Òåì ñàìûì C ∩D 6= ∅ è ìíîæåñòâî B ñâÿçíî. I

Òåîðåìà 4. Ïóñòü A | ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ è f | ñèì-
ïëèöèàëüíîå îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñàA îòîáðàæåíèå. Åñëè â êàæäîì ñèìïëåêñå êîìïëåêñà
f(A) íàéäåòñÿ òî÷êà a ñî ñâÿçíûì ïðîîáðàçîì, òî îòíîøåíèå aeq f |A öåïî÷íî óñòîé÷èâî
îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî÷åíèÿ /.

J Çàäàâøèñü ñèìïëåêñîì C èç êîìïëåêñà f(A), âûáåðåì äâà ñèìïëåêñà A è B èç êîìïëåêñà
A òàê, ÷òîáû f(A) = C = f(B). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè c â ñèìïëåêñå C âîçüìåì òî÷êó a

â ñèìïëåêñå A è òî÷êó b â ñèìïëåêñå B òàê, ÷òîáû f(a) = c = f(b).

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâîD = f−1(c) ñâÿçíî (îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ êîíòðàêöèåé), ìîæíî
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âûáðàòü òàêèå òî÷êè a = d0, d1, . . . , dn = b, ÷òî
ñîåäèíÿþùàÿ ýòè òî÷êè ëîìàíàÿ âêëþ÷åíà â D è ïðè êàæäîì i = 1, 2, . . . , n ñóùåñòâóåò
ñèìïëåêñ Ei êîìïëåêñà A, äëÿ êîòîðîãî (di−1, di) ⊂ Ei (î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ñèìïëåêñ
åäèíñòâåííûé).

Îáîçíà÷èâFi åäèíñòâåííûé ñîäåðæàùèé òî÷êó di ñèìïëåêñ êîìïëåêñàA, i = 1, 2, . . . , n,
çàìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå ãðàíåñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòîâ êîìïëåêñà ñèìïëåêñû Fi−1 è Fi

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðàíè ñèìïëåêñà Ei.

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f àôôèííîå íà ñèìïëåêñàõ êîìïëåêñà A, ïðè i = 1, 2, . . . , n

âûïîëíåíî

f
(1

2
di−1 +

1

2
di

)
=

1

2
f(di−1) +

1

2
f(di) =

1

2
c +

1

2
c = c.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèìïëåêñû f(Ei) è C, îáà ñîäåðæàùèå òî÷êó f
(1

2
di−1 +

1
2
di

)
= c, ïåðåñå-

êàþòñÿ è â ñèëó ãðàíåñîïðÿæåííîñòè ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, c = f(di) ∈ f(Fi), òàê ÷òî â
ñèëó ãðàíåñîïðÿæåííîñòè f(Fi) = C.

Òàêèì îáðàçîì, ñèìïëåêñû A = F0 è Fn = B ñîåäèíåíû íàáîðîì F0, E1, F1, . . . , En, Fn

ïîïàðíî èíöèäåíòíûõ ñèìïëåêñîâ, ïðè÷åì âñå îíè ýêâèâàëåíòíû ïî îòíîøåíèþ aeq(f |A),
ò.å. ýòî îòíîøåíèå öåïî÷íî óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî /. I
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Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáûõ ïîëíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà A è ñèìïëèöèàëüíîé îò-
íîñèòåëüíî íåãî êîíòðàêöèè f îòíîøåíèå aeq(f |A) öåïî÷íî óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî óïî-
ðÿäî÷åíèÿ /.

J Ïî îïðåäåëåíèþ êîíòðàêöèè è â ñèëó òîãî, ÷òî ñèìïëåêñû íå ïóñòû, â êàæäîì ñèì-
ïëåêñå êîìïëåêñà f(A) íàéäåòñÿ òî÷êà ñî ñâÿçíûì ïîëíûì ïðîîáðàçîì. Ñîãëàñíî òåîðåìå
4, îòíîøåíèå aeq(f |A) öåïî÷íî óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî÷åíèÿ /. I

Òåîðåìà 6. Åñëè îòíîøåíèå aeq(f |A) äëÿ çàäàííûõïîëíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà
A è ñèìïëèöèàëüíîãî îòíîñèòåëüíî íåãî îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ öåïî÷íî óñòîé÷èâûì
îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî÷åíèÿ /, òî îòîáðàæåíèå f | êîíòðàêöèÿ.

J Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ img f îáîçíà÷èì A = f−1(a). Âûáåðåì òî÷êè b è c â A è äëÿ
íèõ âûáåðåì ñèìïëåêñû B è C èç êîìïëåêñàA, äëÿ êîòîðûõ b ∈ B è c ∈ C.
Òàê êàê a = f(b) ∈ f(B) è a = f(c) ∈ f(C), â ñèëó ãðàíåñîïðÿæåííîñòè ñèìïëåêñîâ

çàêëþ÷àåì, ÷òî f(B) = f(C). Ñëåäîâàòåëüíî, (B, C) ∈ aeq(f |A).
Èç öåïî÷íîé óñòîé÷èâîñòè îòíîøåíèÿ aeq(f |A) îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî÷åíèÿ / âûòåêàåò,

÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàéäåòñÿ íàáîð ñèìïëåêñîâ B = D0, . . . , Dn = C

èç êîìïëåêñàA, êîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíî ïîïàðíî èíöèäåíòíû è ýêâèâàëåíòíû ñèìïëåêñàì
B è C îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíöèè aeq(f |A).
Òàê êàê Di ∩ A 6= ∅, i = 1, . . . , n − 1, è îáðàçû ñèìïëåêñîâ Di ñîâïàäàþò, â êàæäîì èç

ñèìïëåêñîâ Di ìîæíî âûáðàòü ïî òî÷êå di ∈ A; äîïîëíèòåëüíî îáîçíà÷èì d0 = b è dn = c.
ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ðåáðî (di−1, di) âêëþ÷åíî â òîò èç ñèìïëåêñîâ Di−1

è Di, êîòîðûé áîëüøå ïî ïîä÷èíåíèþ. Äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, 1) âñëåäñòâèå àôôèííîñòè
îòîáðàæåíèÿ f íà ñèìïëåêñàõ êîìïëåêñàA èìååì:

f(tdi−1 + (1− t)di) = tf(di−1) + (1− t)f(di) = ta + (1− t)a = a.

Èòàê, (di−1, di) ⊂ A, i = 1, . . . , n, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî A ñâÿçíî. I

Òåîðåìà 7. Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíûå ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñA è ñèìïëè-
öèàëüíîå îòíîñèòåëüíî íåãî îòîáðàæåíèå f . Åñëè f | êîíòðàêöèÿ, òî îòíîøåíèå aeq(f |A)

öåïî÷íî óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî÷åíèÿ /.

J Ýòî âûòåêàåò èç òåîðåì 5 è 6. I

Òåîðåìà 8. Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ A. Ëþáîå
îòîáðàæåíèå f , ñèìïëèöèàëüíîå îòíîñèòåëüíîA, ÿâëÿåòñÿ êîíòðàêöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â êàæäîì ñèìïëåêñå êîìïëåêñà f(A) ñóùåñòâóåò òî÷êà ñî ñâÿçíûìïîëíûìïðîîáðàçîì.

J Åñëè îòîáðàæåíèå f |êîíòðàêöèÿ, òî â êàæäîì ñèìïëåêñå òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò âñëåä-
ñòâèå íåïóñòîòû ñèìïëåêñîâ.
Äîïóñòèì, ÷òî â êàæäîì ñèìïëåêñå èçA ñóùåñòâóåò òî÷êà ñî ñâÿçíûì ïîëíûì ïðîîáðà-

çîì. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4, îòíîøåíèå aeq(f |A) öåïî÷íî óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî óïîðÿäî÷å-
íèÿ /, à ïî òåîðåìå 6 äåëàåì âûâîä, ÷òî îòîáðàæåíèå f | êîíòðàêöèÿ. I
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5. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå óñòàíîâëåí äèñêðåòíûé êðèòåðèé òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå íà êîìïëåêñå ÿâëÿ-
åòñÿ êîíòðàêöèåé. Ýòîò êðèòåðèé ñâîäèòñÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ îïðåäåëåííîé öåïî÷êè ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïîïàðíî èíöèäåíòûõ ñèìïëåêñîâ, ñîåäèíÿþùèõ ëþáûå äâà íàïåðåä çàäàííûõ
ñèèìïëåêñà.
Òàêæå â ñòàòüå â ðàìêàõ ïðèíÿòîãî ïîäõîäà óñòàíîâëåí êðèòåðèé ñìÿòèÿ íà êîìïëåêñå,

ñîñòîÿùèé â óñëîâèè íåâûðîæäåííîñòè îòîáðàæåíèÿ íà êàæäîì ðåáðå êîìïëåêñà.
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There are considered piecewise affinemapswhich are simplicial relative to a complete simplicial
com-plex. Of such maps two kinds are studied: contractions (such that the complete preimage of a
point is connected) and crumples (such that the image of a nonsingle-point straight-line segment is
nonsingle-point broken line). Discrete criteria (with regard to properties of these maps at simplices
of corresponding complexes) for such maps are proved.
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