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1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ (èëè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ñ ìíîãîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ) ïðàêòè÷åñêè íåçàìåíèìû ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâà-
íèè ñèñòåì ñ íåïîëíûì îïèñàíèåì [1] è àíàëèçå ïîâåäåíèÿ ðàçðûâíûõ ñèñòåì [2]. Èçâåñòíû
ïðèìåíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé â çàäà÷àõ ïîñòðîåíèÿôóíêöèéËÿïóíîâà è îïòè-
ìèçàöèè [3, 4].
Äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíà çàäà÷à ïîèñêà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ. Êàê

ïðàâèëî, ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ óäàåòñÿ ëèøü â
ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ýòîé öåëè ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ÷è-
ñëåííûå ìåòîäû, íàèáîëåå ïðîñòûì èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìåòîä Ýéëåðà. Íàïîìíèì,
÷òî ìåòîä Ýéëåðà çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå äèôôåðåíöèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ðàçíîñòíûì è
ïîñëåäóþùåì ðåøåíèè ïîëó÷åííîãî ðàçíîñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî
ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì Ýéëåðà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäóò òî÷íûìè. Îäíàêî, êàê ïîêà-
çàíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñóùåñòâóåò âåñüìà øèðîêèé êëàññ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé,
äëÿ êîòîðûõ ìåòîä Ýéëåðà äàåò òî÷íîå ðåøåíèå, èìåþùåå âèä êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè.
Ïðåäëàãàåìîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íàëè÷èÿ ó äèôôåðåðåíöèàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ðåøåíèé ñîäåðæèò òðåáîâàíèÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó,
òåëåñíîñòè è âûïóêëîñòè çíà÷åíèé ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ïðàâóþ
÷àñòü äèôôåðåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî èçâåñòíûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèÿ [1], êàê ïðàâèëî, ñîäåðæàò ëèáî òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè, ëèáî îäíîâðåìåííî
äâà òðåáîâàíèÿ: îäíîé èç ïîëóíåïðåðûâíîñòåé è âûïóêëîñòè çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî
ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íàëè÷èÿ
ðåøåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà îòëè÷àåòñÿ îò óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ëèøü äîïîëíè-
òåëüíûì òðåáîâàíèåì òåëåñíîñòè çíà÷åíèé ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ.

http://technomag.edu.ru/doc/489571.html 117

http://technomag.edu.ru/doc/489571.html
http://technomag.edu.ru/doc/489571.html
http://dx.doi.org/10.7463/1112.0489571
mailto:mathmod@bmstu.ru
http://technomag.edu.ru/doc/489571.html


2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ [1, 5] è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì.
Îïðåäåëåíèå 1. Äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå âèäà

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)) (1)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè x: I → Rn, ãäå I ⊂ R | íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê,
F : R× Rn → 2Rn ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, èìåþùèì â êà÷åñòâå ñâîèõ çíà÷åíèé ïîäìíîæå-
ñòâà Rn (ñèìâîë 2M çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâM ).
Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ x: I → Rn íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåðåíöèàëüíîãî âêëþ-

÷åíèÿ (1) íà ïðîìåæóòêå I (I ⊂ R), åñëè îíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà I , ïî÷òè âñþäó
íà I óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (1). Åñëè ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ x èìååò ðàçðûâû òîëüêî
ïåðâîãî ðîäà, òî òàêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì.
Îïðåäåëåíèå 3. ÌíîæåñòâîM íàçûâàåòñÿ òåëåñíûì, åñëè åãî âíóòðåííîñòü íåïóñòà.
Äëÿ êðàòêîñòè äàëåå âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâàM áóäåì îáîçíà÷àòü intM .
Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : X → 2Y íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì

ñíèçó â x0, åñëè äëÿ ëþáîãî y0 ∈ F (x0) è ëþáîé îêðåñòíîñòè U(y0) òî÷êè y0 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0) òî÷êè x0, ÷òî F (x) ∩ U(y0) 6= ∅ äëÿ ëþáîãî x ∈ U(x0).

3. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî ðåøåíèÿ

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (1) îáëàäàåò ëèíåéíûì
â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ðåøåíèåì, óñòàíîâëåíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü t∗ ∈ R, x∗ ∈ Rn, à Ut = U(t∗) è Ux = U(x∗) | îêðåñòíîñòè òî÷åê

t∗ è x∗; ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F (t, x): Ut × Ux → 2Rn ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó â òî÷êå
(t∗, x∗); äëÿ ëþáûõ t ∈ Ut è x ∈ Ux ìíîæåñòâî intF (t, x) âûïóêëî è íå ïóñòî. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî x̂∗ ∈ intF (t∗, x∗) ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå, ÷òî ïðè t ∈ [t∗, t∗ + δ) ôóíêöèÿ
x(t) = x∗ + (t− t∗)x̂∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1).

J Âûïîëíèâ â äèôôåðåíöèàëüíîì âêëþ÷åíèè (1) çàìåíó ïåðåìåííîé

y(t) = x(t)− x∗ − (t− t∗)x̂∗,

ïîëó÷èì
ẏ(t) ∈ G(t, y(t)), (2)

ãäå G(t, y) = F (y + x∗ + (t − t∗)x̂∗) − x̂∗ | ïîëóíåïðåðûâíîå ñíèçó ïî ñîâîêóïíîñòè
àðãóìåíòîâ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå δ > 0,
òàêîãî, ÷òî y(t) ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (2) ïðè t ∈ [t∗, t∗ + δ), ò.å. ÷òî 0 ∈ G(t, 0) äëÿ
âñåõ t ∈ [t∗, t∗ + δ).
Âûáåðåì δ0 > 0 òàê, ÷òîáû x∗ + (t − t∗)x̂∗ ∈ Ux è t ∈ Ut ïðè t ∈ [t∗, t∗ + δ0). Òîãäà äëÿ

ëþáîãî t ∈ [t∗, t∗ + δ0) ìíîæåñòâî G(t, 0) âûïóêëî è intG(t, 0) 6= ∅.
Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òîáû äëÿ êóáà U∞

ε (0) = {y ∈ Rn | ‖y‖∞ < ε} áûëî âûïîëíåíî
âëîæåíèå U∞

ε (0) ⊆ G(t∗, 0). Çäåñü ñèìâîëîì ‖ · ‖∞ îáîçíà÷åíà êóáè÷åñêàÿ íîðìà (‖y‖∞ =
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= max
16i6n

|yi|, y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn). Òàêîå ε ñóùåñòâóåò âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî 0 ∈ intG(t∗, 0).
Ðàññìîòðèì 2n îòêðûòûõ êóáîâ

K(j) = U∞
η (ξ(j)) =

{
y ∈ Rn |

∥∥y − ξ(j)
∥∥
∞ < η

}
, η =

ε

2
, j = 1, . . . , 2n,

ñîäåðæàùèõñÿ â U∞
ε (0) è îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü öåíòðàìè ξ(j) = (ξ

(j)
1 , . . . , ξ

(j)
n ),

ãäå ξ
(j)
i ∈ {−η, η}, i = 1, . . . , n (òî÷êè ξ(j), â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè êóáà ñî

ñòîðîíîé ε è öåíòðîì â òî÷êå 0).
Èñïîëüçóÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó ïî t ïðè t = t∗ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿG(t, 0),

äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , 2n âûáåðåì δj > 0 òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ t ∈ [t∗, t∗ + δj) âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî G(t, 0) ∩ K(j) 6= ∅, ò.å. ÷òîáû äëÿ ëþáûõ j = 1, . . . , 2n è t ∈ [t∗, t∗ + δj)

ñóùåñòâîâàëà òî÷êà y(j)(t) ∈ G(t, 0) ∩K(j).
Ïîëîæèì δ = min

j=0, ..., 2n
δj è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [t∗, t∗+ δ) áóäåò âûïîëíåíî âêëþ÷å-

íèå 0 ∈ G(t, 0). Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê, ò.å. 0 /∈ G(t̃, 0) äëÿ íåêîòîðîãî t̃ ∈ [t∗, t∗ + δ).
Òîãäà ïî òåîðåìå îá îòäåëèìîñòè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ [6] ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
L(y) = a1y1 + · · · + anyn (a2

1 + · · · + a2
n 6= 0), òàêîé, ÷òî íåðàâåíñòâî L(y) 6 L(0) = 0

âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî y ∈ G(t̃, 0). Ñðåäè òî÷åê ξ(j) âûáåðåì ëþáóþ òî÷êó ξ(k) òàê,
÷òîáû sgn(ξ(k)

i ) = sgn(ai) ïðè âñåõ i = 1, . . . , n, äëÿ êîòîðûõ sgn(ai) 6= 0. Ïîëîæèì
y = y(k)(t̃) ∈ G(t̃, 0) ∩ K(k). Òîãäà äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n òàêèõ, ÷òî sgn(ai) 6= 0, èìååì
sgn(yi) = sgn(ξ(k)

i ) = sgn(ai), è, ñëåäîâàòåëüíî, L(y) > 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ
íåðàâåíñòâîì L(y) 6 0 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. I

4. Ïðîöåäóðà ïîèñêà êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ðåøåíèÿ

Êóñî÷íî-ëèíåéíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1) áóäåì èñêàòü â ñëåäóþ-
ùåé ôîðìå

x(t) =
m∑

k=1

(xk + (t− tk)x̂k) (η(t− tk)− η(t− tk+1)) , (3)

ãäåm| ÷èñëî îòðåçêîâ ëèíåéíîñòè, η | ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà

η(t) =

{
0, t < 0,

1, t > 0.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé t0 è x0 â (3) èñïîëüçóåòñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå x(t0) = x0.
Çíà÷åíèÿ tk+1 è xk+1 ïðè k > 0 ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì

tk+1 = tk + ∆tk, (4)

xk+1 = xk + x̂k∆tk, (5)

ãäå x̂k ∈ intF (tk, xk), à∆tk > 0 òàêîâî, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [tk, tk +∆tk] âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

x̂k ∈ F (tk, xk + (t− tk)x̂k). (6)

Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû (4) è (5) ñîñòàâëÿþò âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó ìåòîäà Ýéëåðà äëÿ
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0. Ñóùå-
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ñòâîâàíèå ∆tk > 0, ïðè êîòîðîì äëÿ âñåõ t ∈ [tk, tk + ∆tk] èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå (6),
îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè äëÿ òî÷åê (tk, xk) óñëîâèé òåîðåìû 1. Ñîîòíîøåíèÿ (4)
è (5) îáåñïå÷èâàþò íåïðåðûâíîñòü êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè x(t), îïðåäåëåííîé âûðà-
æåíèåì (3). Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ x(t) ìîæåò èìåòü ðàçðûâû òîëüêî ïåðâîãî ðîäà, ò. å.
íàéäåííîå x(t) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1).

5. Ïðèìåð

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðè ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè

ẋ(t) ∈ [ax(t), bx(t)], 0 < a < b,

x(t0) = x0 > 0.
(7)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå â äàííîì äèôôåðåíöèàëüíîì âêëþ÷å-
íèè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1 âî âñåõ òî÷êàõ (t∗, x∗) ïðè x∗ > 0.
Âûáåðåì

x̂k = (ϑa + (1− ϑ)b)xk,

ãäå ïàðàìåòð ϑ ∈ [0, 1] áóäåò îïðåäåëåí òàê, ÷òîáû âåëè÷èíû ∆tk èç (4) è (5) áûëè íàèáîëü-
øèìè ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì k.
Âêëþ÷åíèå (6) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà

a(xk + (t− tk)x̂k) 6 x̂k 6 b(xk + (t− tk)x̂k).

Âû÷èòàÿ x̂k èç âñåõ ÷àñòåé äâîéíîãî íåðàâåíñòâà, èìååì

a(xk + (t− tk − a−1)x̂k) 6 0 6 b(xk + (t− tk − b−1)x̂k),

ñëåäîâàòåëüíî,

t− tk 6
1

a
− xk

x̂k

=
(1− ϑ)(b− a)

a(ϑa + (1− ϑ)b)
, (8)

t− tk >
1

b
− xk

x̂k

= − ϑ(b− a)

b(ϑa + (1− ϑ)b)
. (9)

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (9) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, è,
ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè ëþáûõ t > tk. Èç íåðàâåíñòâà (8) íàõîäèì
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ íàèáîëüøåãî øàãà

t− tk 6 ∆tk =
(1− ϑ)(b− a)

a(ϑa + (1− ϑ)b)
.

Ïîñêîëüêó
d

dϑ

(
(1− ϑ)(b− a)

a(ϑa + (1− ϑ)b)

)
= − b− a

(ϑa + (1− ϑ)b)2
< 0,

òî íàèáîëüøåå ∆tk =
b− a

ab
äîñòèãàåòñÿ ïðè ϑ = 0 è ñîîòâåòñòâåííî x̂k = bxk.
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Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ∆tk è x̂k â (4) è (5), ïîëó÷èì

tk+1 = tk +
b− a

ab
, xk+1 =

xkb

a
,

ñëåäîâàòåëüíî,

tk = t0 + k · b− a

ab
, xk =

x0b
k

ak
, x̂k =

x0b
k+1

ak
.

Òîãäà ïðè t ∈ [tk, tk+1] èç (3) ñëåäóåò, ÷òî

x(t) =
x0b

k

ak

(
1 + (t− t0)b− k · b− a

a

)
. (10)

Âûðàæåíèå (10) îïðåäåëÿåò ðåøåíèå çàäà÷èÊîøè (7) äëÿ âñåõ t > t0, åñëè â íåìïîëîæèòü

k =

[
(t− t0)ab

b− a

]
,

ãäå [ s ] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà s.

6. Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ â êëàññå êóñî÷íî-ëè-
íåéíûõ ôóíêöèé. Ïðåäëîæåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî
ðåøåíèÿ è êîíñòðóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ïîèñêà êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî âêëþ÷åíèÿ. Ïðèâîäèòñÿ èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåì ñ íåïîëíûì îïèñàíèåì è
äëÿ ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé (ïðîåêòû¹ 12-01-31303 è¹ 12-07-00267) è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ñîãëàøåíèå ¹ 14.B37.21.0370).
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The problem of finding a solution to the differential inclusion in a class of piecewise linear
function is examined. Sufficient conditions for the local existence of linear solutions of the differ-
ential inclusion and procedure for the construction of piecewise linear solutions of the differential
inclusion was proposed. Illustrative example is considered. The results obtained can be used in
the mathematical simulation of systems with an incomplete description and calculation procedures
for the implementation of optimization techniques.
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