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ВВЕДЕНИЕ 

В работе [1] в рамках теории магнитной жидкости с вмороженной 

намагниченностью впервые была показана возможность распространения 

быстрой и медленной магнитозвуковых волн, а так же волны альфвеновского 

типа. Наиболее распространенной является модель магнитной жидкости с 

внутренним вращением [2, 3]. В работе [4] было показано существование 

волны альфвеновского типа наряду со звуковой волной в модели магнитной 

жидкости с внутренним вращением. Для других моделей магнитной 

жидкости получается распространение одной гидродинамической волны [5]. 

 

1. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В ФЕРРОГИДРОДИНАМИКЕ С 

ВНУТРЕННИМ ВРАЩЕНИЕМ 

В [2, 3] предложена система уравнений для магнитной жидкости с 

внутренним вращением. Дисперсионное уравнение для гидродинамических 

волн в данной жидкости было получено и решено для двух частных случаев 

распространения волн параллельно и перпендикулярно внешнему 

магнитному полю в [4]. Целью настоящей работы является вывод 

дисперсионного уравнения по методу [6-8] и получение решений для всех 
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значений угла между направлением распространения волны и внешним 

магнитным полем, а так же численные расчеты анизотропии скорости 

ультразвука. 

Система уравнений для магнитной жидкости с внутренним 

вращением [2-4] включает в себя 

уравнение непрерывности 

( ) 0
t

∂ρ
+∇ ⋅ ρν =

∂
 , 

уравнение  сохранения импульса 

( ) ( ) ( ) ( )
2 S

S ISp M H S I
t I

∇× − Ω ∂ν ρ + ν ⋅∇ ν = −∇ + ∇ −∇ − Ω + η∆ν +  ∂ τ   

 





  

   , 

уравнение эволюции намагниченности 

( ) ( )01

B

M M H M SM M M
t H I

 ∂ ×
+ ν ⋅∇ = − − − − ∇ ⋅ν ∂ τ  

  

  

   ,   (1) 

уравнение эволюции объёмной плотности момента импульса 

( ) ( )
S

S S IS M H S
t

∂ − Ω
+ ν ⋅∇ = − + × − ∇ ⋅ν

∂ τ

  

  

  , 

магнитостатические  уравнения Максвелла  

0H∇× =


, 

( )4 0H Mπ∇ ⋅ + =
 

. 

Здесь ν  - гидродинамическая скорость магнитной жидкости; 2Ω =∇×ν


 ; S


 - 

объёмная плотность момента импульса; ρ  - плотность магнитной жидкости; 

p  - давление; 5 60TI d n= π ρ  - момент инерции частиц, содержащихся в 

единице объёма магнитной жидкости; Tρ  - плотность твёрдой фазы; 
3 6pV d= π - объем частицы магнетита, ( )0 05 2η = η + η ϕ - динамическая 

вязкость магнитной жидкости со сферическими твердыми частицами по 

формуле А. Эйнштейна ( 0η  - вязкость жидкости–носителя), ϕ  - объемная 

доля частиц магнетита, которая является безразмерной величиной меньше 
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единицы; 03B p BV k Tτ = η  - броуновское время ориентационной релаксации 

магнитного момента; 2
060S Tdτ = ρ η  - время затухания собственного 

вращения малой частицы в вязкой жидкости, d - диаметр частицы магнетита. 

Магнитные наночастицы находятся в однодоменном состоянии и 

слабоконцентрированная магнитная жидкость подобна суперпарамагнитному 

газу, поэтому равновесная намагниченность 0M  в однородном стационарном 

магнитном поле 0H


 описывается формулой Ланжевена [9] 

0 0
1

s sM M L M cth 
= ϕ = ϕ ξ − ξ 

,    (2) 

где 0 0s p BM V H k Tξ = , sM  - намагниченность насыщения магнетита, Bk - 

константа Больцмана, T - температура по абсолютной шкале. 

Для исключения объемной плотности момента импульса среды S


 в 

[4,10] использовано условие 1Sωτ  , поэтому из уравнения эволюции 

намагниченности системы (1) в линейном приближении ( 0M M M ′= +
  

, 

0H H h= +


 

) следует, что 

( )0SS I H M h′= Ω − τ × − χ
   

, 

где 0 0M Hχ =  - магнитная восприимчивость. 

Линеаризованная система уравнений принимает вид [4] 

0 0
t
′∂ρ
+ ρ ∇ν =

∂
 , 

( ) ( )( )0

0 2

H M h
p H h

t

′∇× × − χ∂ν ′ρ = −∇ + η∆ν + χ ∇ −
∂


 






 ,     (3) 

( )( ) ( )( )0 0 0 0

0 02 2
0 0 2t B

H H M h H H M hM H H
t H H

′ ′× × − χ ⋅ − χ′∂ ∇×ν
= − − χ × − χ ∇ν

∂ τ τ

 
     





 

 , 

0h∇× =


, 

( )4 0h M ′∇× + π =




. 
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Рассмотрим распространение однородных плоских волн. Поскольку в 

системе (1) учитываются диссипативные процессы, то волновой вектор 

представлен в комплексном виде [6-8] 

( )q qK K q i
q q

= = + α
 



 

где  i - мнимая единица, q q=
 - волновое число и α - коэффициент 

поглощения. Считаем, что покоящаяся магнитная жидкость 0 0v =
  находится 

в бесконечном объёме во внешнем магнитном поле 0H


, направленном вдоль 

оси 0z . Волновой вектор q  находится в плоскости 0y z  и образует угол ϑ  с 

осью 0z . Распространение волн малой амплитуды приводит к возмущению 

плотности, скорости и  намагниченности, т. е. 0 ′ρ = ρ + ρ , 0i i iv v v′= + , и 0 0iv = . 

Решения для возмущений переменных , , , , , ,x y z x y zv v v M M Mρ  (штрихи 

пропущены) пропорциональны ( )exp ( sin cos )i K y z tϑ+ ϑ −ω   , поэтому 

система уравнений (3) в матричной форме примет вид 

ˆ ˆ( ) 0R I U+ ω =


,      (4) 

где ( ), , , , , ,
T

x y z x y zU v v v M M M= ρ


 - вектор состояния, компонентами которого 

являются амплитудные значения возмущений плотности ρ , скорости , ,x y zv v v  

и намагниченности , ,x y zM M M , Î  - единичная матрица. 

Ненулевые компоненты матрицы R  перечислены ниже: 

13 0 sinR K= −ρ ϑ ;  14 0 cosR K= −ρ ϑ; 
2

22 33 44
0

i KR R R η
= = =

ρ
; 0

25
0

cos
2
H KR = ϑ
ρ

; 

2
0

31
0

sinu KR = − ϑ
ρ

; ( )20
36

0

1 4 sin cos
2
H KR = − πχ ϑ ϑ
ρ

; 20
37

0

2 sin cosH KR πχ
= − ϑ ϑ

ρ
; 

2
0

41
0

cosu KR = − ϑ
ρ

; ( )( )20
46

0

1 4 1 cos sin
2
H KR = − + πχ + ϑ ϑ
ρ

; 

( )20
47

0

2 1 cos cosH KR πχ
= − + ϑ ϑ

ρ
; 74 52 63 02 2 cosR R R H K= − = − = −χ ϑ ; 
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73 64 02 sinR R H K= = −χ ϑ ; 55 tR i= τ ; 

2

66
1 4 sin

t

R i + πχ ϑ
=

τ
; 67

4 sin cos

t

R i πχ ϑ ϑ
=

τ
; 

76
4 sin cosd

t

R i πχ ϑ ϑ
=

τ
; 

2

77
1 4 cosd

B

R i + πχ ϑ
=

τ
. 

Здесь обозначено 0 0d M Hχ = ∂ ∂  - дифференциальная магнитная 

восприимчивость; ( )0 02 2t B Lτ = τ + ξ  - феноменологическое время 

релаксации перпендикулярной к 0H


 и 0 0M H= χ
 

 компоненты 

намагниченности; 0u - скорость звука в магнитной жидкости без внешнего 

магнитного поля; 0ρ  и 0H


 являются равновесными значениями для 

невозмущённого состояния. 

Приравнивая к нулю определитель матрицы (4), получаем уравнение, 

которое, очевидно, расцепляется на два дисперсионных уравнения 

( ) ( )2 2
1 2 1 2 1 2 01 cos 0

t

ia ia z b ib z c ic z aγ γ γ

  
 + + + + + + − ϑ =    ωτ  

, 

2
0 0

z x i y
uγ γ γ

 ηω
= − − ρ 

; 
2

0 2
0

wa
u

= ; 0 04w H= χ ρ ; 
2

0

x iy
u Kγ γ

γ

 ω
− =   

 
. 

Индекс γ  у величин xγ , yγ , zγ , K q iγ γ γ= + α  и фазовой скорости 

u qγ γ= ω  принимает значения fγ =  для быстрой магнитозвуковой волны, 

sγ =  для медленной магнитозвуковой волны и Aγ =  для модифицированной 

волны альфвеновского типа. 

Сначала рассмотрим уравнение, которое является линейным 

относительно неизвестного zγ . Данное дисперсионное уравнение описывает 

распространение возмущений xv  и xM , которые перпендикулярны 

волновому вектору и магнитному полю 0H


, 

2
01 cos 0A

t

iz a
 
+ − ϑ = ωτ 

.     (5) 
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Выражение (5) определяет модифицированную волну 

альфвеновского типа [4]. Из дисперсионного уравнения (5) получаются 

выражения для фазовой скорости и коэффициента поглощения 

2 2

0 2 2
2 A A

A

A A A

x yu u
x x y

+
=

+ +
, 

(6) 

( )( )2 2 2 20 2
A

A

A A A A A

y
u x y x x y

ω
α =

+ + +
, 

где 

( )
( )

2 2
0

2

cos
1

t
A

t

a
x

ωτ ϑ
=

+ ωτ
, 

( )

2
0

2 2
0 0

cos
1

t
A

t

ay
u

ωτ ϑ ηω
= +

ρ+ ωτ
. 

Без учета сдвиговой вязкости из (6) получаются выражения для 

фазовой скорости и коэффициента поглощения 

( )2

cos 2

1

t
A

t t

w
u

ϑ ωτ
=

ωτ + + ωτ
, 

(7) 

( )2cos 2 1
A

t tw

ω
α =

ϑ ωτ + + ωτ
, 

В пределе 1tωτ   из (7) получается волна альфвеновского типа 

cosAu w= ϑ  и 0Aα =  [4], т. е. угловая зависимость получается такая же, как 

у волн данного типа в магнитной гидродинамике и феррогидродинамике с 

вмороженной намагниченностью [5]. Для 90ϑ =   у Aα  есть расходимость, но 

0Au =  и волна не распространяется. 

В случае большой вязкости модифицированная волна 

альфвеновского типа (6) переходит в  сдвиговую волну 
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0

2
Au ηω
=

ρ
, 

(8) 

0

2A
ωρ

α =
η

 . 

Теперь рассмотрим дисперсионное уравнение, которое является 

квадратным для неизвестного zγ  и описывает распространение возмущений 

величин , , ,y z yv v Mρ  и zM , 

( ) ( )2
1 2 1 2 1 2 0a ia z b ib z c icγ γ+ + + + + = .    (9) 

Коэффициенты квадратного уравнения имеют вид 

( )2 2

1 2

1 4 sin cos
1 d

t B

a
+ π χ ϑ+ χ ϑ

= −
ω τ τ

, 

2 2

2
1 4 sin 1 4 cosd

t B

a + πχ ϑ + πχ ϑ
= +

ωτ ωτ
, 

( )2 2
1 1 0 1 4 sin 16 cosb a a= − − + πχ ϑ+ πχ ϑ , 

( )2 2 20
2 2

161 4 sin cos cosB
d

B t

ab a
 πχτ

= − − + π χ ϑ+ χ ϑ + ϑ ωτ τ 
, 

( )2 2
1 0 01 4 sin 16 cosc a a= + πχ ϑ+ πχ ϑ , 

( )( )2 20
2 1 4 sin cosd

B

ac = + π χ ϑ+ χ ϑ
ωτ

. 

Решения уравнения (9) равны 

( )
1 2

2
0 0 1 22

b ib Dx i y
u a iaγ γ

 ηω − − ±
− − = ρ + 

, 

где 

( ) ( )( )2
1 2 1 2 1 24D b ib a ia c ic= + − + + . 

Из последних соотношений следуют выражения для фазовой 

скорости  
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2 2

0 2 2
2

x y
u u

x x y
γ γ

γ

γ γ γ

+
=

+ +
       (10) 

и коэффициента поглощения волн 

( )( )2 2 2 2
0 2

y

u x y x x y

γ
γ

γ γ γ γ γ

ω
α =

+ + +
, 

где 

( )
( )

1 1 2 2 1 1 2 2
2 2
1 22

b a b a d a d a
x

a aγ

− − ± +
=

+
, 

( )
( )

1 2 2 1 1 2 2 1
22 2

0 01 22
b a b a d a d a

y
ua aγ

− + ± − ηω
= +

ρ+
, 

2 2
1 2 12

1
2 2

D D DDd
D

+ +
= , 

2
2

2 2
1 2 12

D
d

D D D
=

+ +
, 

2 2
1 1 2 1 1 2 24 4D b b a c a c= − − + , 

2 1 2 2 1 1 22 4 4D b b a c a c= − − . 

Таким образом, из дисперсионного уравнения (9) следует, что в 

магнитной жидкости с внутренним вращением распространяются еще два 

типа волн. По аналогии с магнитной гидродинамикой и 

феррогидродинамикой с вмороженной намагниченностью [5] назовем волну 

с большей фазовой скоростью быстрой магнитозвуковой волной, а с меньшей 

скоростью – медленной магнитозвуковой волной. Причем в выражениях для 

xγ , yγ  верхний знак соответствует быстрой волне, а нижний - медленной 

волне. Теперь отмечаем, что полученные три типа волн обладают сложной 

зависимостью фазовых скоростей и коэффициентов поглощения от угла ϑ , т. 

е. анизотропией распространения. 
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В случае распространения волн параллельно полю, дискриминант 

является полным квадратом и дисперсионное уравнение (9) факторизуется в 

два независимых уравнения 

01 0s
t

i z a
 
+ − = ωτ 

,     (11) 

0
1 4 1 41 1 16 0d d

f
B B

i z a i
 + πχ + πχ
+ − − πχ − = ωτ ωτ 

.        (12) 

Уравнение (11) описывает связанные осцилляции скорости и 

намагниченности, вектор поляризации которых перпендикулярен волновому 

вектору, внешнему магнитному полю и вектору поляризации 

модифицированной волны альфвеновского типа в данном случае. Скорость и 

коэффициент поглощения данной медленной волны являются такими же, как 

у модифицированной волны альфвеновского типа при 0ϑ =  . Можно 

утверждать, что параллельно магнитному полю распространяются две 

модифицированные волны альфвеновского типа с поляризациями по осям 0x  

и 0y . 

Уравнение (12) определяет осцилляции скорости и намагниченности, 

которые параллельны волновому вектору и внешнему магнитному полю, а 

так же плотности. 

В случае распространения волн перпендикулярно полю, 

дискриминант так же является полным квадратом и дисперсионное 

уравнение (9) преобразуется в формулу 

( ) ( )0
1 41 1 4 1 0

t

z i a zγ γ

  + πχ
+ − + πχ − =  ωτ  

, 

где равно нулю произведение двух сомножителей. 

Приравнивая нулю первый сомножитель, получаем дисперсионное 

уравнение, которое определяет медленную волну с распространением 

возмущений zv  и yM  
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( ) 0
1 41 1 4 0s

t

z i a
 + πχ
+ − + πχ = ωτ 

. 

Из данного дисперсионного уравнения определяются фазовая 

скорость и коэффициент поглощения медленной волны 

2 2

0 2 2
2 s s

s

s s s

x yu u
x x y

+
=

+ +
, 

( )( )2 2 2 20 2
s

s

s s s s s

y
u x y x x y

ω
α =

+ + +
, 

где 

( ) ( )
( ) ( )

2
0

2 2

1 4
1 4

t
s

t

a
x

+ πχ ωτ
=

+ πχ + ωτ
, 

( )
( ) ( )

2
0

2 2 2
0 0

1 4
1 4

t
s

t

a
y

u
+ πχ ωτ ηω

= +
ρ+ πχ + ωτ

. 

Данная медленная волна при большой вязкости переходит в 

сдвиговую волну (8). 

В случае для малой вязкости фазовая скорость и коэффициент 

поглощения медленной волны имеют вид 

( )

( ) ( )2 2

2 1 4

1 4

t
s

t t

w
u

+ πχ ωτ
=

ωτ + + πχ + ωτ
,    (13) 

( ) ( )2 22 1 4
s

t tw

ω
α =

ωτ + + πχ + ωτ
. 

В отличие от волны альфвеновского типа медленная волна 

распространяется перпендикулярно внешнему магнитному полю. 

Приравнивая нулю второй сомножитель получаем дисперсионное 

уравнение, которое определяет быструю волну с распространением 

возмущений ρ , yv  и zM , 

1 0fz − = . 
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Решениями данного уравнения являются выражения для фазовой 

скорости и коэффициента поглощения быстрой волны 
2

2
0 0

0 2

2
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В случае малости стоксова коэффициента поглощения 
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В пределе однородной жидкости 0 0M → , и поэтому t Bτ = τ . В случае 

малости стоксова коэффициента поглощения выражения для фазовой 

скорости и коэффициента поглощения быстрой волны тождественны (14-15) 

для всех значений угла ϑ . Фазовые скорости и коэффициенты поглощения 

медленной волны и модифицированной волны альфвеновского типа 

получаются как у сдвиговой волны (8) для всех значений угла ϑ . 

 

2. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

Для численных расчетов использовались экспериментальные данные 

по анизотропии скорости ультразвука в магнитной жидкости EMG-605 при 

действии однородного  стационарного магнитного поля 0 160H =  кА/м [11]. 

Данная магнитная жидкость на основе воды с объемной концентрацией 

частиц магнетита 0,039ϕ =  и плотностью 0 1,18ρ =  г/см3 производится 

компанией Ferrotec. Inc.  Номинальный диаметр частиц равняется 10d =  нм. 

Измерения анизотропии скорости ультразвука в [11] выполнялись при 
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фиксированной температуре 20 С . Частота ультразвука была равной 

4,37 МГц. В эксперименте [11] угол ϑ  варьировался в диапазоне 0 90÷  . 

Намагниченность насыщения магнетита равна 480sM =  Гс [9]. Рассчитанная 

по формуле Ланжевена намагниченность для этого случая равна 0 17M =  Гс. 

Величину скорости ультразвука в магнитной жидкости при отсутствии 

внешнего магнитного поля приняли равной 0 1438u м с= . Для воды 

0 1сПуазη = , поэтому вычисленные значения времен релаксации равны 
51,3 10B с−τ = ⋅  и 62 10t с−τ = ⋅ . 

На рис. 1 изображена теоретическая кривая для скорости медленной 

волны по формуле (10) без учета вязкости в зависимости от угла ϑ . Данная 

волна проявляет анизотропию, причем скорость перпендикулярно 

магнитному полю больше, чем параллельно полю. Это очевидно, так как в 

пределе 1tωτ   из (13) получается 1 4su w= + πχ , что превосходит 

скорость волны альфвеновского типа Au w=  при 0ϑ =  , которая равна 

скорости медленной волны при 0ϑ =  . Это совпадает с данными 

вычислительного эксперимента, которые изображены на рис.1. 
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Рис. 1. Скорость медленной магнитозвуковой волны в зависимости от угла ϑ . 
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При действии внешнего магнитного поля медленная волна была 

обнаружена в магнитной суспензии, где частицы имеют микронные размеры 

[12]. В данных экспериментах использовалось сильное магнитное поле и для 

частиц применимо однодоменное состояние. В теории магнитной жидкости с 

вмороженной намагниченностью были объяснены экспериментальные 

данные по скорости медленной волны: около 30 45м с÷  [5]. В [12] 

эксперименты  проведены только для распространения волн вдоль поля 

0ϑ =  . В теории магнитной жидкости с вмороженной намагниченностью 

[5,13] медленная волна не распространяется  перпендикулярно магнитному 

полю, а в теории магнитной жидкости с внутренним вращением 

распространяется в случаях 0ϑ =   и 90ϑ =   (13). Это является еще одним 

отличием двух теорий. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, показано, что в модели магнитной жидкости с 

внутренним вращением существуют три гидродинамические моды, как и в 

теории магнитной жидкости с вмороженной намагниченностью [5]. 

Геометрия задачи отличается от [4], но это не влияет на получаемые решения 

в модели магнитной жидкости с внутренним вращением. Из полученных в 

данной работе выражений следует, при распространении быстрой и 

медленной волн возмущается плотность и, поэтому проявляется анизотропия 

скорости и коэффициента поглощения звука. Модифицированная волна 

альфвеновского типа – это распространение возмущений компонент скорости 

и намагниченности, которые перпендикулярны направлению волнового 

вектора, т. е. является поперечной волной. 
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