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1. Ââåäåíèå

Èíäåêñèðîâàíèå èíòåðâàëîâ| àêòóàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñîâðåìåííûõ áàç äàí-
íûõ (ÁÄ). Íàèáîëåå ÷àñòî ïîòðåáíîñòü â èíäåêñèðîâàíèè èíòåðâàëîâ âîçíèêàåò
â òåìïîðàëüíûõ ÁÄ [1]. Òàêèå ÁÄ èìåþò äåëî ñ âðåìåííûì èíòåðâàëîì, çà-
äàííûì âðåìåíåì íà÷àëà è âðåìåíåì çàâåðøåíèÿ àêòóàëüíîñòè çàïèñè. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû òåìïîðàëüíàÿ ÁÄ ìîãëà ýôôåêòèâíî èçâëåêàòü <<ñðåçû>> äàííûõ
çà îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè, âðåìåííûå èíòåðâàëû äîëæíû áûòü ïðîèí-
äåêñèðîâàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû äàííûõ.
Ïðîáëåìà ïðè èíäåêñèðîâàíèè èíòåðâàëà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èíòåðâàë îáëà-

äàåò ïðîòÿæåííîñòüþ. Ïîýòîìó, õîòÿ èíòåðâàëû è ìîãóò áûòü ëèíåéíî óïîðÿ-
äî÷åíû, ýòîò ïîðÿäîê ñàì ïî ñåáå íå ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âûïîëíÿòü ïîèñê,
íàïðèìåð, ïîèñê âñåõ èíòåðâàëîâ, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ çàäàííûì èíòåðâàëîì.
Èç-çà ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ òàêèå ñòðóêòóðû, êàê B-äåðåâî íå ìîãóò áûòü íàïðÿ-
ìóþ ïðèìåíåíû äëÿ èíäåêñèðîâàíèÿ èíòåðâàëîâ.
Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû èíäåêñèðîâàíèÿ èí-

òåðâàëîâ. Âðåìåíí�îé èíäåêñ [2,3] ïðåäñòàâëÿåò àäàïòàöèþB-äåðåâà äëÿ èíäåê-
ñèðîâàíèÿ èíòåðâàëîâ, îäíàêî ýòà ñòðóêòóðà äàííûõ òðåáóåòO(n2) (n|÷èñëî
èíäåêñèðóåìûõ èíòåðâàëîâ) ïàìÿòè, à âðåìÿ äîáàâëåíèÿ íîâîãî èíòåðâàëà â èí-
äåêñ|O(n), ÷òî íåïðèåìëåìî äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé. Â ðàáîòå [4] ïðåäëàãà-
åòñÿ äðóãàÿ èíäåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà îñíîâå B-äåðåâà, çàíèìàþùàÿO(n · log(n))

ïàìÿòè, âñòàâêà â êîòîðóþ òðåáóåò O(log(n)) âðåìåíè. R-äåðåâî [5], èçíà-
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÷àëüíî ïðåäíàçíà÷åííîå äëÿ äîñòóïà ê ìíîãîìåðíûì äàííûì, èìååò äåëî ñ
îáúåêòàìè, îáëàäàþùèìè ïðîòÿæåííîñòüþ. Ïîýòîìó îäíîìåðíîå R-äåðåâî
ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî äëÿ èíäåêñèðîâàíèÿ èíòåðâàëîâ [6]. R-äåðåâî çàíèìàåò
O(n) ïàìÿòè, âñòàâêà íîâîé çàïèñè â R-äåðåâî òðåáóåò O(log(n)) âðåìåíè.
Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïîèñêîâûõ îïåðàöèé â îäíîìåðíîì R-äåðåâå ñèëüíî

çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ: ñòåïåíè ïîêðûòèÿ è ñòåïåíè ïåðåñå÷åíèÿ. Ñòåïåíü
ïîêðûòèÿ â R-äåðåâå îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáùàÿ äëèíà âñåõ èíòåðâàëîâ, õðàíÿ-
ùèõñÿ â óçëàõ îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ. Ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ R-äåðåâà îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê îáùàÿ äëèíà îáëàñòè, ñîäåðæàùåéñÿ êàê ìèíèìóì â äâóõ èíòåðâàëàõ,
ðàñïîëîæåííûõ â óçëàõ îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ. Âûñîêàÿ ñòåïåíü ïîêðûòèÿ è
âûñîêàÿ ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ îçíà÷àþò ïëîõóþ ñòðóêòóðó R-äåðåâà, ïîòîìó ÷òî
òðåáóåòñÿ ïðîñêàíèðîâàòü ìíîæåñòâî ïóòåé äëÿ òîãî, ÷òîáû îáðàáîòàòü ïîèñêî-
âûé çàïðîñ (ìíîãîïóòåâîé ïîèñê), à ýòî îçíà÷àåò íèçêóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü
ïîèñêà. Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ êàê ñòåïåíè ïåðåñå÷åíèÿ, òàê è ñòåïåíè
ïîêðûòèÿ î÷åíü âàæíû äëÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè R-äåðåâà [7].
Êà÷åñòâî R-äåðåâà ñèëüíî çàâèñèò îò àëãîðèòìà ðàçäåëåíèÿ óçëà. Çàäà÷à

ðàçäåëåíèÿ óçëà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçäåëèòü çàïèñè ïåðåïîëíåííîãî óçëà
íà äâå ãðóïïû, êîòîðûå çàòåì îáðàçóþò äâà íîâûõ óçëà. Àëãîðèòì ðàçäåëåíèÿ
óçëà âî ìíîãîì îïðåäåëÿåò ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ è ñòåïåíü ïîêðûòèÿ R-äåðåâà.
Â ñâîþ î÷åðåäü ýòè ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàïðîñ áóäåò
èñïîëüçîâàòü ñêàíèðîâàíèå äåðåâà ïî íåñêîëüêèì ïóòÿì. Ñóùåñòâóþò ñëåäó-
þùèå ïàðàìåòðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî îöåíèòü êà÷åñòâî ðàçäåëåíèÿ
óçëà:

• ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ îãðàíè÷èâàþùèõ èíòåðâàëîâ. Ìåíüøàÿ ñòåïåíü ïå-
ðåñå÷åíèÿ èíòåðâàëîâ ïðèâîäèò ê ìåíüøåé âåðîÿòíîñòè ìíîãîïóòåâîãî ïîèñêà;

• ïîêðûòèå îãðàíè÷èâàþùèõ èíòåðâàëîâ. Ïîêðûòèå ðàçäåëåíèÿ | ýòî îá-
ùàÿ ïëîùàäü îãðàíè÷èâàþùèõ èíòåðâàëîâ. Â öåëîì ìåíüøåå ïîêðûòèå ïðè-
âîäèò ê ìåíüøåé âåðîÿòíîñòè ìíîãîïóòåâîãî ïîèñêà â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàïðà-
øèâàåìàÿ ïëîùàäü îòíîñèòåëüíî áîëüøàÿ [8];

• ýôôåêòèâíîñòü õðàíåíèÿ. Â êà÷åñòâå ìåðû ýôôåêòèâíîñòè õðàíåíèÿ ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷èñëîì ýëåìåíòîâ â ìåíüøåé è
áîëüøåé ãðóïïàõ. Îáû÷íî íà ýòîò ïàðàìåòð ââîäèòñÿ îãðàíè÷åíèå â âèäå ìè-
íèìàëüíî ÷èñëà ýëåìåíòîâ â ìåíüøåé ãðóïïåm. Îãðàíè÷åíèå íà ýòî ïàðàìåòð
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î÷åíü óìåñòíî, îäíàêî ýòîò ïàðàìåòð òàêæå ìîæåò âûñòóïàòü è â êà÷åñòâå öåëè
îïòèìèçàöèè. Ëó÷øåå ñîîòíîøåíèå ïðè ðàçäåëåíèè âåäåò ê ìåíüøåé áàëàí-
ñèðîâêè äåðåâà â ïðîöåññå åãî ñîçäàíèÿ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëèÿåò íà åãî
êà÷åñòâî.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé àëãîðèòì ðàçäåëåíèÿ óçëà äëÿ îäíîìåð-

íîãî R-äåðåâà, îñíîâàííûé íà äâîéíîé ñîðòèðîâêå è ïîçâîëÿþùèé ñîêðàòèòü
âðåìÿ ïîèñêà ïî äåðåâó çà ñ÷åò ìåíüøåé ñòåïåíè ïåðåñå÷åíèÿ ïðåäèêàòîâ óçëîâ.
Äëÿ äåìîíñòðàöèè ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà áóäåò ïðîâåäåíî
åãî ñðàâíåíèå ñî ñëåäóþùèìè àëãîðèòìàìè:

• êâàäðàòè÷íûé àëãîðèòìîì Ãóòìàíà [5];
• àëãîðèòìàìè, îñíîâàííûìè íà ñîðòèðîâêå ïî ëåâîé ãðàíèöå, ïðàâîé ãðà-

íèöå èëè ñåðåäèíå èíòåðâàëà [6].

2. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì

Îïðåäåëåíèÿ. Â îäíîìåðíîì àëãîðèòìå ðàçäåëåíèÿ âõîäíûå ýëåìåíòû
ñîäåðæàò ìíîæåñòâî I èíòåðâàëîâ xi: I = {xi}. Èíòåðâàë xi îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèìè âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàìè: xi = (li, ui). Îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà ýòî
l = min{li}, à îáùàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà| u = max{ui}. Âíà÷àëå ìû îãðàíè÷èì
ðàññìîòðåíèå òåìè ðàçäåëåíèÿìè, ãäå îäíà èç ãðóïï ñîäåðæèò îáùóþ íèæíþþ
ãðàíèöó, à äðóãàÿ | îáùóþ âåðõíþþ ãðàíèöó. Äëÿ ýòîãî êëàññà ðàçäåëåíèé
íàçîâåì ïàðó 〈a, b〉 ðàçäåëÿþùåé ïàðîé, åñëè ëþáîé èíòåðâàë èç I ñîäåðæèòñÿ
ëèáî â èíòåðâàëå (l, a), ëèáî â èíòåðâàëå (b, u): ∀x(x ∈ I ⇒ (x ⊆ (l, a))∨ (x ⊆
⊆ (b, u)). Äðóãèìè ñëîâàìè, a è b | ýòî ñîîòâåòñòâåííî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ
ãðàíèöû ãðóïï â íåêîòîðîì ðàçäåëåíèè èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.
Áóäåì íàçûâàòü ðàçäåëÿþùóþ ïàðó 〈a, b〉 óãëîâîé ðàçäåëÿþùåé ïàðîé, åñëè

(a∈{ui})∧(b∈{li})∧∀t
(
(t<a)⇒∃x(x∈I⇒(x 6⊆(l, t)∧(x 6⊆(b,u))))

)
∨

∨ ∀t
(
(t > b) ⇒ ∃x(x ∈ I ⇒ (x 6⊆ (l, a)) ∧ (x 6⊆ (t, u)))

)
.

Äðóãèìè ñëîâàìè a | ýòî âåðõíÿÿ ãðàíèöà íåêîòîðîãî èíòåðâàëà, à b | íèæ-
íÿÿ ãðàíèöà íåêîòîðîãî èíòåðâàëà. Ïðè ýòîì a íå ìîæåò óìåíüøèòñÿ èëè b íå
ìîæåò óâåëè÷èòñÿ ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà ðàçäåëÿþùåé ïàðû. Ýòî ïðåäïîëî-
æåíèå âûãëÿäèò óìåñòíûì, òàê êàê èíà÷å ñóùåñòâîâàëî áû äðóãîå ðàçäåëåíèå, ó
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êîòîðîãî áûëà áû è ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ ìåíüøå ÷åì ó äàííîãî, à ìèíèìàëüíî
÷èñëî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå íå áîëüøå, ò.å. îíî áûëî áû ëó÷øå òåì òåêóùåå ñ
òî÷êè çðåíèÿ öåëè îïòèìèçàöèè äàííîãî àëãîðèòìà.

Ñëó÷àè ïðåâîñõîäñòâà. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû, êîòîðûå èëëþ-
ñòðèðóþò ñëó÷àè, ãäå ðàññìîòðåíèå âñåõ óãëîâûõ ðàçäåëÿþùèõ ïàð ìîæåò
èìåòü ïðåâîñõîäñòâî íàä äðóãèìè àëãîðèòìàìè ðàçäåëåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ïðèìåíåíû ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ. Ïðèìåð 1 èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé ïðå-
âîñõîäñòâà íàä àëãîðèòìîì, îñíîâàííîì íà ñîðòèðîâêå ïî ñåðåäèíå. Ðàçäåëå-
íèå, äëÿ êîòîðîãî åñòü óãëîâàÿ ðàçäåëÿþùàÿ ïàðà ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1. Ýòî
ðàçäåëåíèå ñî÷åòàåò â ñåáå îïòèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå ÷èñëà ýëåìåíòîâ è õî-
ðîøóþ ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ. Ðàçäåëåíèå ñ îïòèìàëüíûì ñîîòíîøåíèåì ÷èñëà
ýëåìåíòîâ, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî
íà ñîðòèðîâêå ïî ñåðåäèíå, ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Çäåñü ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ õóæå,
÷åì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëåíèè, ïîòîìó ÷òî àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ïî ñåðåäèíå
íå ìîæåò ïîìåñòèòü èíòåðâàë 5 â ïðàâóþ ãðóïïó è îäíîâðåìåííî ïîìåñòèòü
èíòåðâàë 4 â ëåâóþ ãðóïïó, òàê êàê ñåðåäèíà èíòåðâàëà 5 ïðàâåå, ÷åì ñåðå-
äèíà èíòåðâàëà 4. Ðàçäåëåíèå ñ õîðîøåé ñòåïåíüþ ïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðîå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè ïî ñåðåäèíå, ïðåäñòàâëåíî
íà ðèñ. 3. Çäåñü ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ õîðîøàÿ, ïîòîìó ÷òî èíòåðâàë 4 ïîìåùåí
â ëåâóþ ãðóïïó, íî ñîîòíîøåíèå ÷èñëà ýëåìåíòîâ íå îïòèìàëüíî, ïîòîìó ÷òî
èíòåðâàë 5 ïîìåùåí â ëåâóþ ãðóïïó.
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Ðèñ. 1. Ïðèìåð 1, ðàçäåëåíèå íà îñíîâå óãëîâîé ðàçäåëÿþùåé ïàðû
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Ðèñ. 2. Ïðèìåð 1, ñîðòèðîâêà ïî ñåðåäèíå, íàèëó÷øåå ñîîòíîøåíèå
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Ðèñ. 3. Ïðèìåð 1, ñîðòèðîâêà ïî ñåðåäèíå, íàèëó÷øàÿ ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ

Ïðèìåð 2 èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé ïðåâîñõîäñòâà íàä àëãîðèòìîì, îñíîâàí-
íûì íà ñîðòèðîâêå ïî ëåâîé ãðàíèöå. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî ðàçäåëåíèå, äëÿ
êîòîðîãî åñòü óãëîâàÿ ðàçäåëÿþùàÿ ïàðà. Ýòî ðàçäåëåíèå ñî÷åòàåò â ñåáå îïòè-
ìàëüíîå ñîîòíîøåíèå ÷èñëà ýëåìåíòîâ è õîðîøóþ ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ. Ðàç-
äåëåíèå ñ îïòèìàëüíûì ñîîòíîøåíèåì ÷èñëà ýëåìåíòîâ, êîòîðîå ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ñîðòèðîâêå ïî ëåâîìó êðàþ,
ïîêàçàíî íà ðèñ. 5. Çäåñü ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ õóæå, ÷åì â ïðåäûäóùåì ðàçäå-
ëåíèè, ïîòîìó ÷òî àëãîðèòì ñîðòèðîâêè ïî ëåâîé ãðàíèöå íå ìîæåò ïîìåñòèòü
èíòåðâàë 5 â ïðàâóþ ãðóïïó è îäíîâðåìåííî ïîìåñòèòü èíòåðâàëû 3 è 4 â ëåâóþ
ãðóïïó, òàê êàê ëåâàÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà 5 ïðàâåå, ÷åì ëåâûå ãðàíèöû èíòåðâà-
ëîâ 3 è 4. Ðàçäåëåíèå ñ õîðîøåé ñòåïåíüþ ïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè ïî ëåâîé ãðàíèöå, ïðåäñòàâëåíî
íà ðèñ. 6. Çäåñü ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ õîðîøàÿ, ïîòîìó ÷òî èíòåðâàë 5 ïîìåùåí
â ïðàâóþ ãðóïïó, íî ñîîòíîøåíèå ÷èñëà ýëåìåíòîâ íå îïòèìàëüíî, ïîòîìó ÷òî
èíòåðâàëû 3 è 4 òàêæå ïîìåùåíû â ïðàâóþ ãðóïïó. Íåò ñìûñëà îòäåëüíî ðàñ-
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Ðèñ. 4. Ïðèìåð 2, ðàçäåëåíèå íà îñíîâå óãëîâîé ðàçäåëÿþùåé ïàðû
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Ðèñ. 5. Ïðèìåð 2, ðàçäåëåíèå íà îñíîâå óãëîâîé ðàçäåëÿþùåé ïàðû
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Ðèñ. 6. Ïðèìåð 2, ñîðòèðîâêà ïî ëåâîé ãðàíèöå, íàèëó÷øàÿ ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ

ñìàòðèâàòü àëãîðèòì íà îñíîâå ñîðòèðîâêè ïî âåðõíåé ãðàíèöå, ïîñêîëüêó îí
ñèììåòðè÷åí àëãîðèòìó íà îñíîâå ñîðòèðîâêè ïî íèæíåé ãðàíèöå.
Ïðèìåð 3 èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé ïðåâîñõîäñòâà íàä Ãóòòìàíîâñêèì àëãîðèò-

ìîì ðàçäåëåíèÿ. Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíî ðàçäåëåíèå, äëÿ êîòîðîãî åñòü óãëîâàÿ
ðàçäåëÿþùàÿ ïàðà. Ýòî ðàçäåëåíèå ñî÷åòàåò â ñåáå îïòèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå
÷èñëà ýëåìåíòîâ è õîðîøóþ ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ. Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíî ðàç-
äåëåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ Ãóòòìàíîâñêîãî àëãîðèòìà ñ
m = 3. Êàê ñîîòíîøåíèå ÷èñëà ýëåìåíòîâ, òàê è ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ íå îïòè-
ìàëüíû. Èíòåðâàëû 1 è 8 áûëè âûáðàíû ñåìåíàìè. Ïîñëå ýòîãî, èíòåðâàëû 2,
3, 4, 5 áûëè äîáàâëåíû ê ëåâîé ãðóïïå, ïîòîìó ÷òî äëÿ íèõ çíà÷åíèÿ ðàçíèöû â
ïðèðîñòå ðàçìåðîâ ãðóïï áûëî ìàêñèìàëüíûì. Ïîñëå ýòîãî îñòàëüíûå èíòåð-
âàëû áûëè äîáàâëåíû ê ïðàâîé ãðóïïå äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ìèíèìàëüíîå
÷èñëî èíòåðâàëîâ â ãðóïïå íå ìåíüøåm.
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Ðèñ. 7. Ïðèìåð 3, ðàçäåëåíèå íà îñíîâå óãëîâîé ðàçäåëÿþùåé ïàðû
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Ðèñ. 8. Ïðèìåð 3, Ãóòìàíîâñêîå ðàçäåëåíèå (m = 3)

Àëãîðèòì. Àëãîðèòì 2 EnumerateCornerSplitPairs ïåðå÷èñëÿåò âñå óãëî-
âûå ðàçäåëÿþùèå ïàðû. Àëãîðèòì îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè äâóõ ìàññèâîâ:
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ïåðâûé ñîäåðæèò âõîäíûå ýëåìåíòû, îòñîðòèðîâàííûå ïî íèæíåé ãðàíèöå, à
âòîðîé ñîäåðæèò èõ æå, íî îòñîðòèðîâàííûõ ïî âåðõíåé ãðàíèöå. Â ãëàâíîì
öèêëå äàííîãî àëãîðèòìà äåëàþòñÿ èòåðàöèè ïî äâóì ìàññèâàì îäíîâðåìåííî
òàê, ÷òî ñâîéñòâî ðàçäåëÿþùåé ïàðû ñîõðàíÿåòñÿ. Êîãäà óãëîâàÿ ðàçäåëÿþùàÿ
ïàðà íàéäåíà, âûçûâàåòñÿ àëãîðèòì 3 ConsiderSplit. Ýòîò àëãîðèòì ïðèíèìàåò
îãðàíè÷èâàþùèå èíòåðâàëû ãðóïï è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, êîòîðîå
ìîæåò áûòü ðàçìåùåíî â ãðóïïû, â ñîîòâåòñâèè ñ çàäàííûìè îãðàíè÷èâàþ-
ùèìè èíòåðâàëàìè, â êà÷åñòâå âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçìåùåíû â ãðóïïàõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäåê-
ñàì â îòñîðòèðîâàííûõ ìàññèâàõ, îòêóäà èçâëåêàþòñÿ ãðàíèöû ðàçäåëÿþùèõ
ïàð. Àëãîðèòì ConsiderSplit èùåò ðàçäåëåíèÿ ñ íàèìåíüøåé ñòåïåíüþ ïåðå-
ñå÷åíèÿ ãðóïï, ãäå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå áîëüøå èëè ðàâíî
m. Êîãäà ðàçäåëåíèå ñ íóëåâûì ïåðåñå÷åíèåì âîçìîæíî, òî àëãîðèòì âûáè-
ðàåò ðàçäåëåíèå, ãäå ðàññòîÿíèå ìåæäó îãðàíè÷èâàþùèìè èíòåðâàëàìè ãðóïï
íàèáîëüøåå. Ýòî ñâîéñòâî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷¸ò òîãî, ÷òî ïåðåìåííîé overlap
ðàçðåøàåòñÿ ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåêîòî-
ðûå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü ðàçìåùåíû â îáå ãðóïïû, òî àëãîðèòì ConsiderSplit
ðàññìàòðèâàåò ðàçäåëåíèå, ãäå ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ïî ãðóïïàì íàèáîëåå
áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó.
Àëãîðèòì 1 DoubleSortSplit îñóùåñòâëÿåò ðàçäåëåíèå â öåëîì. Íà ïåðâîì

øàãå îí âûçûâàåò àëãîðèòì EnumerateCornerSplitPairs äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè
óãëîâóþ ðàçäåëÿþùóþ ïàðó ñ íàèìåíüøèì ïåðåñå÷åíèåì. Íà âòîðîì øàãå îí
ðàñïðåäåëÿåò ýëåìåíòû, êîòîðûå ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî ðàñïðåäåëåíû. Ïîñëå
ýòîãî, îñòàòîê ýëåìåíòîâ ñîðòèðóåòñÿ ïî ñåðåäèíàì èõ èíòåðâàëîâ è ðàñïðåäå-
ëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèå èíòåðâàëîâ ìåæäó ãðóïïàìè áûëî
íàèáîëåå ðàâíîìåðíûì.

Àëãîðèòì 1 DoubleSortSplit
Âõîä: Ïåðåïîëíåííûé óçåë
Âûõîä: Äâà íîâûõ óçëà, â êàæäîì èç êîòîðûõ íå ìåíååm ýëåìåíòîâ
1: Âûçâàòü EnumerateSplitPairs äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè óãëîâóþ ðàçäåëÿþùóþ
ïàðó ñ íàèìåíüøèì ïåðåñå÷åíèåì.

2: Ðàñïðåäåëèòü ìåæäó ãðóïïàìè òå èíòåðâàëû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçìå-
ùåíû òîëüêî â îäíó ãðóïïó.
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3: Îòñîðòèðîâàòü îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïî ñåðåäèíàì èõ èíòåðâàëîâ.
4: Ðàñïðåäåëèòü ïåðâûå k èç ýòèõ ýëåìåíòîâ â ïåðâóþ ãðóïïó, à îñòàëüíûå ðàñ-
ïðåäåëèòü âî âòîðóþ ãðóïïó, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåí-
òîâ ìåæäó ãðóïïàìè áûëî íàèáîëåå ðàâíîìåðíûì ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ
k.

Àëãîðèòì 2 EnumerateCornerSplitPairs

Âõîä: Íàáîð èíòåðâàëîâ
Âûõîä: Ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ðàçäåëåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìî-

ùüþ óãëîâûõ ðàçäåëÿþùèõ ïàð, ñ ïîìîùüþ âûçîâà ConsiderSplit
1: Îòñîðòèðîâàòü èíòåðâàëû ïî íèæíåé ãðàíèöå, çàïèñàòü ðåçóëüòàò â ìàñ-
ñèâ a

2: Îòñîðòèðîâàòü èíòåðâàëû ïî âåðõíåé ãðàíèöå, çàïèñàòü ðåçóëüòàò â ìàññèâ
b

3: s1 ⇐ (a[0].l, b[0].u)

4: s2 ⇐ (a[0].l, b[n− 1].u)

5: i ⇐ 0

6: j ⇐ 0

7: {Äåëàòü èòåðàöèè äî òåõ ïîð, ïîêà íå âñòðåòèòñÿ ïåðâîå ðàçäåëåíèå, ïîëó-
÷åííîå ñ ïîìîùüþ óãëîâîé ðàçäåëÿþùåé ïàðû.}

8: while b[j].u = s1.u and j < n do
9: j ⇐ j + 1

10: end while
11: considerSplit (s1, j, s2, n− i)
12: while i < n do
13: prev s2 l ⇐ s2.l

14: next s1 u ⇐ s1.u

15: next i ⇐ i

16: {Íàéòè ñëåäóþùåå çíà÷åíèå âåðõíåé ãðàíèöû s1 è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà-
÷åíèå íèæíåé ãðàíèöû s2, êîòîðîå îáðàçóåò ñ íèì óãëîâóþ ðàçäåëÿþùóþ
ïàðó.}

17: while next i < n and next s2 l = s2.l do
18: next s1 u ⇐ max{next s1 u, a[next i].u}
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19: next i ⇐ next i + 1

20: if next i ≥ n then
21: break
22: end if
23: next s2 l ⇐ a[next i].l

24: end while
25: if next i ≥ n and next s1 u = s1.u then
26: break
27: end if
28: {Âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ íèæíåé ãðàíèöû s2 îáðàçóþò óãëîâóþ

ðàçäåëÿþùóþ ïàðó ñ ïðåäûäóùèì çíà÷åíèåì âåðõíåé ãðàíèöû s1.}
29: while j < n and b[j].u ≤ next s1 u do
30: if b[j].u > s1.u and b[j].u < next s1 u then
31: s1.u ⇐ b[j]

32: considerSplit (s1, j + 1, s2, n− i)
33: else
34: s1.u ⇐ b[j]

35: end if
36: j ⇐ j + 1

37: end while
38: {Ïåðåõîä ê ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì âåðõíåé ãðàíèöû s1 è íèæíåé ãðàíèöû

s2.}
39: s1.u ⇐ next s1 u

40: s2.l ⇐ next s2 l

41: if next i < n then
42: i ⇐ next i

43: considerSplit (s1, j, s2, n− i)
44: else
45: considerSplit (s1, j, s2, n− i)
46: break
47: end if
48: end while
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Àëãîðèòì 3 ConsiderSplit
Âõîä: Îãðàíè÷èâàþùèå èíòåðâàëû ãðóïï s1 è s2, ÷èñëà n1 è n2, êîòîðûå

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàêñèìàëüíûå ÷èñëà ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ðàçìåùåíû â êàæäîé èç ãðóïï.

Âûõîä: Îáíîâëåííàÿ èíôîðìàöèþ î òîì, êàêîå îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå íàé-
äåíî íà äàííûé ìîìåíò

1: overlap ⇐ (s1.u− s2.l)/(s2.u− s1.l)

2: if n1 ≥ m and n2 ≥ m and overlap < best overlap then
3: best overlap1 ⇐ overlap

4: best s1 ⇐ s1

5: best s2 ⇐ s2

6: best n1 ⇐ n1

7: best n2 ⇐ n2

8: end if

3. Òåñòû ïðîèçâîäèòåëüíîñòè

Ýêñïåðèìåíòàëüíûé ñòåíä. Âñå òåñòû ïðîâîäèëèñü íà êîìïüþòåðå ñ ïðî-
öåññîðîìCore 2 Duo 3GHz ñ 2GB îïåðàòèâíîé ïàìÿòè èÎÑUbuntu 10.10 32bit.
Äëÿ ðåàëèçàöèè R-äåðåâà ñ ðàçëè÷íûìè àëãîðèòìàìè ðàçäåëåíèÿ óçëîâ áûë èñ-
ïîëüçîâàí ôðåéìâîðê GiST [9] â ÑÓÁÄ PostgreSQL. GiST îáîáùàåò ðàçëè÷íûå
ïîèñêîâûå äåðåâüÿ, âêëþ÷àÿ R-äåðåâî.

Íàáîðû äàííûõ. Êàæäûé íàáîð äàííûõ ñîäåðæèò 106 ñëó÷àéíî ñãåíåðè-
ðîâàííûõ èíòåðâàëîâ. Ðàçìåð èíòåðâàëîâ ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì
îòêëîíåíèåì, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò òðåáóåìóþ ñòåïåíü ïåðåñå÷åíèÿ èíòåðâà-
ëîâ. Ïîä ñòåïåíüþ ïåðåñå÷åíèÿ èíòåðâàëîâ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñðåäíåå ÷èñëî
èíòåðâàëîâ, êîòîðûå áóäóò ñîäåðæàòü ñëó÷àéíóþ òî÷êó â äèàïàçîíå [0; 1). Ñòå-
ïåíü ïåðåñå÷åíèÿ èíòåðâàëîâ âàðüèðîâàëñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî îò 1 äî 104. Ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñåðåäèíû èíòåðâàëîâ çàâèñèò îò òèïà íàáîðà äàííûõ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

• Ðàâíîìåðíûé íàáîð äàííûõ. Ñåðåäèíû èíòåðâàëîâ ïîä÷èíÿþòñÿ ðàâíî-
ìåðíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå [0; 1).
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•Íîðìàëüíûé íàáîð äàííûõ. Ñåðåäèíû èíòåðâàëîâ ïîä÷èíÿþòñÿ ñòàí-
äàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ.

• Ðàâíîìåðíûé íàáîð äàííûõ ñ êëàñòåðàìè. Âíà÷àëå ãåíåðèðóåòñÿ 500 ñå-
ðåäèíû êëàñòåðîâ, êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ ðàâíîìåðíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ
íà èíòåðâàëå [0; 1). Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîé ñåðåäèíû êëàñòåðà ãåíåðèðóåòñÿ
2000 ñåðåäèí èíòåðâàëîâ, ñäâèã êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû êëàñòåðà ïîä-
÷èíÿåòñÿ ðàâíîìåðíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå [0; 6 ∗ 10−4).

•Íîðìàëüíûé íàáîð äàííûõ ñ êëàñòåðàìè. Âíà÷àëå ãåíåðèðóåòñÿ 500 ñåðå-
äèí êëàñòåðîâ, êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîé ñåðåäèíû ãåíåðèðóåòñÿ 2000 ñåðåäèí
èíòåðâàëîâ, ñäâèã êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû êëàñòåðà ïîä÷èíÿåòñÿ íîð-
ìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì 6 ∗ 10−4.

Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ. Òåñòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âñå àëãîðèòìû, îñíî-
âàííûå íà ñîðòèðîâêå, ðàáîòàþò ïî÷òè îäèíàêîâî. Ïîýòîìó çäåñü ïðåäñòàâëåí
òîëüêî îäèí ïîäîáíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ñîðòèðîâêå ïî ñåðåäèíå èí-
òåðâàëà. Ñëåäóþùèå àëãîðèòìû ðàçäåëåíèÿ óçëîâ áûëè âêëþ÷åíû â òåñòû äëÿ
îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ:

• êâàäðàòè÷íûé ãóòòìàíîâñêèé àëãîðèòì [5];
• àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ñîðòèðîâêå ïî ñåðåäèíå èíòåðâàëà [6];
• ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà äâîéíîé ñîðòèðîâêå.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñðàâíèòü ýôôåêòèâíîñòü èíäåêñíûõ ñòðóêòóð, ïîëó÷åííûõ

ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ðàçäåëåíèÿ óçëà, èçìåðÿëîñü ÷èñëî äîñòóïà
ê óçëàì ïðè âûïîëíåíèè çàïðîñà. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ áûëî ñãåíåðèðîâàíî 100
ìàëåíüêèõ èíòåðâàëîâ ðàçìåðîì 10−5, è èçìåðÿëîñü ÷èñëî äîñòóïîâ ê óçëàì
äåðåâà äëÿ èçâëå÷åíèÿ âñåõ èíòåðâàëîâ èç òåñòîâîãî íàáîðà äàííûõ, êîòîðûå
ïåðåñåêàþòñÿ ñ äàííûì èíòåðâàëîì. Íà ðèñóíêå 9 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå
ñðåäíåãî ÷èñëà äîñòóïîâ ê óçëàì. Äëÿ áîëåå íàãëÿäíîãî ñðàâíåíèÿ, ïðåäñòà-
âëåíî íå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå, à îòíîøåíèÿ çíà÷åíèÿ äëÿ êîíêðåòíîãî àëãî-
ðèòìà ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ïî âñåì ðàññìàòðèâàåìûì àëãîðèòìàì. Èçìåðåíèÿ
áûëè ïðîäåëàíû äëÿ 4-õ íàáîðîâ äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ âûøå, ñ ðàçëè÷íûìè
óðîâíÿìè ïåðåñå÷åíèÿ. Íà ðèñóíêå 10 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå âðåìåíè ñîçäàíèÿ
äåðåâà. Äàííûìèïðåäñòàâëåíû òåìæå ñïîñîáîì, ÷òî è ÷èñëî äîñòóïîâ ê óçëàì:
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Ðèñ. 9. Ñðàâíåíèå ÷èñëà äîñòóïîâ ê óçëàì ïðè ïîèñêå
äëÿ ðàçëè÷íûõ îäíîìåðíûõ àëãîðèòìîâ ðàçäåëåíèÿ

îòíîøåíèå âðåìåíè ñîçäàíèÿ äëÿ êîíêðåòíîãî àëãîðèòìà ê ñðåäíåìó âðåìåíè
ñîçäàíèÿ.

Ìû ìîæåì âèäåòü, ÷òî ÷èñëî äîñòóïîâ ê óçëàì, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîèñêà â
äåðåâå, ïîñòðîåííîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçäåëåíèÿ óçëà íà îñíîâå äâîéíîé ñîð-
òèðîâêè, ïî÷òè íèêîãäà íå îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãèõ
àëãîðèòìîâ. Ïðè âûñîêîé ñòåïåíè ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ íàáëþäàåòñÿ ñóùå-
ñòâåííîå ïðåâîñõîäñòâî àëãîðèòìà íà îñíîâå äâîéíîé ñîðòèðîâêè, äî 50% â
ñðàâíåíèè ñ àëãîðèòìîì, îñíîâàííîì íà ñîðòèðîâêå, è äî 2 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ
Ãóòòìàíîâñêèì êâàäðàòè÷íûì àëãîðèòìîì. Ìûìîæåì âèäåòü, ÷òî âðåìÿ ñîçäà-
íèÿ äåðåâà ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà äâîéíîé ñîðòèðîâêå,
ìåíüøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè Ãóòòìàíîâñêîãî êâàäðàòè÷íîãî àëãîðèòìà, íî,
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Ðèñ. 10. Ñðàâíåíèå âðåìåíè ñîçäàíèÿ äåðåâà äëÿ ðàçëè÷íûõ
îäíîìåðíûõ àëãîðèòìîâ ðàçäåëåíèÿ

â ñðåäíåì, íåñêîëüêî âûøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà
ñîðòèðîâêå.

4. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé àëãîðèòì ðàçäåëåíèÿ óçëîâ äëÿ îä-
íîìåðíîãî R-äåðåâà, îñíîâàííûé íà äâîéíîé ñîðòèðîâêå. Ýòîò àëãîðèòì ïî-
çâîëÿåò ëó÷øå îáðàáàòûâàòü ñëîæíûå ñëó÷àè. Òåñòû ïîêàçûâàþò ïðåâîñõîä-
ñòâî ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà â îòíîøåíèè ÷èñëà äîñòóïîâ ê óçëàì äåðåâà
ïî ñðàâíåíèþ ñ êâàäðàòè÷íûì Ãóòòìàíîâñêèì àëãîðèòìîì è ñ àëãîðèòìîì,
îñíîâàííîì íà îäíîé ñîðòèðîâêå. Íàèáîëüøåå ïðåâîñõîäñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè
ñèëüíîì ïåðåñå÷åíèè èñõîäíûõ äàííûõ, áëàãîäàðÿ ñïîñîáíîñòè ïðåäëîæåí-
íîãî àëãîðèòìà ëó÷øå îáðàáàòûâàòü ñëîæíûå ñëó÷àè.
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Indexing of intervals is important task for modern databases. There are various
index types for intervals indexing, while one-dimensional R-tree is one of them. The
main problem of R-tree is overlap of its node predicates. High level of such overlap
leads to search query performance slowdown. This paper presents new algorithm
for one-dimensional R-tree node splitting, which allows decreasing overlap of node
predicates. This algorithm is based on using two sorting simultaneously, which
makes it handle some sophisticated cases better.
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