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Постановка задачи 

Воздействие гармонических помех на фазовую автоподстройку (ФАП) много лет 

привлекает внимание исследователей [1-12]. Первой работой в этом направлении является 

статья Журавлева А.Г. [1], посвященная экспериментальному исследованию воздействия 

гармонических помех на ФАП. Им выявлены условия захвата за сигнал и за помеху. В 

работе [2] предпринята попытка аналитического исследования, но лишь при нулевой 

начальной расстройке сигнала и управляемого генератора на основе метода 

гармонического баланса. С использованием этого метода в [3, 4] получен ряд 

динамических характеристик ФАП. В статье [5] приводится анализ ФАП при 

гармонической помехе на входе численным методом с использованием метода фазовой 

плоскости, и c учетом начальной расстройки по частоте двух колебаний. В [6] 

исследование проводится методом усреднения. В работах [7-9] с учетом начальной 

расстройки между частотами сигнала и управляемого генератора приближенным методом 

получен ряд динамических характеристик ФАП в зависимости от интенсивности помехи и 

параметров ФАП первого и второго порядков. 

В книге автора [7] ФАП исследовалась методом гармонического баланса, когда 

предполагаемое решение дифференциального уравнения (ДУ) ФАП [7] 

( ) ( )[ ],sinsin θεβ ∆+++−= dtxxpFpx                                  (1) 

принималось в виде  

( ) ( ) .coscos 1010 Φ+=+∆++= xxdtxxtx ψθ                              (2) 
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В (1) dtdp =  - оператор дифференцирования; ;1tt Ω= t1,c – время; Ω – полоса 

синхронизации ФАП; ;0 ΩΩ=β  00 ωω −=Ω с - расстройка по частоте  между частотой 

сигнала сω  и частотой управляемого генератора ;0ω  cn θθθ −=∆ - расстройка по фазе 

помехи и сигнала; ;Ω∆Ω=d cn ωω −=∆Ω  - соответствующая расстройка по частоте; 

cn AA=ε - отношение амплитуд помехи и сигнала; F(p) – передаточная функция фильтра 

в кольце ФАП.  

Параметры предполагаемого решения (2): постоянная составляющая x0, амплитуда 

первой гармоники x1 и фазовый угол ψ в [7] находились в процессе гармонического 

баланса при условии малого значения амплитуды x1 и при условии d > 1, что обусловило 

использование приближенных соотношений [7]. 

 

( ),coscossinsin 010 ψθ +∆++≈ dtxxxx  
(3) 

( ).cossincoscos 010 ψθ +∆+−≈ dtxxxx  
 

В данной статье при использовании ДУ (1) и предполагаемого решения в форме (2) 

используется более строгий подход, когда вместо (3) используются приближения более 

высокого порядка, в связи с чем повышается точность получаемых результатов: 

динамических характеристик и критических значений параметров ФАП и помехи. Кроме 

того, производится сравнение критических значений параметров ФАП, получаемых 

методом гармонического баланса и методом фазовой плоскости [5, 8]. 

 

1. Основные соотношения 

При использовании предполагаемого решения ДУ в виде (2) в правой части ДУ (1) 

получим 

( ) ( ) ( ).cossincoscoscossincossinsin 101010 Φ+Φ=Φ+= xxxxxxx  

Воспользуемся известными разложениями  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∑

∑
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=
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=
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Φ−+=Φ

0
12

1
20

.12cos12cossin
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k
k

k
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kzJzJz

 

где Jn(z) – функция Бесселя n-го порядка. 
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Используем приближенные равенства, вытекающие отсюда при сохранении лишь 

первых слагаемых, 

( ) ( )
( ) ( ) ...;cos2cossin

...;coscos

111

101
+Φ≈Φ

+≈Φ
xJx
xJx

 

Тогда получим, 

( ) ( ) .coscos2sinsin 011010 xxJxxJx Φ+=                                   (4) 

Далее используем разложение второго слагаемого в квадратных скобках (1), 

( ) ( ) ( )θθθ ∆++∆+=∆++ dtxdtxdtx sincoscossinsin . 

где sinx по (4), а 

( ) ( ) ( ) .cossin2coscoscoscos 01101010 Φ−=Φ+= xxJxxJxxx                (5) 

Подставляя приближенные значения слагаемых в квадратных скобках в правой 

части ДУ (1), после дифференцирования процесса в левой части ДУ (1), получим 

приближенное соотношение, из которого в дальнейшем находятся постоянная 

составляющая x0, амплитуда первой гармоники x1 и фазовый угол ψ. 

Предварительно положим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),arg;expexp sFPiPMiPsFsF ===                            (6) 

причем ( ) ( ) 000 MMF ==  

Тогда подставляя (2) в ДУ (1) с учетом (4), (5), (6) получим соотношение 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),sincoscossin

cos2cossinsin

100100

11001001
BApFPdtMxJxPdtxMJx

PMxJxxxJMdx
+−+∆+−+∆+−

−+Φ−−=Φ−
θεθε

β
        (7) 

где       
( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ψεθψθψθ
εθε

coscoscossinsincoscos*
*2coscoscos2cos

011

110110
xxJdtdtdt

xJxdtxJxA
≈∆+∆+−∆+

=∆+Φ=
 

так как при этом отброшены вторые гармоники ( )[ ]θ∆+dt2cos  и ( )[ ]θ∆+dt2sin  

Аналогично получим 

( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ] ( ) ( ) .sinsinsinsinsincoscos*

*2sinsincos2sin

011

110110
ψεθψθψθ

εθε
xxJdtdtdt

xJxdtxJxB
≈∆+∆+−∆+

−=∆+Φ−=
 

В сумме находим 

( ) ( ).cos 011 ψε −=+ xxJBA  
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Таким образом, 

( )( ) ( ) ( ).cos 0110 ψε −=+ xxJMBApF  

Следовательно, баланс по постоянным составляющим приводит к соотношению 

( ) ( ) ( )[ ].cossin 0110100 ψεβ −+= xxJxxJM                                     (8) 

Отсюда, используя приближенные равенства  

( ) ( ) ,
2

;1 1
1110

xxJxJ ≈≈                                              (9) 

получим [7, ф-ла (12.20)]. 

Далее осуществим гармонический баланс оставшихся слагаемых в (7).  

Слева в (7) находим 

( ) ( ) ( ) .sincoscossinsin 111 ψθψθψθ ∆+−∆+−=+∆+− dtdxdtdxdtdx  

Приравнивая коэффициенты при ( )θ∆+dtsin  и ( )θ∆+dtcos  слева и справа в (7), 

получим соотношения, определяющие искомые значения x0, x1, ψ. 

 
( ) ( ) ( )[ ]

( )[ ] ;sincos2cos
cossin2coscos

110

1110010
ψ

ψε
PxJMx

dxPxJMxPxxMJ
+

++=+
 

(10) 
( ) ( ) ( )[ ]

( )[ ] .coscos2cos
sinsin2cossin

110

1110010
ψ

ψε
PxJMx

dxPxJMxPxxMJ
−

−+=+
 

 
Отсюда при условиях (9) приходим к приближенным соотношениям [7, ф-ла 

(12.20)]. 

Решим полученную систему уравнений (10) относительно функций ψsin  и ψcos . 

Предварительно запишем уравнения (10) в виде системы уравнений 

.cossin
;cossin

22221

11211
Faa
Faa

=+
=+

ψψ
ψψ

                                               (11) 

где ;cos11 PDa =  ;sin 112 dxPDa +=  ;sin 12121 adxPDa =+=  ;cos22 PDa −=   

где ( );2cos 110 xJMxD =  ( ) ( ) ( ) ( ).sin;cos 01020101 PxxMJFPxxMJF +=+= εε  

 

Определитель системы уравнений (11) имеет вид  
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PxJ
dx
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              (12)  

Отсюда при условиях (9) приходим к [7, ф-ле (12.23)] с точностью до 

коэффициента ( 2
1x− ) 

В результате находим 

;cos;sin 21
∆
∆

=
∆
∆

= ψψ  

где     ;122221
222

121
1 aFaF

aF
aF

−==∆      ;211112
221

111
2 aFaF

Fa
Fa

−==∆  

После преобразований Δ1 и Δ2 принимает вид 

( ) ( ) ( ) ,cos2sin 0
2

11
1

01101 















++−=∆ xxJ

x
MPxdxxMJε  

( ) ( ) ( ) .2sin25.0cos 011
1

01102 















−+−=∆ xMxJ

x
PxdxxMJε  

Таким образом, находим искомые решения системы уравнений (11) 

 

( ) ( ) ( ) ,2sin25.0coscos 011
1

010
1

01



















−+∆= − xxJ

x
MPxdxJMx εψ  

(13) 

( ) ( ) ( ) .cos2sinsin 0
2

11
1

010
1

01



















++∆= − xxJ

x
MPxdxJMx εψ  

 
где   Δ0=-Δ/x1

2   

Отсюда при условиях (9) приходим к [7, ф-ла (12.21)]. 

По (13) находим выражения для квадрата амплитуды первой гармоники (x1
2). 

( ) .01
2
0

222
1 ∆= xJMx ε                                                 (14)  

Отсюда при условиях (9) приходим к [7, ф-ла (12.22)]. 

Раскрывая в (14) значение величины Δ0, получим 
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( )

( )
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





+


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
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
+
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


=
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11
1
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1
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1

cossin2cos
M

P
M

PxJ
xd

x
d

xJ
x

ε
                         (15) 

или при выполненных условиях (9) 


















+







 +

=
22

02

2
2
1

cossincos
M

P
M

P
d

x
d

x ε                              (16) 

Отсюда следует [4] 

,
coscossin2 0

2
0

2

2
2
1

xxP
x

++
=

δδ

ε  

где δ=d/M. 

В [4] показано, что это значение x1 при 22
1 <<x можно аппроксимировать 

величиной  

,
1sin22

2
2
1

++
=

P
x

δδ

ε                                                    (17) 

В случае системы первого порядка, когда P=0, M=1, полагая 2
0 1cos β−=x , 

получим 

.
1 22

2
2
1

β

ε

−+
=

d
x  

Таким образом, формула (17) здесь справедлива при β=0 и в том случае, если 

выполнено условие (9) 

Кривые ( )β,1 dfx =  при ε=const, приведены на рис. 1. Кривые 1,4 – получены при 

ε=0.9; 2,5 при ε=0.6; 3,6 при ε=0.3. При d>>1 получим асимптотическую формулу dx ε≈1  

(на рис. 1 штриховые линии)  

Нетрудно убедиться, что формула (17) здесь справедлива при любом фильтре (при 

P≠0; M≠1), если положить 2
0 1cos β−=x и взять β=0. 
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Рисунок 1 

При использовании в качестве фильтра низкой частоты (ФНЧ) интегрирующей 

цепи, имеем 

( ) ( ) ,sin;;1 2
0

2
0

2
14

0
21 MdPdarctgPdM −−− −=−=+= ααα  

где ,2
0 фτα Ω=−  фτ  - постоянная времени ФНЧ. 

В таком случае по (17) находим ( )4
0

222 1 −+= αδ dd , 

.121 2
2

0
4

0
22

2
1

2









+−+= −−

d
dd

x
ααε  

При d>>1, α<<1 



















≈

dd
x

2
0

1
αε  Следовательно, при этом графики зависимости 

x1=f(d) располагаются ниже кривых системы первого порядка. Заметим, что полоса 

захвата ФАП при отсутствии помехи при малых α0 имеет вид  βk=(4/π)α0  

Для дальнейших исследований необходимо найти выражения для функции sinP и 

cosP. 

По (13) получим 

( ) ( )

( ) ( ) .2sin25,0cos)cos(

;cos2sin)sin(

1011
110

10
0

10
2

11
110

10
0

AxxJ
xd

M
xdMJ

x
Px

BxxJ
xd

M
xdMJ

x
Px

=







+

∆
=+

=







−

∆
=+

ψ
ε

ψ
ε

 

Полагая cosx0=a; sinx0=b; cosP=x; sinP=y, решим систему уравнений 

.; 11 BaybxAbyax =+=−  
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В результате получим 

( ) ( ).coscos 0
10

10
11 x

xdMJ
x

bBaAxP −
∆

=+== ψ
ε

                         (18) 

( ) ( ) ( ) ( ) 011
1

0
10

10
01 cos2sinsinsin xxJ

xd
Mx

xdMJ
x

xAaxP 







−−

∆
=+= ψ
ε

       (19) 

Подставим значения cosP и sinP в формулу для Δ0. В результате находим: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
.cos

cos2sin2cos

0
1

2
0

2

2
1

2
02

0
2

1
2
0

2

2
1

2
02

2

011
1

0
10

10
11

1

02
0

∆=
∆

=−
∆

+

+







−−

∆
+=∆

xJdM

x
dx

xJdM

x
d

xxJ
xd

Mx
xdMJ

x
xJ

xd
xM

d

ε
ψ

ε

ψ
ε

 

Тогда  

( ) ( )
.2

1

1
2
0

2

0
x

xJMε
=∆                                                         (20) 

Подставляя это значение Δ0  в (18) и (19), окончательно приходим к соотношениям 

( ) ( ),coscos 0101 xxMJPdx −= ψε  

( ) ( ) ( ) .cos2sinsin 0110101 xxMJxxMJPdx −−= ψε                           (21) 

Найдем значение sinx0, используя (8) и выражая сos(x0-ψ) из (20). В результате 

получим 

( )
( )
( )

P
xMJ
xJdx

xJM
x cossin

1
2
0

111

100
0 −=

β                                       (22) 

Отсюда при условиях (9) приходим к [7, ф-ла (12.24)] 

P
M

dx
M

x cos
2

sin
2
1

0
0 −=

β                                                 (23) 

На рис. 2а изображены зависимости ( ),0 dfx = при ε=0.6, a=0.8 и 25.62
0 =−α , где 

кривые 1,4 получены при β=0.8; 2,5 – β=0.5; 3,6 – β=0.2; Кривые 1, 2, 3 – при 

невырожденном фильтре, 4, 5, 6 – при вырожденном.  На рис. 2б изображены зависимости 

( ),0 dfx = при β=0.5, a=0.8 и 25.62
0 =−α , где кривые 1,2 получены при ε=0.9; 3,4 – ε=0.6; 

5,6 – ε=0.3; Кривые 1, 3, 5 – при невырожденном фильтре, 2, 4, 6 – при вырожденном. На 

рис. 3a изображены зависимости ( ),1 dfx =  при ε=0.6, a=0.8 и 25.62
0 =−α , где кривые 1,2 
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получены при β=0.8; 3,4 – β=0.5; 5,6 – β=0.2. На рис. 3б изображены зависимости 

( ),1 dfx = при β=0.5, a=0.8 и 25.62
0 =−α , где кривые 1,2 получены при ε=0.9; 3,4 – ε=0.6; 

5,6 – ε=0.3. На рисунках 3а,б кривые 1, 3, 5 получены при невырожденном фильтре, 2, 4, 6 

– при вырожденном. 

По (21) находим 

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) GxxJP

M
dx

xJ
x

xJ
xJ

xMJ
Pdxx =






 +=+=− 011

1

10
0

10

11

10

1
0 cos2sin1cos2sinsin

εεε
ψ    (24) 

 

   

Рисунок 2а                                                         Рисунок 2б 

 

   

Рисунок 3а                                                          Рисунок 3б 

 

Тогда  

;0
;0

02

01
<−+==

>+==
dприx

dприx
πϕψψ

ϕψψ
                               (25) 

где φ=arcsinG 
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Действительно, ( ) ,coscos 0 ϕψ ±=− x  причем плюс при d>0, минус при d<0, так как 

cosP>0 и 21cos G−=ϕ  

Зависимости ( )df=ψ  изображены на рис. 4, при ε=0.6 a=0.8 и 25.62
0 =−α , где 

кривые 1, 3, 5 получены при невырожденном фильтре; 2, 4, 6 – при вырожденном. Кривые 

1, 2 получены при β=0.8; 3, 4 -  β=0.5; 5, 6 -  β=0.2.  

Поэтому по (20) находим 

( ) ( ) ( )( ),1coscos, 2
1

2
0

222
1

2
0

222
1 GxJMxJMPdx −== εϕε  

Отсюда получим 

( ) ( )
( ) .cos2sin1cos 22

2

011
1

1
2
0

2222
2

10

12 BxxJ
M

Pdx
xJ

G
xMJ

PdxA −=





 +−=−=








= εεεε  

 

 

Рисунок 4 

Тогда 

.222 BA +=ε                                                     (26) 

Тогда используя равенство (20), по (13) находим 

;cos 1Fγψ =  ;sin 2Fγψ =                                            (27) 

где ( ) ;10

1
xMJ

x
ε

γ =   

( ) ( ) ;2sincos 011
1

01 xxJ
x
MxPdF ++=  ( ) ( ) ;cos2sin 0

2
11

1
02 xxJ

x
MxPdF ++=  

Найдем приближенные значения параметров колебаний x0, x1, ψ 
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По (16) при d>>1 следует 

( ).101 xJ
d
Mx ε

≈                                                   (28) 

Отсюда при J0(x1)=1 получим [7, ф-ле (12.25)] 

Поскольку x1J1(x1) ~ x1
2 ~ 1/d2, то по (21) находим приближенную формулу 

.sin
0

0 M
x β

=                                                     (29) 

При малых x1 (при больших помеховых расстройках d>>1), когда J1(x1) ≈ x1/2 по 

(24) получим .cossin 0
1 






 +≈ xP

M
dxG

ε
 Отсюда при d>>1 с учетом значения x1 по (27) 

находим G≈sinP и φ=P; ψ1≈x0+P [7, ф-ла (12.27)]. 

Таким образом, получены соотношения для всех трех параметров x0, x1, ψ, 

предполагаемого решения. 

 

2. Критические значения параметров 

Найдем критические значения первой гармоники x1=x1k и отношения помеха/сигнал 

ε=εk, которые определяют условия срыва синхронизации: 

.0cos;1sin 00 =±= xx                                           (30) 

При учете второго условия по (16) находим 2222
1 dMx kk ε= . Отсюда следует 

.222
1

2 Mdx kk =ε                                                 (31) 

При учете первого равенства в (29) находим 

.
cos
21

0

2
1 Pd

M
M

x k 







= 

γ                                            (32) 

Подставляя это значение 2
1kx  в (30) окончательно получим 

.sgn
cos
2.1

cos
2

00

2








+=








= d

MPM
d

MPM
d

k
γγε                      (33) 

Зависимость ( )dfk =2ε  при a=0.8 и 25.62
0 =−α  изображена на рис. 5, где кривая 1 

получена при ФАП 1-го порядка и β=0; кривая 2 при невырожденном и вырожденном 

фильтре и β=0;  3 – ФАП 1-го порядка β=0.8; 4 - невырожденный и вырожденный фильтр 

и β=0.8; 
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Рисунок 5 

 

По рис. 5 замечаем что при β>0 и d>0 помехоустойчивость ФАП выше, чем β>0, а 

d<0. 

Можно показать, что условиями захвата за сигнал при действии гармонической 

помехи является [5] 

,1;1 ≤−≤+ βεεβ  

или 

( ) .11;11 εβεεβε +<<−−<<+−  

С другой стороны по [9] находим 

,1;1 βεβε +≥−≤  

или 

.11;11 −≤≤−−≤≤− εβεεβε  

Причем во втором случае границы захвата по сигналу совпадают с [8] несмотря на 

то что получены [5,8] и [9] на основе разных критериев. 

Достаточным условием захвата за помеху является условие [5] 

,11;11
≤−≤+

εε
β

εε
β nn  

или   

( ) .11;11 +≤≤−−≤≤+− εβεεβε nn  

Причем левая граница во втором случае совпадает с [8]. 
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Заключение 

Таким образом, в более строгом приближении, чем в [7] получены динамические 

характеристики фазовой автоподстройки при наличии на ее входе гармонической помехи. 

Найдены зависимости параметров предполагаемого решения ДУ от параметров помехи и 

сигнала. Приведены соотношения для критических значений этих параметров. 

 

Приложение 

Амплитудночастотные и фазочастотные  характеристики (АЧХ и ФЧХ) фильтров 

низкой частоты (ФНЧ) ФАП. 

Пропорционально интегрирующий фильтр (ПИФ)  

( ) .,
1

1
1
1

1
1

1
2

02
0

2
0

1

1

1

2 τα
α

α
ωτ
τω

ωτ
ωτ

ω
Ω=

+

+
=

+
+

=
+
+

= −
−

−

Ω= id

ida
i

ai
i
idF

d
 

АЧХ            ( )
4

0
2

4
0

22

1

1
−

−

+

+
==

α

α

d

da
dFM  

ФЧХ            ( ) ( ) ( ) ( ).1arg1arg 2
0

2
0

2
0

2
0

−−−− −=+−+= αααα darctgdaarctgididaP  

 

Вырожденный ПИФ 

( ) .111
2

0
2

0
2

0

2
0

−−−

−
−=+=

+
=

ααα

α

d
ia

id
a

id

ida
dF  

АЧХ            ( )
22

02
2

2
0

2 1













+=














+==

− d
a

d
adFM

α

α
 

ФЧХ            .11arg 2
0

2
0














=














−=

−− αα d
arctg

d
iaP  

Данные характеристики используются при построении рисунков в статье. 
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Dynamic characteristic of phase locked loop in the presence of harmonic interference at 

its entrance along with desired signal were considered; this interference was out of PLL 
synchronization band. Critical values of parameters of system and interference were obtained 
with harmonic balance method. 
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