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Ââåäåíèå

Â ñòàòüå [1] Â.À.Áîãëè è Ñ.Äæ.Ïðàéä ðàññìàòðèâàþò àñôåðè÷åñêèå îòíî-
ñèòåëüíûå êîïðåäñòàâëåíèÿ. Â êíèãå [2] À.Þ. Îëüøàíñêèì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
àòîðè÷åñêîãî ãðàäóèðîâàííîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû,
ïåðåñòàíîâî÷íûå â ãðóïïå, îáëàäàþùåé íåêîòîðûì ãðàäóèðîâàííûì àòîðè-
÷åñêèì êîïðåäñòàâëåíèåì, ïðèíàäëåæàò îäíîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå ýòîé
ãðóïïû. Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû | ðàññìîòðåòü îòíîñèòåëüíûå êîïðåäñòà-
âëåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ àòîðè÷íîñòè è èññëåäîâàòü ñâîéñòâà êîììóòèðóþùèõ
ýëåìåíòîâ â ãðóïïå, ïðåäñòàâëåííîé àòîðè÷åñêèì îòíîñèòåëüíûì êîïðåäñòà-
âëåíèåì.

Â ïåðâîé ÷àñòè äàííîé ðàáîòû ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ èç
[1], êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â äàííîé ðàáîòå, òàêæå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå àòîðè-
÷åñêîãî îòíîñèòåëüíîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ
èç [1]. Âî âòîðîé ÷àñòè âûâîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ î ñîïðÿæåííûõ è êîììóòèðó-
þùèõ ýëåìåíòàõ â ãðóïïå, ïðåäñòàâëåííîé îòíîñèòåëüíûì êîïðåäñòàâëåíèåì,
íà êîòîðîå íàëîæåíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ. Â òðåòüåé ÷àñòè äîêàçûâàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè äëÿ àòîðè÷íîñòè, ïîäîáíîå îäíîìó èç óñëîâèé
àñôåðè÷íîñòè â [1].
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1. Àòîðè÷íîñòü

Îòíîñèòåëüíûå êîïðåäñòàâëåíèÿ. Ïóñòü H | ãðóïïà. Ê H äîáàâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ x. Íîâàÿ ãðóïïà G ïîëó÷àåòñÿ ïðè ôàêòîðèçàöèè
ïîëó÷åííîãî ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ H ∗ 〈x〉 ïî íîðìàëüíîìó çàìûêàíèþ
N ìíîæåñòâà r öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííûõ ýëåìåíòîâ èç H ∗ 〈x〉 \ H . Êàæäûé
ýëåìåíò èç r çàïèñàí â âèäå

xε1
1 h1x

ε2
2 h2 . . . xεn

n hn, (1)

ãäå xi ∈ x, εi = ±1 è hi ∈ H , è ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííûì â òîì
ñìûñëå, ÷òî åñëè hi = 1 è xi = xi+1 (èíäåêñû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî ìîäóëþ n),
òîãäà εi = εi+1. Ýëåìåíòû èç x∪x−1 áóäåì íàçûâàòü x-ñèìâîëàìè. À ýëåìåíòû
èç H áóäåì èíîãäà íàçûâàòü êîýôôèöèåíòàìè. Ãîâîðÿò, ÷òî G îïðåäåëÿåòñÿ
îòíîñèòåëüíûì êîïðåäñòàâëåíèåì P = 〈H,x; r〉.
Åñëè s - íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà r, îáîçíà÷èì ÷åðåç s∗ ìíî-

æåñòâî âñåõ öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ èç s ∪ s−1 âèäà (1), ò.å. âñå
öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ x-ñèìâîëà.
Îïðåäåëèì îïåðàòîð ¯ íà r∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ R ∈ r çàïèøèì

R = Sh, ãäå h ∈ H , à S íà÷èíàåòñÿ è êîí÷àåòñÿ x-ñèìâîëîì. Ïîëîæèì

R̄ = S−1h−1.

Îòìåòèì, ÷òî ¯̄R = R è R̄ ∈ r∗. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî R îñòàåòñÿ íåïîäâèæ-
íûì ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà ¯ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R èìååò âèä

Xh1X
−1h2, (2)

ãäå X íà÷èíàåòñÿ è êîí÷àåòñÿ x-ñèìâîëîì, à h1, h2 | ýëåìåíòû ãðóïïû H

ïîðÿäêà 2.
Åñëè R | ýëåìåíò ìíîæåñòâà r∗, òî R ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Ṙp(R), ãäå

Ṙ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ñòåïåíüþ è p(R) | ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.
Íàçîâåì Ṙ êîðíåì ýëåìåíòà R, à p(R) ïåðèîäîì.
Íàçîâåì P òîíêèì, åñëè {R}∗ ∩ r = {R} äëÿ êàæäîãî R ∈ r. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òîP ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, åñëèP ÿâëÿåòñÿ òîíêèì è íèêàêîé
ýëåìåíò èç r íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ñåáå îáðàòíîãî. Îòìåòèì,
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÷òî ýëåìåíò R ∈ r ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ñåáå îáðàòíîãî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòà R èìååì
âèä (2).

Êàðòèíêè íàä îòíîñèòåëüíûìè êîïðåäñòàâëåíèÿìè. Êàðòèíêîé P íà-
çûâàåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð âçàèìíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ äèñêîâ {∆1, . . . , ∆m}
âíóòðè äèñêà D2 (êîëüöà Ω, òîðà T ) âìåñòå ñ êîíå÷íûì íàáîðîì âçàèìíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ äóã {α1, . . . , αn}, âëîæåííûõ â çàìûêàíèå D2 −
∪{∆1, . . . , ∆m} (ñîîòâ., Ω− ∪{∆1, . . . , ∆m}, T − ∪{∆1, . . . , ∆m}).
Ïîä ñëîâàìè äèñêè êàðòèíêè P ìû áóäåì ïîíèìàòü äèñêè {∆1, . . . , ∆m}, à

íå äèñê D2. Ãðàíèöà ∂P êàðòèíêè P íà D2 (íà Ω){ ýòî öèêë ∂D2 (äâà öèêëà
∂Ω). Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ∂P = ∅. Äëÿ j ∈ {1, . . . ,m} óãëû äèñêà ∆j | ýòî
çàìûêàíèÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà ∂∆j−∪{α1, . . . , αn}, ãäå ∂∆j |ýòî
ãðàíèöà äèñêà∆j .
Îáëàñòè êàðòèíêè P| ýòî çàìûêàíèÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà

D2 − (
⋃
{∆1, . . . , ∆m} ∪

⋃
{α1, . . . , αn})

è ñîîòâåòñòâåííî,

Ω− (
⋃
{∆1, . . . , ∆m} ∪

⋃
{α1, . . . , αn}),

T − (
⋃
{∆1, . . . , ∆m} ∪

⋃
{α1, . . . , αn}).

Âíóòðåííÿÿ îáëàñòü êàðòèíêè P | ýòî îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, êîòîðàÿ íå
èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ∂P. Êàðòèíêà P íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè m = 1,
ñâÿçíîé, åñëè

⋃
{∆1, . . . , ∆m} ∪

⋃
{α1, . . . , αn} ñâÿçíî.

Êàðòèíêà P íà D2 íàçûâàåòñÿ äèñêîâîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé
è (

⋃
{α1, . . . , αn}) ∩ ∂P = ∅. Äèñêîâàÿ êàðòèíêà íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé.
Êàðòèíêà P íà Ω íàçûâàåòñÿ êîëüöåâîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé

è (
⋃
{α1, . . . , αn}) ∩ ∂P = ∅. Íåòðèâèàëüíàÿ êàðòèíêà P íà òîðå T íàçûâàåòñÿ

òîðè÷åñêîé.
Çàôèêñèðóåì îòíîñèòåëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå P = 〈H,x; r〉, è ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî êàðòèíêà P ðàçìå÷åíà â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Êàæäàÿ äóãà ñíàá-
æåíà íîðìàëüíîé îðèåíòàöèåé, îáîçíà÷åííîé êîðîòêîé ñòðåëêîé, ïåðåñåêàþ-
ùåé äóãó òðàíñâåðñàëüíî, è ïîìå÷åíà ýëåìåíòîì èç x ∪ x−1. Òàêæå êàæäûé
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óãîë êàðòèíêè P îðèåíòèðîâàí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è ïîìå÷åí ýëåìåíòîì
èçH .
Åñëè c| óãîë äèñêà ∆ ðàçìå÷åííîé êàðòèíêè P, òî îáîçíà÷èì ÷åðåçW (c)

ñëîâî, ïîëó÷åííîå ïðè ÷òåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ìåòîê äóã è óãëîâ, âñòðå-
÷àþùèõñÿ íà ∂∆, íà÷èíàÿ ñ ìåòêè äóãè â íà÷àëå (â êîíöåâîé òî÷êå) óãëà c,
îðèåíòèðîâàííîãî ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïðè ýòîì åñëè ìû ïðîõîäèì äóãó
ñ ìåòêîé t â íàïðàâëåíèè åå íîðìàëüíîé îðèåíòàöèè, ìû ÷èòàåì t, à åñëè ìû
ïðîõîäèì åå â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, ìû ÷èòàåì t−1.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçìå÷åííàÿ êàðòèíêà P ÿâëÿåòñÿ êàðòèíêîé íàä êî-

ïðåäñòàâëåíèåì P = 〈H,x; r〉, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
(C1)W (c) ∈ r∗ äëÿ êàæäîãî óãëà c êàðòèíêè P.
(C2) Åñëè h1, . . . , hm | ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîê óãëîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ

ïðè ïðîõîæäåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ãðàíèöû âíóòðåííåé îáëàñòè êàðòèíêè P,
òî h1 . . . hm = 1 âH .
Êàðòèíêà íàä P ñ áàçîé | ýòî êàðòèíêà íàä P ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâè-

ÿìè:
(C3) Åñëè ∆ | ïðîèçâîëüíûé äèñê êàðòèíêè, òîãäà íàéäóòñÿ âûäåëåííûå

òî÷êè (áàçîâûå òî÷êè) O1, . . . , Op âíóòðè íåêîòîðûõ óãëîâ c1, . . . , cp äèñêà ∆.
Ñëîâà W (c1), . . . ,W (cp) ðàâíû íåêîòîðîìó ýëåìåíòó R èç r ∪ r̄. Áîëåå òîãî p

ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ýëåìåíòàR. Áóäåì íàçûâàòüRìåòêîé äèñêà∆ è îáîçíà÷àòü
åãî ÷åðåçW (∆).
(C4) Äëÿ äèñêîâîé êàðòèíêè íà ãðàíèöå ∂P âûäåëåíà òî÷êà (áàçîâàÿ òî÷êà)

O, íå ïðèíàäëåæàùàÿ íèêàêîé äóãå êàðòèíêè. Åñëè ìû ïðîõîäèì âîêðóã ∂P
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, íà÷èíàÿ ñ O, ìû âñòðå÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã.
×èòàÿ ìåòêè ýòèõ äóã, ìû ïîëó÷èì ñëîâîW (P), êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ìåòêîé
êàðòèíêè P. (Çàìåòèì, ÷òîW (P) âêëþ÷àåò â ñåáÿ òîëüêî x-ñèìâîëû.)
Åñëè P|êàðòèíêà íàä êîïðåäñòàâëåíèåìP = 〈H,x; r〉 è x0|ïîäìíîæå-

ñòâîx, òîãäà äóãè, êîòîðûåïîìå÷åíû ýëåìåíòàìèèçx0∪x0
−1, áóäóò íàçûâàòüñÿ

x0-äóãàìè. Àíàëîãè÷íî åñëè r0 | ïîäìíîæåñòâî r, òîãäà äèñêè, äëÿ êîòîðûõ
W (c) ∈ r0

∗ (c| íåêîòîðûé óãîë äèñêà) áóäóò íàçûâàòüñÿ r0-äèñêàìè.

Êàðòèíêè íàä îáû÷íûìè êîïðåäñòàâëåíèÿìè. Îáû÷íîå êî ïðåä ñòàâ-
ëå íèå Q = 〈x; r〉 (r| öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííûå ñëîâà â àëôàâèòå x) ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îòíîñèòåëüíîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ
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Q1 = 〈H,x; r〉 (ñ H = {1}). Ïðè ýòîì ìåòêè óãëîâ êàðòèíêè íàä Q1 ðàâíû 1

è ïîýòîìó èõ ìîæíî ïðîèãíîðèðîâàòü, òåì ñàìûì ïîëó÷èâ êàðòèíêó íàä îáû÷-
íûì êîïðåäñòàâëåíèåì Q. Â îáùåì ñëó÷àå ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü Q è Q1, è
êàðòèíêè íàäQ èQ1.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (ëåììà 1.1 èç [1]) õîðîøî èçâåñòåí:
Ëåììà 1. Ñëîâî W , çàïèñàííîå â àëôàâèòå x, ïðåäñòàâëÿåò åäèíèöó â

ãðóïïå, çàäàííîé êîïðåäñòàâëåíèåì Q, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
äèñêîâàÿ êàðòèíêà ñ áàçîé íàäQ ñ ãðàíè÷íîé ìåòêîéW .

Äèïîëè, àòîðè÷íîñòü è àñôåðè÷íîñòü. Ïóñòü P | îòíîñèòåëüíîå êî-
ïðåäñòàâëåíèå. Äèïîëü â êàðòèíêå íàä P ñîñòîèò èç ïàðû óãëîâ c, c′ êàðòèíêè
âìåñòå ñ äóãîé α, ñîåäèíÿþùåé íà÷àëî îäíîãî èç óãëîâ ñ êîíöîì äðóãîãî òàê,
÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(i) c è c′ íàõîäÿòñÿ â îäíîé îáëàñòè êàðòèíêè;
(ii)W (c) = W (c′).
Åñëè r0|ïîäìíîæåñòâîìíîæåñòâà r, òîãäà äèïîëü íàçûâàåòñÿ r0-äèïîëåì,

åñëèW (c) ∈ r0
∗. Äèñêè, íà êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ óãëû c è c′ äèïîëÿ, íàçûâàþòñÿ

äèñêàìè äèïîëÿ. Âàæíîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè P ÿâëÿåòñÿ
îðèåíòèðîâàííûì, òî ýòè äèñêè ðàçëè÷íû. (Èáî èíà÷å èç (ii) áóäåò ñëåäîâàòü,
÷òî íåêîòîðàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòà èç r∗ áóäåò ðàâíÿòüñÿ ñâîåìó
îáðàçó ïðè äåéñòâèè ¯ .)
Êàðòèíêà íàä P ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò äèïîëè.
Îïðåäåëåíèå 1. Îòíîñèòåëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå P ÿâëÿåòñÿ àñôåðè÷å-

ñêèì, åñëè ëþáàÿ ñâÿçíàÿ ñôåðè÷åñêàÿ êàðòèíêà íàä P ñîäåðæèò äèïîëü.
Îïðåäåëåíèå 2. Îòíîñèòåëüíîå êîïðåäñòàâëåíèåP ÿâëÿåòñÿ àòîðè÷åñêèì,

åñëè ëþáàÿ ñâÿçíàÿ òîðè÷åñêàÿ êàðòèíêà íàä P ñîäåðæèò äèïîëü.
Ç à ì å ÷ à í è å 1. Òåõíè÷åñêè óäîáíî îïðåäåëèòü àñôåðè÷íîñòü è àòîðè÷-

íîñòü â òåðìèíàõ ñâÿçíûõ êàðòèíîê. Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî åñëè P ÿâëÿåòñÿ
àñôåðè÷åñêèì (ñîîòâ., àòîðè÷åñêèì), òî ëþáàÿ ñôåðè÷åñêàÿ (ñîîòâ., òîðè÷å-
ñêàÿ) êàðòèíêà íàä P áóäåò ñîäåðæàòü äèïîëü. Ýòî çàìå÷àíèå áóäåò ÷àñòî
èñïîëüçîâàòüñÿ.

Ïîäíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ. Ïóñòü P = 〈H,x; r〉 |
îòíîñèòåëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå. Ïîëó÷èì îáû÷íîå êîïðåäñòàâëåíèå P̃, îïðå-
äåëÿþùåå òó æå ñàìóþ ãðóïïó G.
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ÏóñòüQ = 〈a; s〉|îáû÷íîå êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïûH . Òîãäà ñóùåñòâóåò
ãîìîìîìîðôèçì ϕ èç ñâîáîäíîé ãðóïïû ñ àëôàâèòîì a íà H ñ ÿäðîì, ðàâíûì
íîðìàëüíîìó çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà s. Äëÿ êàæäîãî h ∈ H âûáåðåì ýëåìåíò
ϕ−1(h), ïðåäñòàâëåííûé ïðèâåäåííûì ñëîâîì â àëôàâèòå a. Äàëåå ðàñïðî-
ñòðàíèì ϕ äî ãîìîìîðôèçìà èç ñâîáîäíîé ãðóïïû ñ àëôàâèòîì a∪ x âH ∗ 〈x〉
î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ïîäíÿòèå ýëåìåíòîâ èç H , îïèñàííîå âûøå, èíäóöèðóåò
ïîäíÿòèå ýëåìåíòîâ èç H ∗ 〈x〉. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî R ∈ r ïîëó÷àåì åãî
ïîäíÿòèå R̃ (öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííîå ñëîâî â àëôàâèòå a ∪ x). Ïîëîæèì

P̃ = 〈a,x; s, r̃〉,

ãäå r̃ = {R̃ : R ∈ r}.
Òðèâèàëüíûì îáðàçîì îáîáùàÿ ëåììó 1.5 èç [1], ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2. Åñëè ëþáàÿ ñâÿçíàÿ òîðè÷åñêàÿ (ñîîòâ., ñôåðè÷åñêàÿ, êîëüöåâàÿ)

êàðòèíêà íàä îðèåíòèðîâàííûì îòíîñèòåëüíûì êîïðåäñòàâëåíèåì P íå ÿâëÿ-
åòñÿ ïðèâåäåííîé, òîãäà êàæäàÿ êàðòèíêà íà òîðå (ñîîòâ., íà äèñêå, íà êîëüöå)
íàä P̃, èìåþùàÿ õîòÿ áû îäèí r̃-äèñê (ñîîòâ., èìåþùàÿ õîòÿ áû îäèí r̃-äèñê è
íå èìåþùàÿ x-äóã, èäóùèõ ê ãðàíèöå êàðòèíêè), ñîäåðæèò r̃-äèïîëü.

2. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ñîïðÿæåííûõ
è êîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòàõ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü P = 〈H,x; r〉 | îðèåíòèðîâàííîå îòíîñèòåëüíîå êî-
ïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ãðóïïó G, òàêîå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñâÿç-
íûõ ïðèâåäåííûõ êîëüöåâûõ êàðòèíîê íàä P. Òîãäà ýëåìåíòû h1, h2 ∈ H

ñîïðÿæåíû â ãðóïïå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîïðÿæåíû â ãðóïïåH .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíòû h1, h2 ∈ H ñîïðÿæåíû â ãðóïïå G ýëå-

ìåíòîì w ∈ G. Ïóñòü h̃1, h̃2 | òàêèå ïðèâåäåííûå ïîäíÿòèÿ ýëåìåíòîâ h1, h2

â ñâîáîäíóþ ãðóïïó â àëôàâèòå a ∪ x, ÷òî h̃1, h̃2 íå ñîäåðæàò áóêâ x. È ïóñòü
w̃| ïðèâåäåííîå ïîäíÿòèå w â àëôàâèòå a ∪ x.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî w̃ ñîäåðæèò áóêâû x, èíà÷å âñå äîêàçàíî. Òàê êàê

h̃1w̃h̃−1
2 w̃−1 ïðåäñòàâëÿåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïûG, ïî ëåììå 1 ñóùåñòâóåò

äèñêîâàÿ êàðòèíêà P íàä îáû÷íûì êîïðåäñòàâëåíèåì P̃ ãðóïïûG ñ ãðàíè÷íîé
ìåòêîé, ðàâíîé h̃1w̃h̃−1

2 w̃−1.
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Ïðè ýòîì ãðàíèöó ∂P ìîæíî ðàçáèòü ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè a, b, c, d íà 4 ñâÿç-
íûå ÷àñòè [a, b], [b, c], [c, d], [d, a], âäîëü êîòîðûõ íàïèñàíî h̃1, w̃, h̃−1

2 , w̃−1

ñîîòâåòñòâåííî. Ñêëåèì [b, c] è [d, a] äðóã ñ äðóãîì è ïîëó÷èì êàðòèíêó P̃ íà
êîëüöå Ω íàä P̃.
Ïðè ýòîì [a, b] è [c, d] îáðàçóþò ãðàíèöû σ1 è σ2 êîëüöà Ω, íà êîòîðûõ

ôèêñèðîâàíû òî÷êè (áàçîâûå òî÷êè) o1 ∈ σ1 è o2 ∈ σ2. Ïðè îáõîäå âîêðóã
σ1 (ñîîòâ., σ2) ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, íà÷èíàÿ ñ o1 (ñîîòâ., o2), âñòðå÷àåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã. Ìåòêè ýòèõ äóã îáðàçóþò ñëîâî h̃1 (ñîîòâ., h̃−1

2 ). Ïðè
ýòîì x-äóãè íå ïåðåñåêàþò σ1 è σ2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ïðîñòîé ïóòü âíóòðè Ω, ñîåäèíÿþùèé o1 è o2. Äëÿ ëþ-

áîãî òàêîãî ξ âåðíî, ÷òî ïðîõîäÿ âäîëü ξ îò o1 ê o2 è ÷èòàÿ ìåòêè âñòðå÷àþùèõñÿ
äóã, ìû ïîëó÷èì ñëîâî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîïðÿãàþùèé ýëåìåíò äëÿ h1 è h2 â
G. Èçíà÷àëüíî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ξ ñîâïàäàåò ñî ñêëååííûìè [b, c] è [d, a].

-
����-y � y 6

y

?
y

Ðèñ. 1

Åñëè â P̃ åñòü r̃-äèñêè, òî ïî óñëîâèþ òåîðåìû, ó÷èòûâàÿ ëåììó 2, â P̃
íàéäåòñÿ r̃-äèïîëü. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ "ìîñò" (ñìîòðè ðèñ. 1) äîáè-
âàåìñÿ òîãî, ÷òîáû âñå äóãè øëè îò îäíîãî äèñêà ýòîãî äèïîëÿ ê äðóãîìó äèñêó
ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó.
Ïîëó÷èâøàÿñÿ êîíôèãóðàöèÿ (îáà äèñêà äèïîëÿ è äóãè ìåæäó íèìè) â äàëü-

íåéøåì áóäåò íàçûâàòüñÿ ïîëíûì äèïîëåì. Óäàëÿåì ýòîò ïîëíûé äèïîëü è ïî-
ëó÷àåì êàðòèíêó íà êîëüöå P̃1 íàä P̃ ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì r̃-äèñêîâ, ÷åì â
P̃, è ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè íà σ1 è σ2.
Ïðèìåíÿåì àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ê P̃1 è ò.ä. Â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èì

êîëüöåâóþ êàðòèíêó áåç r̃-äèñêîâ ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè ìåòêàìè íà σ1 è σ2.
Ïðè÷åì ëþáàÿ x-äóãà â êàðòèíêå îáðàçóåò öèêë.
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Óäàëÿÿ èç ýòîé êàðòèíêè x-äóãè, ïîëó÷àåì êàðòèíêó íà êîëüöå íàä Q. Òåì
ñàìûì ïîëó÷àåì, ÷òî h1 è h2 ñîïðÿæåíû â H . (Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàéäåòñÿ
x-äóãà ÿâëÿþùàÿñÿ íå ñòÿãèâàåìûì â òî÷êó öèêëîì, òî h1 è h2 ñîïðÿæåíû ñ
åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì âH , ò.å. ñàìè ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè âH .)

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü P = 〈H,x; r〉 | îðèåíòèðîâàííîå îòíîñèòåëüíîå êî-
ïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ãðóïïó G, òàêîå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñâÿç-
íûõ ïðèâåäåííûõ êîëüöåâûõ êàðòèíîê íàä P. Òîãäà ýëåìåíòû h ∈ H è w ∈ G

ïåðåñòàíîâî÷íû â ãðóïïå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî h = 1 â H , ëèáî
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò wH ∈ H òàêîé, ÷òî wH = w â G è wH êîììóòèðóåò ñ h

âH .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíòû h ∈ H è w ∈ G ïåðåñòàíîâî÷íû â
ãðóïïå G. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìå 1, èñïîëüçóÿ òå æå îáîçíà÷åíèÿ,
òîëüêî ïîëàãàÿ, ÷òî h1 = h2 = h, ñòðîèì êàðòèíêó P̃ íà êîëüöå íàä P̃. Äàëåå
ïðèâîäèì P̃ ê êàðòèíêå P̃′ íà êîëüöå áåç r̃-äèñêîâ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèå "ìîñò" è óäàëåíèå ïîëíûõ äèïîëåé, êîòîðûå èçìåíÿþò îäèí
ïðåäñòàâèòåëü w̃ ýëåìåíòà w ãðóïïû G íà äðóãîé.

Ïóñòü k|êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé ñòÿãèâàåìûõ â òî÷êóx-äóã è ξ. Åñëè k >

0, íàéäåòñÿ òàêàÿx-äóãàα, ó êîòîðîé åñòü äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåñå÷åíèÿ p1

è p2 ñ ξ òàêèå, ÷òî ñâÿçíàÿ ÷àñòü ς äóãèαìåæäó p1 è p2 íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ξ è îäíà
èç ñâÿçíûõ ÷àñòåé τ ïóòè ξ ìåæäó p1 è p2 è ς îãðàíè÷èâàþò íà òîðå äèñêîâóþ
êàðòèíêó íàä P̃. Ïî ëåììå 1 âäîëü τ íàïèñàíî ñëîâî, ïðåäñòàâëÿþùåå åäèíèöó
â G. Ïåðåíàïðàâëåíèå ξ âäîëü ς óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé α è ξ íà
äâà è èçìåíÿåò ïðåäñòàâèòåëü w̃ ýëåìåíòà w â ãðóïïå G. Äàëåå ïðèìåíÿåì
èíäóêöèþ ïî k.

Åñëè k = 0, òî óäàëÿåì âñå ñòÿãèâàåìûå â òî÷êóx-äóãè èç P̃′, ýòî íå èçìåíÿåò
ïðåäñòàâèòåëü w̃ ýëåìåíòà w.

Åñëè â P̃′ ñóùåñòâóþò íå ñòÿãèâàåìûå â òî÷êó x-äóãè, òî h = 1 â H . Èíà÷å
P̃′| êàðòèíêà íàäQ è ïðåäñòàâèòåëü w̃ íå ñîäåðæèò áóêâ èç x è äàåò èñêîìîå
wH .

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.

Â [1] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
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Òåîðåìà 3. ÏóñòüP = 〈H,x; r〉|îðèåíòèðîâàííîå àñôåðè÷åñêîå îòíîñè-
òåëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ãðóïïó G. Òîãäà åñòåñòâåííûé
ãîìîìîðôèçìH → G èíúåêòèâåí (òàêèì îáðàçîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòüH êàê
ïîäãðóïïó ãðóïïû G).
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü P = 〈H,x; r〉 | îðèåíòèðîâàííîå àñôåðè÷åñêîå îò-

íîñèòåëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ãðóïïó G, òàêîå, ÷òî íå ñó-
ùåñòâóåò ñâÿçíûõ ïðèâåäåííûõ êîëüöåâûõ êàðòèíîê íàä P. Òîãäà ýëåìåíòû
h ∈ H è w ∈ G ïåðåñòàíîâî÷íû â ãðóïïå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî
h = 1 âH , ëèáîw ïðèíàäëåæèòH (ðàññìàòðèâàåìîé êàê ïîäãðóïïà ãðóïïûG).
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü P = 〈H,x; r〉 | îðèåíòèðîâàííîå àñôåðè÷åñêîå îò-

íîñèòåëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ãðóïïó G, òàêîå, ÷òî íå ñó-
ùåñòâóåò ñâÿçíûõ ïðèâåäåííûõ êîëüöåâûõ êàðòèíîê íàä P, G 6= H , H 6= {1}.
Òîãäà öåíòð ãðóïïû G òðèâèàëåí.
Â [2] ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àòîðè÷åñêîãî ãðàäóèðîâàííîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ è

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâà ýëåìåíòà, ïåðåñòàíîâî÷íûå â ãðóïïå, îáëàäàþùåé íå-
êîòîðûì ãðàäóèðîâàííûì àòîðè÷åñêèì êîïðåäñòàâëåíèåì, ïðèíàäëåæàò îäíîé
öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå ýòîé ãðóïïû (òåîðåìà 13.5 [2]). Â ñëó÷àå àòîðè÷å-
ñêîãî îòíîñèòåëüíîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé àíàëîã
ýòîãî ñâîéñòâà.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü P = 〈H,x; r〉| îðèåíòèðîâàííîå àòîðè÷åñêîå îòíîñè-

òåëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ãðóïïóG. Òîãäà ýëåìåíòûU è V

ïåðåñòàíîâî÷íû â ãðóïïå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ èõ ïðîîáðàçû
Ũ è Ṽ , ïåðåñòàíîâî÷íûå â ãðóïïåH ∗ 〈x〉.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó îòìåòèì, ÷òî

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 ïðàêòè÷åñêè òîæäåñòâåííî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
13.5 èç [2]. Îòëè÷èå ëèøü â òîì, ÷òî â òåîðåìå 13.5 èç [2] èñïîëüçóþòñÿ ãðà-
äóèðîâàííûå äèàãðàììû íàä ãðàäóèðîâàííûì êîïðåäñòàâëåíèåì, à çäåñü èñ-
ïîëüçóþòñÿ êàðòèíêè, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâîéñòâåííûé îáúåêò
ê äèàãðàììàì.
ÏóñòüU è V |ïåðåñòàíîâî÷íûå ýëåìåíòû ãðóïïûG, à Ũ è Ṽ |ïðèâåäåí-

íûå ïîäíÿòèÿ ýëåìåíòîâ U è V â ñâîáîäíóþ ãðóïïó â àëôàâèòå a ∪ x. Òàê êàê
ñëîâî Ũ Ṽ Ũ−1Ṽ −1 ïðåäñòàâëÿåò åäèíèöó â G, ïî ëåììå 1 ñóùåñòâóåò äèñêîâàÿ
êàðòèíêà íàä îáû÷íûì êîïðåäñòàâëåíèåì P̃ ãðóïïû G ñ ãðàíè÷íîé ìåòêîé,
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ðàâíîé òîæäåñòâåííî Ũ Ṽ Ũ−1Ṽ −1. Ïðè ýòîì ãðàíèöó äèñêà ìîæíî ðàçáèòü íà
÷åòûðå ÷àñòè β, γ, β′, γ′, ìåòêè êîòîðûõ ðàâíû Ũ , Ṽ , Ũ−1, Ṽ −1 ñîîòâåòñòâåííî.
Ñêëåèâàåì β ñ β′, γ ñ γ′ è ïîëó÷àåì êàðòèíêó P íà òîðå íàä P̃ ñ äâóìÿ

çàìêíóòûìè ïóòÿìè, îáðàçîâàííûìè β (= β′) è γ (= γ′). Èõ îáùóþ òî÷êó
îáîçíà÷èì ÷åðåç O. Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ, ñîâåðøàÿ îäèí îáõîä âîêðóã β (ñîîòâ.,
γ) îò òî÷êè O, ìû âñòðå÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã. ×èòàÿ ìåòêè ýòèõ äóã,
ïîëó÷àåì ñëîâî Ũ (ñîîòâ., Ṽ ) èëè Ũ−1 (ñîîòâ., Ṽ −1) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê
âûáðàíî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ âäîëü β (ñîîòâ., γ).
Çàôèêñèðóåì íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ íà β (ñîîòâ., γ) òàêîå, ïðè êîòîðîì

ïîëó÷àåì ñëîâî Ũ (ñîîòâ., Ṽ ) è íàçîâåì åãî ïðÿìûì. Íàçîâåììåòêîé β (ñîîòâ.,
γ) ñëîâî, ÷èòàåìîå ïî ìåòêàì äóã, ïåðåñåêàþùèõ β (ñîîòâ., γ), ïðè äâèæåíèå
ïî ïðÿìîìó íàïðàâëåíèþ.
×åðåç n îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî r-äèñêîâ â P. Òåîðåìó 4 áóäåì äîêàçûâàòü

èíäóêöèåé ïî n. Åñëè r-âåðøèí íåò â P, òî âñå äîêàçàíî. Èíà÷å n > 0.
Òàê êàê P ÿâëÿåòñÿ àòîðè÷åñêèì, òî â ñèëó ëåììû 2 â êàðòèíêå P íà òîðå

íàéäåòñÿ r-äèïîëüΥ. Ðàññìîòðèì îòêðûòóþ îáëàñòüD íà òîðå, ãîìåîìîðôíóþ
äèñêó, ñîäåðæàùóþ òîëüêî r-äèñêè ∆1, ∆2 äèïîëÿ Υ è äóãó α ìåæäó íèìè,
òàêóþ, ÷òî O * D ∪ ∂D. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ "ìîñò" (ñì. ðèñ. 1),
ñîâåðøàåìîãî âíóòðè D äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òîáû âñå äóãè èç ∆1 øëè â ∆2

ïàðàëëåëüíî α. (Ïðè ýòîì ìåòêè β è γ íå ìåíÿþòñÿ, êàê ýëåìåíòû ñâîáîäíîé
ãðóïïû.)
Òåïåðü r-äèïîëü ñ äèñêàìè ∆1, ∆2 ñòàë ïîëíûì. Ðàññìîòðèì îòêðûòóþ

îáëàñòü D̃ ⊆ D, ñîäåðæàùóþ äèñêè ∆1, ∆2 è âñå äóãè ìåæäó íèìè, òàêóþ
÷òî ∂D̃ ïåðåñåêàåò β è γ òðàíñâåðñàëüíî â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, êîëè÷åñòâî
êîòîðûõ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå äëÿ äàííûõ∆1,∆2, α.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç m êîëè÷åñòâî ñâÿçíûé ïåðåñå÷åíèé ∂D̃ ñ ïóòÿìè β è γ.

Åñëèm > 0, ðàññìîòðèì òàêîé ñâÿçíûé ïîäïóòü τ ⊂ (D̃ ∩ β) ∪ (D̃ ∩ γ), ÷òî τ

äåëèò D̃ ∪ ∂D̃ íà äâå ÷àñòè Γ1 è Γ2, îäíà èç êîòîðûõ (Γ1) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ β è
γ. ×åðåç δ îáîçíà÷èì ∂D̃ ∩ Γ1.

Γ1 ñîäåðæèò äèñêîâóþ êàðòèíêó íàä P̃. Ïî ëåììå 1 ãðàíè÷íàÿ ìåòêà
ýòîé êàðòèíêè ïðåäñòàâëÿåò åäèíèöó â G. Çíà÷èò, ïðè îáõîäå ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè âäîëü τ ∪ δ ñëîâî íà τ è ñëîâî íà δ âçàèìîîáðàòíû â G. Åñëè
τ ⊂ β, çàìåíÿåì β íà (β\τ) ∪ δ. Åñëè τ ⊂ γ, çàìåíÿåì γ íà (γ\τ) ∪ δ. Ýòî
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ìåíÿåò ïðåäñòàâèòåëåé Ũ , Ṽ äëÿ U , V â ãðóïïå G è óìåíüøàåò m íà åäèíèöó.
Äàëåå ïðèìåíÿåì èíäóêöèþ ïîm.
Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî D̃ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ β è γ. Óäàëÿåì äèñêè ∆1,

∆2 è âñå äóãè ìåæäó íèìè. Ïðè ýòîì ìåòêè β è γ íå èçìåíÿòñÿ, à êîëè÷åñòâî
r-äèñêîâ â P óìåíüøèòñÿ íà äâà. Äàëåå ïðèìåíÿåì èíäóêöèþ ïî n.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.
Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 4.1.6 èç [3] ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 3. ÏóñòüP = 〈H,x; r〉|îðèåíòèðîâàííîå àòîðè÷åñêîå îòíîñè-

òåëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ãðóïïóG. Òîãäà ýëåìåíòûU è V

ïåðåñòàíîâî÷íû â ãðóïïåG òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáîU è V ïðèíàäëåæàò
îäíîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G, ëèáî íàéäóòñÿ òàêèå ïåðåñòàíîâî÷-
íûå ýëåìåíòû Ũ è Ṽ âH , ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòàW ∈ H ∗ 〈x〉 ýëåìåíòû
U è V ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâW−1ŨW èW−1Ṽ W ñîîòâåòñòâåííî.
Ñëåäñòâèå 4. ÏóñòüP = 〈H,x; r〉|îðèåíòèðîâàííîå àòîðè÷åñêîå è àñôå-

ðè÷åñêîå îòíîñèòåëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ãðóïïóG. Òîãäà
ýëåìåíòû U è V ïåðåñòàíîâî÷íû â ãðóïïå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî
U è V ïðèíàäëåæàò îäíîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G, ëèáî íàéäóòñÿ
òàêèå ïåðåñòàíîâî÷íûå ýëåìåíòû Ũ è Ṽ â H (ðàññìàòðèâàåìîé êàê ïîäãðóïïà
ãðóïïû G), ÷òî U = W−1ŨW è V = W−1Ṽ W â G äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà
W ∈ G.

3. "Óñëîâèÿ ìàëûõ ñîêðàùåíèé" äëÿ
îòíîñèòåëüíûõ êîïðåäñòàâëåíèé

Çâåçäíûé êîìïëåêñ. Âñþäó íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíîå êî-
ïðåäñòàâëåíèå P = 〈H,x; r〉 ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì.
Çâåçäíûé êîìïëåêñPst êîïðåäñòàâëåíèÿP|ýòî ãðàô (â ñìûñëå Ñåððà [4]),

÷üè ðåáðà ïîìå÷åíû êîýôôèöèåíòàìè ãðóïïûH . Îí îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
Ìíîæåñòâî âåðøèí | ýòî x ∪ x−1, ìíîæåñòâî ðåáåð { ýòî r∗. Äëÿ R ∈ r∗

çàïèøåì R = Sh, ãäå h ∈ H è S íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ x-ñèìâîëàìè.
Íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ òàê: ι(R) | ýòî ïåðâûé ñèìâîë
ýëåìåíòà S, τ(R) | îáðàòíûé ê ïîñëåäíåìó ñèìâîëó ýëåìåíòà S. Îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå íà ðåáðàõ çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì ¯ èç ðàçäåëà 1. Ïî çàìå÷àíèþ
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â ðàçäåëe 1 R̄ 6= R äëÿ ëþáîãî R ∈ r, òàê êàê P ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì.
Ôóíêöèÿ ðàçìåòêè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó λ(R) = h−1, è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
íà ïóòè î÷åâèäíûì îáðàçîì. Îòìåòèì, ÷òî λ(R̄) = λ(R)−1.
Â [1] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 3. Ïóñòü c1, . . . ck |ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óãëîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè

îáõîäå âíóòðåííåé îáëàñòèΣ êàðòèíêè P íàäP ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òîãäà
(i) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåðW (c1), . . . ,W (ck) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì â Pst;
(ii) ðåáðàW (ci), W (ci+1) (èíäåêñû ïî ìîäóëþ k) âçàèìíî âîçâðàòíûå òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò äóãà α, ñîåäèíÿþùàÿ c1 è ci+1 íà ãðàíèöå
îáëàñòè Σ, òàê ÷òî α, c1 è ci+1 îáðàçóþò äèïîëü.
Öèêë èç (i) áóäåì íàçûâàòü öèêëîì, îáåñïå÷åííûì âíóòðåííåé îáëàñòüþ

Σ. Ïî óñëîâèþ (C2) èç îïðåäåëåíèÿ êàðòèíîê, ýòîò öèêë èìååò òðèâèàëüíóþ
ìåòêó â H . Íåïóñòîé öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííûé öèêë â Pst áóäåò íàçûâàòüñÿ
äîïóñòèìûì, åñëè îí èìååò òðèâèàëüíóþ ìåòêó â H . Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ
îáëàñòü ïðèâåäåííîé êàðòèíêè íàä P îáåñïå÷èâàåò äîïóñòèìûé öèêë â Pst.
Ïðîâåðêà àòîðè÷íîñòè. Ïóñòü k | ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Íàçà-

âåì k-êîëåñîì (íåòðèâèàëüíóþ) ñâÿçíóþ äèñêîâóþ êàðòèíêóW íàäP, êîòîðàÿ
ñîäåðæèò äèñêè∆0, ∆1, . . . , ∆k è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) êàæäàÿ äóãà âW èäåò îò∆0 èëè îò ∂W;
(ii) êàæäàÿ äóãà â W ëèáî èäåò îò ∆j äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , k}, ëèáî

ñîåäèíÿåò∆0 è ∂W;
(iii) êàæäûé äèñê êàðòèíêèW èìååò óãîë, êîòîðûé ëåæèò â îáëàñòè, èìåþ-

ùåé îáùèå òî÷êè ñ ∂W. Äèñê∆0 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì (ñòóïèöåé) k-êîëåñà;
(iv) êîëè÷åñòâî äèñêîâ ∆1, . . . , ∆k, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì (i) − (iii)

ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå äëÿ äàííîãî∆0.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî äèñêà∆0 èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî k-êîëåñ ñî
ñòóïèöåé∆0, ïðè÷åì âñå ýòè k-êîëåñà áóäóò ñîäåðæàòü îäíî è òîæå ìíîæåñòâî
äèñêîâ ∆0, ∆1, . . . , ∆k. Íàçîâåì ýòî ìíîæåñòâî k-êîëåñ êëàññîì k-êîëåñ ñî
ñòóïèöåé ∆0. Íàçîâåì êëàññ k-êîëåñ ïðèâåäåííûì, åñëè ëþáîå k-êîëåñî èç
ýòîãî êëàññà ïðèâåäåíî.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü p|íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ñêàæåì,

÷òî êîïðåäñòàâëåíèå P óäîâëåòâîðÿåò C(p), åñëè íå ñóùåñòâóåò ïðèâåäåííûõ
êëàññîâ k-êîëåñ íàä P ïðè k < p.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü q|íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ñêàæåì,
÷òî P óäîâëåòâîðÿåò T (q), åñëè íåò äîïóñòèìûõ öèêëîâ â Pst äëèíû l äëÿ
3 6 l < q.
Â [1] äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 5. ÅñëèP óäîâëåòâîðÿåò C(p), T (q), ãäå 1/p + 1/q = 1/2, òîãäàP

ÿâëÿåòñÿ àñôåðè÷åñêèì.
Ïîëó÷èì àíàëîã ýòîãî ðåçóëüòàòà äëÿ àòîðè÷íîñòè.
Òåîðåìà 6. Åñëè P óäîâëåòâîðÿåò C(p), T (q), ãäå 1/p + 1/q < 1/2, òîãäà

P ÿâëÿåòñÿ àòîðè÷åñêèì, â ÷àñòíîñòè, íå ñóùåñòâóåò ñâÿçíûõ ïðèâåäåííûõ
êîëüöåâûõ êàðòèíîê íàä P.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P|ïðèâåäåííàÿ ñâÿçíàÿ òîðè÷åñêàÿ êàðòèíêà íàä

P. Â ñèëó ñâÿçíîñòè êàðòèíêè P è öèêëè÷åñêîé ïðèâåäåííîñòè îïðåäåëÿþùèõ
ñîîòíîøåíèé îòíîñèòåëüíîãî êîïðåäñòàâëåíèÿ P, êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ îáëàñòü
êàðòèíêè P èìååò êàê ìèíèìóì äâà óãëà. Èçáàâëÿåìñÿ îò âñåõ âíóòðåííèõ
îáëàñòåé êàðòèíêè P, êîòîðûå ñîäåðæàò ðîâíî äâà óãëà, ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ
äâóõ ãðàíè÷íûõ äóã îáëàñòè. Îáîçíà÷èì ìîäèôèöèðîâàííóþ êàðòèíêó ÷åðåç
P∗. Ïðîöåññ îòîæäåñòâëåíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñ. 2. (Îòìåòèì, ÷òî äèñêè ∆ è
∆′ íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû.)

��
��

��
��

∆ ∆′

P
��
��

��
��

∆ ∆′

P∗

Ðèñ. 2

Ìåòêè íà äóãàõ è óãëàõ êàðòèíêè P, ó÷àñòâóþùèõ â îòîæäåñòâëåíèè, óäà-
ëÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê P∗. Îäíàêî îñòàâøèåñÿ óãëû â P∗ ïîìå÷åíû êîýô-
ôèöèåíòàìè. Ïî ëåììå 3 (i), êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ îáëàñòü â P∗ îáåñïå÷èâàåò
äîïóñòèìûé öèêë äëèíû êàê ìèíèìóì 3, è ñëåäîâàòåëüíî äëèíû êàê ìèíèìóì
q â ñèëó ñâîéñòâà T (q). Åñëè èç äèñêà ∆ ∈ P∗ èñõîäÿò k äóã γ1, . . . , γk ∈ P∗,
òî èñïîëüçóÿ ñòðîåíèå êàðòèíêè P îêîëî ∆ ìîæíî îïðåäåëèòü ïðèâåäåííûé
êëàññ k-êîëåñ ñî ñòóïèöåé ∆. Ïî ñâîéñòâó C(p) èìååì, ÷òî èç êàæäîãî äèñêà
∆ ∈ P∗ èñõîäÿò êàê ìèíèìóì p äóã.
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Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
(à) íàéäåòñÿ îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U1 òîðà, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå äóãè è

äèñêè âP∗ è ãîìåîìîðôíî äèñêó, òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòüP ñôåðè÷åñêîé êàðòèíêîé
íà äèñêåD2, ðàâíîì çàìûêàíèþ U1;
(á) ïîäìíîæåñòâà U1 èç (à) íå ñóùåñòâóåò, íî íàéäåòñÿ îòêðûòîå ïîäìíîæå-

ñòâî U2 òîðà, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå äóãè è äèñêè â P∗ è ãîìåîìîðôíî êîëüöó,
òîãäàìîæíî ñ÷èòàòüP êîëüöåâîé êàðòèíêîé íà êîëüöåΩ, ðàâíîì çàìûêàíèþU2;
(â) ïîäìíîæåñòâ U1 è U2 èç (à) è (á) íå ñóùåñòâóåò.
Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà ñëó÷àè (à) è (á). Ñòÿíåì êàæäûé äèñê èç P∗ â òî÷êó è

îòîæäåñòâèì ãðàíèöó ∂D2 ñ òî÷êîé (ñîîòâ., ãðàíèöû êîëüöàΩ ñ äâóìÿ òî÷êàìè),
÷òîáû ïîëó÷èòü ðàçáèåíèå Θ äâóìåðíîé ñôåðû ñ n0 âåðøèíàìè, n1 ðåáðàìè è
n2 êëåòêàìè. Óñëîâèå C(p) ãîâîðèò î òîì, ÷òî èç êàæäîé âåðøèíû ðàçáèåíèÿ
Θ èñõîäèò êàê ìèíèìóì p ðåáåð, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî

pn0 6 2n1.

Óñëîâèå T (q) âëå÷åò, ÷òî âñå êëåòêè ðàçáèåíèÿ Θ, êðîìå îäíîé â ñëó÷àå (à)
è äâóõ â ñëó÷àå (á), èìååò êàê ìèíèìóì q ãðàíè÷íûõ ðåáåð, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî

q(n2 − l) 6 2n1,

ãäå l = 1 â ñëó÷àå (à) è l = 2 â ñëó÷àå (á).
Èç ýòîãî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðîòèâîðå÷èå:

2 = n0 − n1 + n2 6
2n1

p
− n1 +

2n1

q
+ l = 2n1(

1

p
+

1

q
)− n1 + l < l.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (â). Ñòÿíåì êàæäûé äèñê èç P∗ â òî÷êó è ïîëó÷èì
ðàçáèåíèå Θ̂ òîðà ñ n̂0 âåðøèíàìè, n̂1 ðåáðàìè è n̂2 êëåòêàìè. Êàê âûøå,
ïîëó÷àåì, ÷òî

pn̂0 6 2n̂1

è
qn̂2 6 2n̂1.

Èç ÷åãî òàêæå ñëåäóåò ïðîòèâîðå÷èå:
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0 = n̂0 − n̂1 + n̂2 6
2n̂1

p
− n̂1 +

2n̂1

q
= 2n̂1(

1

p
+

1

q
)− n̂1 < 0.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíîå êîïðåäñòàâëåíèå èç [1]

P = 〈H, x; xa1xa2 . . . xan〉,

ãäå a1, . . . , an ∈ H . Êàê îòìå÷åíî â [1],P ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì è óäîâëå-
òâîðÿåò T (4). Åñëè n > 5 è âñå ai ðàçëè÷íû, òî P óäîâëåòâîðÿåò òàêæå è C(5),
ñëåäîâàòåëüíî, P ÿâëÿåòñÿ àòîðè÷åñêèì ïî òåîðåìå 6.
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W.A. Bogley and S.J. Pride researched aspherical relative presentations. In the
present paper relative presentations are considered with respect to atoricity. Similar
to one of the conditions of W.A. Bogley and S.J. Pride for asphericity, a sufficient
condition for atoricity is given. For the group, defined by orientable atorical relative
presentation, some properties of commutative elements are obtained. In addition,
for the group, defined by orientable relative presentation, over which there is no
connected reduced annulus picture, some properties of conjugated elements and
commutative elements are obtained.
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