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1. Ââåäåíèå

Âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè, â ÷àñòíîñòè â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ
îáðàçîâ è îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé [1] è â ýêîíîìåòðèêå [2] äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà
çàäà÷ ôèëüòðàöèè è ïðîãíîçà èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü 2D-àâòîðåãðåññèè

Xij = a10Xi−1,j + a01Xi,j−1 + a11Xi−1,j−1 + εij, i, j = 0,±1,±2, . . . , (1)

â êîòîðîé íåèçâåñòíûå àâòîðåãðåññèîííûå êîýôôèöèåíòû a = (a10, a01, a11)
T

ïîäëåæàò îöåíèâàíèþ ïî íàáëþäåíèÿì àâòîðåãðåññèîííîãî ïîëÿXij íà ïðÿìî-
óãîëüíîé ðåøåòêå i = 0, 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n. Åñëè îáíîâëÿþùåå (èííîâà-
öèîííîå) ïîëå εij íå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì è/èëè ïîëåXij íàáëþäàåòñÿ ñ îøèá-
êàìè, òî íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïàðàìåòðà a [3]
òåðÿþò ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü áîëåå
ðîáàñòíûå ïðîöåäóðû [4{6]. Â ÷àñòíîñòè, Ì-îöåíêà ñ ôóíêöèåé ïîòåðü Õüþ-
áåðà ÷àñòè÷íî íàñëåäóåò ïðåèìóùåñòâà êàê îöåíîê íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, òàê
è îöåíîê íàèìåíüøèõ ìîäóëåé [7]. Â [7] äëÿ Ì-îöåíîê ñ âûïóêëîé ôóíêöèåé
ïîòåðü (ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ôóíêöèÿ Õüþáåðà) íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, îêàçàâøååñÿ íîðìàëüíûì, ÷òî ïîçâîëèëî ñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå
èíòåðâàëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ a óðàâíåíèÿ (1) è ïðîâåðÿòü ðàçëè÷íûå ñòàòè-
ñòè÷åñêèå ãèïîòåçû îá a. Áîëåå ðîáàñòíûå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ, åñëè âìåñòî
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íåîãðàíè÷åííîéôóíêöèèÕüþáåðà âçÿòü ïîäõîäÿùóþîãðàíè÷åííóþôóíêöèþ,
íàïðèìåð, áèâåñ Òüþêè. Îäíàêî ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü Ì-îöåíîê êî-

ýôôèöèåíòîâ a óðàâíåíèÿ (1) ñ íåîáÿçàòåëüíî âûïóêëîé ôóíêöèåé ïîòåðü.
Ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå Ì-îöåíîê ñ ôóíêöèÿìè ïîòåðü
Õüþáåðà è Òüþêè ñ îöåíêàìè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ïðåäïîëîæåíèè î íà-
áëþäåíèè ïîëÿXij ñî ñëó÷àéíûìè àääèòèâíûìè îøèáêàìè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ðàññìîòðèì ïîëå (1), ãäå a = (a10, a01, a11)| íåèçâåñòíûé âåêòîð ïàðàìå-
òðîâ, à εij | íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è ïëîòíîñòüþ f(x). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ïîëå
(1) ñòàöèîíàðíûì. Êàê ïîêàçàíî â [3], äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ
îòñóòñòâèå êîðíåé óðàâíåíèÿ

1− a10z1 − a01z2 − a11z1z2 = 0

âíóòðè åäèíè÷íîãî ïîëèäèñêà

|z1| ≤ 1, |z2| ≤ 1,

÷òî ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ óñëîâèé (ñì. [8])

|apq| < 1 äëÿ ëþáûõ (p, q) ∈ I = {(1, 0), (0, 1), (1, 1)},

(1 + a2
10 − a2

01 − a2
11)

2 − 4(a10 + a01a11)
2 > 0,

1− a2
01 > |a10 + a01a11|.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç â = (â10, â01, â11)
T Ì-îöåíêó ïàðàìåòðà a, ïîñòðîåííóþ ïî

íàáëþäåíèÿì X = {Xij}, i = 0, . . . ,m, j = 0, . . . , n. À èìåííî, â | òî÷êà
ìèíèìóìà ôóíêöèè

L(a) =
m∑
i=1

n∑
j=1

ρ(Xij − a10Xi−1,j − a01Xi,j−1 − a11Xi−1,j−1). (2)

Â ôîðìóëå (2) ôóíêöèÿ ρ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé. Òàê, åñëè
ρ(x) = x2, òî Ì-îöåíêè ïðåâðàùàþòñÿ â îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, åñëè
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ρ(x) = |x|, òî Ì-îöåíêè ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè íàèìåíüøèõ ìîäóëåé, à åñëè
ρ(x) = −f ′(x)

f(x) , òî Ì-îöåíêè ñòàíîâÿòñÿ îöåíêàìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ. Â [7] ðàññìàòðèâàëàñü ôóíêöèÿ Õüþáåðà [9, 10]

ρk(x) =

{
x2,åñëè |x| ≤ k,

2k|x| − k2,åñëè |x| > k,

ãäå k | íåîòðèöàòåëüíûé ïàðàìåòð. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé â
îêðåñòíîñòè (−k, k) íà÷àëà êîîðäèíàò è ðàñòåò ëèíåéíî íà áåñêîíå÷íîñòè.
Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òîÌ-îöåíêè ñ òàêîé ôóíêöèåé äîëæíû íàñëåäîâàòü ëó÷øèå
ñâîéñòâà îöåíîê íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è íàèìåíüøèõ ìîäóëåé. Ïðè k → ∞
Ì-îöåíêè ñ ρ-ôóíêöèåé Õüþáåðà ïåðåõîäÿò â îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
à ïðè k → 0| â îöåíêè íàèìåíüøèõ ìîäóëåé.
Òåîðåìà. Ïóñòü â| ìèíèìóì ôóíêöèè (2), ãäå Xij | ñòàöèîíàðíîå ïîëå,

îïèñûâàåìîå óðàâíåíèåì (1). Ïóñòü òàêæå äëÿ ψ(x) = ρ′(x)

E[ψ(ε11)] = 0, (3)

E[ψ2(ε11)] <∞, (4)

E[ψ′(ε11)] > 0, (5)

à ψ′′(x) îãðàíè÷åíà íà R.
Òîãäà ïðè m,n → ∞ ñëó÷àéíûé âåêòîð

√
mn(â − a0) àñèìïòîòè÷åñêè

íîðìàëåí ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé

E[ψ2(ε11)]

E[ψ′(ε11)]2
B−1,

ãäå B | êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà Z11 = (X01, X10, X00).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Åñëè a| ìèíèìóì ôóíêöèè L(a) â (2), òî a ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

L(a) =
m∑
i=1

n∑
j=1

ψ
(
Xij − ZT

ija
)
Zij, (6)

ãäå Zij = (Xi−1,j, Xi,j−1, Xi−1,j−1)
T , à T | ñèìâîë îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâà-

íèÿ.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñîñòîèò â ïðèáëèæåíèè ôóíêöèè L(a) åå ëè-
íåéíîé ÷àñòüþ L̃(a), äîêàçàòåëüñòâà áëèçîñòè â è êîðíÿ ã óðàâíåíèÿ L̃(a) = 0

è óñòàíîâëåíèè àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè ã.
Óñòàíîâèì íà ïàðàõ èíäåêñîâ (i, j) îòíîøåíèå ïîðÿäêà, ïîëàãàÿ

(i, j) < (k, l), åñëè: 1) j < l èëè 2) j = l è i < k. Óïîðÿäî÷èì ìàññèâû εij ,
Xij , Zij , i = 0, 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, 2, . . . , n òîëüêî ÷òî ââåäåííûì îòíîøåíèåì
ïîðÿäêà íà ïàðàõ (i, j) èõ èíäåêñîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aij σ-àëãåáðó, ïîðî-
æäåííóþ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè {εkl, (k, l) < (i, j)}. Ìàññèâ σ-àëãåáð Aij ,
i = 0, 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, 2, . . . , n óïîðÿäî÷èì òàê æå êàê ìàññèâû εij , Xij è
Zij .
Çàìåòèì, ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà E(ZijZ

T
ij) âåêòîðà Zij â ñèëó ñòàöèî-

íàðíîñòè ïîëÿXij íå çàâèñèò îò i è j è ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé B.
Òàê êàê εij íå çàâèñèò îò Aij , à Zij èçìåðèì îòíîñèòåëüíî Aij , òî

E[ψ′(εij)ZijZ
T
ij ] = E(E[ψ′(εij)ZijZ

T
ij |Aij]) =

= E(ZijZ
T
ijE[ψ′(εij)|Aij]) = BE[ψ′(ε11)]).

Ñëó÷àéíîå ïîëåψ′(εij)ZijZT
ij ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì è ýðãîäè÷åñêèì êàê ôóíê-

öèÿ ýðãîäè÷åñêèõ ïîëåé εij è Xij [11, ñ. 170] è ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ
ýðãîäè÷åñêèõ ïîëåé [11, ñ. 181]

1

mn

m∑
i=1

n∑
j=1

ψ′(εij)ZijZ
T
ij → E[ψ′(ε11)ZijZ

T
ij ] = BE[ψ′(ε11)]. (7)

Òàê êàê B | êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, òî îíà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïî-
ýòîìó ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
ìàòðèöà V ðàçìåðà 3× 3 òàêàÿ, ÷òî B = V 2. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

α =
√
mnV (a− a0), a = a0 +

V −1α√
mn

.

Òîãäà α̂ =
√
mnV (â− a0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Φ(α) = 0, ãäå

Φ(α) = − 1

E[ψ′(ε11)]
√
mn

V −1
m∑
i=1

n∑
j=1

ψ

(
εij −

ZT
ijV

−1α
√
mn

)
Zij.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α̃ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ψ(α) = 0, ãäå

Ψ(α) = α− 1

E[ψ′(ε11)]
√
mn

V −1
m∑
i=1

n∑
j=1

ψ(εij)Zij. (8)
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Ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå äëÿ ìàðòèíãàë-ðàçíîñòåé [12, p. 171] α̃
àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì

Eα̃ =
1

E[ψ′(ε11)]
√
mn

V −1
m∑
i=1

n∑
j=1

E(E[ψ(εij)Zij|Aij]) =

=
1

E[ψ′(ε11)]
√
mn

V −1
m∑
i=1

n∑
j=1

E(ZijE[ψ(εij)|Aij]) =

=
1

E[ψ′(ε11)]
√
mn

V −1
m∑
i=1

n∑
j=1

E(ZijE[ψ(εij)]) = 0

è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé

cov(α̃) =
2

mn(E[ψ′(ε11)])2

∑
(i,j)<(k,l)

E(E[ψ(εij)ψ(εkl)V
−1Zij(V

−1Zkl)
T |Aij]) +

+
1

mn(E[ψ′(ε11)])2

m∑
i=1

n∑
j=1

E(E[ψ2(εij)V
−1Zij(V

−1Zij)
T |Aij]) =

=
2

mn(E[ψ′(ε11)])2

∑
(i,j)<(k,l)

E(ψ(εij)E[ψ(εkl)V
−1Zij(V

−1Zkl)
T |Aij]) +

+
1

mn(E[ψ′(ε11)])2

m∑
i=1

n∑
j=1

E(ψ2(εij)E[V −1Zij(V
−1Zij)

T |Aij]) =

=
2

mn(E[ψ′(ε11)])2

∑
(i,j)<(k,l)

E[ψ(εij)]E[ψ(εkl)V
−1Zij(V

−1Zkl)
T ] +

+
1

mn(E[ψ′(ε11)])2

m∑
i=1

n∑
j=1

E[ψ2(εij)]E[V −1Zij(V
−1Zij)

T ] =
E[ψ2(ε11)]

(E[ψ′(ε11)])2I,

ãäå I | åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ïîêàæåì, ÷òî α̂−α̃ = op(1) ïðèm,n→∞, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü àñèìïòî-

òè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü α̂ è, ñòàëî áûòü â. Ðàçëàãàÿ Φ(α) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà,
ïîëó÷èì

Φ(α)−Ψ(α) =

= − 1

E[ψ′(ε11)]
√
mn

V −1
m∑
i=1

n∑
j=1

ψ

(
εij −

ZT
ijV

−1α
√
mn

)
Zij − α+
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+
1

E[ψ′(ε11)]
√
mn

V −1
m∑
i=1

n∑
j=1

ψ(εij)Zij =

=
1

E[ψ′(ε11)]mn
V −1

m∑
i=1

n∑
j=1

ψ′(εij)Z
T
ijV

−1αZij − α+

+
1

2(mn)3/2E[ψ′(ε11)]
V −1

m∑
i=1

n∑
j=1

ψ′′

(
εij − τij

ZT
ijV

−1α
√
mn

)
|ZT

ijV
−1α|2Zij +

+ op(1), 0 < τij < 1.

Ó÷èòûâàÿ (7), ïîëó÷èì, ÷òî

1

E[ψ′(ε11)]mn
V −1

m∑
i=1

n∑
j=1

ψ′(εij)Z
T
ijV

−1αZij − α = op(1).

Èç îãðàíè÷åííîñòè ψ′′(x) è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè V −2 ñëåäóåò, ÷òî

E

∣∣∣∣∣ 1

E[ψ′(ε11)](mn)3/2V
−1

m∑
i=1

n∑
j=1

ψ′′

(
εij − τij

ZT
ijV

−1α
√
mn

)
|ZT

ijV
−1α|2Zij

∣∣∣∣∣ ≤
≤ Const|α|2

(
max

∣∣∣∣ Zij√
mn

∣∣∣∣)V −1 1

mn

m∑
i=1

n∑
j=1

E[ZT
ijV

−2Zij] = op(1)

ðàâíîìåðíî äëÿ ëþáîãî α èç ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â R. Ïî-
ýòîìó

Φ(α)−Ψ(α) = op(1) ïðèm,n→∞.

Èç íåçàâèñèìîñòè εij îò Zij è îò εkl è X̃kl ïðè (k, l) < (i, j) ñëåäóåò, ÷òî

E|Ψ(α)− α|2 = E[|α̃|2] = E|V −1
m∑
i=1

n∑
j=1

ψ(εij)Zij|2 =

= E[|ψ(ε11|2]E[Z11
−2ZT

11] <∞.

Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü ïîñòîÿííóþK òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûP{|Ψ(α)−α|2 <
K} áûëà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé. Òàê êàê

|Φ(α)− α| ≤ |Φ(α)−Ψ(α)|+ |Ψ(α)− α| ≤ Const1 äëÿ âñåõ α ∈ [−K,K],
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òî ïî òåîðåìå Áðàóýðà [13, ñ. 506] ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà α̂ ó ôóíêöèè
h(α) = Φ(α)− α, ò.å. Φ(α̂) = 0, ïðè÷åì |α̂| ≤ K ñ âåðîÿòíîñòüþ ñêîëü óãîäíî
áëèçêîé ê 1. Îòñþäà è èç (8) ñëåäóåò, ÷òî

|α̂− α̃| = |Ψ(α̂)| = |Φ(α̂)−Ψ(α̂)| → 0

ïî âåðîÿòíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì α̂ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì

α è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé E[ψ2(ε11)]
(E[ψ′(ε11)])2

I , à â àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ìà-

òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì α è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé E[ψ2(ε11)]
E[ψ′(ε11)]2

B−1. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ïðèìåð.

Ïðè ïîìîùè ïàêåòà MATLAB áûëè ñìîäåëèðîâàíû N = 500 ìàòðèö Xij ,
i = 0, 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, 2, . . . , n ðàçìåðà m = n = 30 çíà÷åíèé ïîëÿ (1)
ñ a = (0.40,−0.50, 0.90). Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû εij â (1) ïðåäïîëàãàëèñü ãàóñ-
ñîâñêèìè ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì E[εij] = 0 è äèñïåðñèåé D[εij] = 1.
Êàæäîå ñîòîå çíà÷åíèå Xij èñêàæàëîñü îøèáêîé vij | ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé ñ E[vij] = 0 è äèñïåðñèåé D[vij] = 81. Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàëîñü
ïîëå

Yij = Xij + ηijvij,

ãäå áåðíóëëèåâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ηij ïðèíèìàëà çíà÷åíèÿ 1 è 0 ñ âåðîÿò-
íîñòÿìè γ = 0.01 è 1− γ = 0.99 ñîîòâåòñòâåííî. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû εij , vij
è ηij , i = 0, 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, 2, . . . , n, ïðåäïîëàãàëèñü íåçàâèñèìûìè.
Ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå ïîN = 500 ðåàëèçàöèÿì îöåíîê íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ, Ì-îöåíîê Õüþáåðà è Ì-îöåíîê Òüþêè ïàðàìåòðà
a = (0.40,−0.50, 0.90) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî (0.2619,−0.4425, 0.7144),
(0.3413,−0.4755, 0.8367) è (0.3967,−0.4980, 0.8959).
Ñðåäíèå êâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ ïî N = 500 ðåàëèçàöèÿì

îöåíîê íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, Ì-îöåíîê Õüþáåðà è Ì-îöåíîê Òüþêè ïà-
ðàìåòðà a = (0.40,−0.50, 0.90) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî (0.0645, 0.0408, 0.0866),
(0.0342, 0.0225, 0.0351) è (0.0273, 0.0234, 0.0278).
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Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò î ïðåèìóùå-
ñòâå Ì-îöåíîê ñ ôóíêöèåé ïîòåðü Òüþêè íàä Ì-îöåíêàìè ñ ôóíêöèåé ïîòåðü
Õüþáåðà è â îñîáåííîñòè íàä îöåíêàìè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

3. Çàêëþ÷åíèå

Ì-îöåíêè ïàðàìåòðîâ 2D-àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëü-
íûìè è àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûìè. Îíè çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò â ýôôåê-
òèâíîñòè îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è çàìåòíî ïðåâîñõîäÿò â ýôôåêòèâ-
íîñòè Ì-îöåíêè â äîñòàòî÷íî òèïè÷íîì ñëó÷àå, êîãäà íàáëþäåíèÿ àâòîðåãðåñ-
ñèîííîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè è èçìåðÿþòñÿ ñ äîñòàòî÷íî ðåäêèìè
îøèáêàìè.
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For the process of 2D-autoregression of order (1, 1), M-estimates with unessentially
convex loss function were found to be asymptotically normal. Using computer
simulation methods, the stability of these estimations to observational overshoots
was studied.
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