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1. Ââåäåíèå

Â àëãåáðå (à òî÷íåå, â òåîðèè êîëåö) äîñòàòî÷íî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå
êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ. Îäíèì èç îñíîâíûõ ôàêòîâ â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ
ôàêòîðèàëüíîñòü âñÿêîãî êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ, ò. å. ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-
ñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ êîëüöà íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè.
Â ñòàíäàðòíîì îïðåäåëåíèè êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ êîëüöî ïðåäïîëàãàåòñÿ

öåëîñòíûì, ò. å. íå èìåþùèì äåëèòåëåé íóëÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îòêàæåìñÿ
îò ýòîãî òðåáîâàíèÿ è óñòàíîâèì íåêîòîðóþ ñâÿçü êîëåö ãëàâíûõ èäåàëîâ â íî-
âîì, áîëåå øèðîêîì, ñìûñëå ñ êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ â îáùåïðèíÿòîé
èíòåðïðåòàöèè.
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå êîëüöà ïðåäïîëàãàþòñÿ êîììóòàòèâíûìè,

àññîöèàòèâíûìè è ñîäåðæàùèìè åäèíèöó. Íå áóäåì íàêëàäûâàòü íà êîëüöî
îáÿçàòåëüíîãî óñëîâèÿ 0 6= 1, ò. å. áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàðÿäó ñ îñòàëüíûìè
è òðèâèàëüíîå êîëüöî, íî ïîä öåëîñòíûì êîëüöîì áóäåì ïîäðàçóìåâàòü íåòðè-
âèàëüíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû | äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ
(âîîáùå ãîâîðÿ, ñ äåëèòåëÿìè íóëÿ) áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ ðàçëàãàåòñÿ
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â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîëåö ãëàâíûõ èäåàëîâ áåç äåëèòåëåé
íóëÿ.
Èäåàë p êîëüöà A áóäåò íàçûâàòüñÿ ïðîñòûì, åñëè ôàêòîðêîëüöî A/p öå-

ëîñòíîå, ò. å. åñëè ïîäìíîæåñòâî A \ p ⊂ A íåïóñòî è ìóëüòèïëèêàòèâíî.
Â ÷àñòíîñòè, ñàìî êîëüöî íå ÿâëÿåòñÿ ñâîèì ïðîñòûì èäåàëîì.
Êîëüöî, íå ñîäåðæàùåå íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, íàçîâ¸ì äëÿ

êðàòêîñòè êîëüöîì áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Íàêîíåö, áóäåì íàçûâàòü
êîëüöî í¸òåðîâûì, åñëè ëþáîé åãî èäåàë êîíå÷íî ïîðîæä¸í, è êîëüöîì ãëàâíûõ
èäåàëîâ, åñëè ëþáîé åãî èäåàë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì (ò. å. ïîðîæäàåòñÿ îäíèì
ýëåìåíòîì), îòêàçàâøèñü â îáîèõ îïðåäåëåíèÿõ îò òðåáîâàíèÿ öåëîñòíîñòè
êîëüöà. Êàê è ïðåæäå, âî-ïåðâûõ, êîëüöî ÿâëÿåòñÿ í¸òåðîâûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëþáàÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà åãî èäåàëîâ ñòàáèëèçèðóåòñÿ (÷òî
ðàâíîñèëüíî, ëþáîå íåïóñòîå ñåìåéñòâî åãî èäåàëîâ ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé
ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò), à âî-âòîðûõ, âñÿêîå êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ í¸òåðîâî.
Êàê èçâåñòíî, ðàçëîæåíèå êîëüöà A â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîëåö A1, . . . ,

Ak |ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ðàçëîæåíèå êîëüöàA â ïðÿìóþ ñóììó ñâîèõ èäåàëîâ
A1, . . . , Ak. ßñíî, ÷òî âñå èäåàëû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîëåö A1, . . .Ak ñóòü
â òî÷íîñòè âñåâîçìîæíûå ïðÿìûå ñóììû èäåàëîâ IiCAi (i = 1, . . . , k). Îòñþäà
íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ó ò â å ð æ ä å í è å 1. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîëåö A1, . . . , Ak ÿâëÿåòñÿ

êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå èç êîëåö A1, . . . ,
Ak ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.
Ïðè âçÿòèè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîëåö, îäíàêî, íàðóøàåòñÿ ñâîéñòâî îò-

ñóòñòâèÿ äåëèòåëåé íóëÿ, íî ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî îòñóòñòâèÿ íèëüïîòåíòíûõ
ýëåìåíòîâ, êîòîðûì, â ñâîþ î÷åðåäü, îáëàäàþò âñå öåëîñòíûå êîëüöà. Èç âû-
øåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà öåëîñòíûõ
êîëåö ãëàâíûõ èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ áåç íèëüïîòåíòíûõ
ýëåìåíòîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò äîêàçàíî ñëåäóþùåå (îáðàòíîå) óòâåð-
æäåíèå.
Òåîðåìà. Âñÿêîå êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ A áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ

ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öåëîñòíûõ êîëåö ãëàâíûõ èäåàëîâ A1, . . . ,
Ak è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè èäåàëîâ
Ai C A (i = 1, . . . , k).
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Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ôàêòà, êàæäûé èç êîòîðûõ èíòåðåñåí è ñàì ïî
ñåáå.
Ëåììà 1 (òåñò). Âñÿêîå êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëå-

ìåíòîâ ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà öåëîñòíûõ êîëåö.
Ëåììà 2. Åñëè êîëüöî A ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öåëîñòíûõ

êîëåöA1, . . . ,Ak, à òàêæå â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öåëîñòíûõ êîëåöA′
1, . . . ,A′

k′,
òî èäåàëû A1, . . . , Ak C A ñîâïàäàþò ñ èäåàëàìè A′

1, . . . , A′
k′ C A ñ òî÷íîñòüþ

äî ïåðåñòàíîâêè (â ÷àñòíîñòè, k = k′).

3. Äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ

Ïðèâåä¸ì äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 1 è 2.
Ïóñòü A| ïðîèçâîëüíîå êîëüöî. Äëÿ ýëåìåíòà x ∈ A è äëÿ èäåàëà a C A

ïîëîæèì Ann(x) := {y ∈ A: xy = 0} C A è Ann(a) := {y ∈ A: ay = 0} C A.
ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ A èäåàëû Ann(Ax) C A è Ann(x) C A ñîâïàäàþò.
Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå êîëüöî A è äîêàæåì äëÿ íåãî ëåììó 2.
Äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîëüöà A â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ öåëîñò-

íûõ êîëåö A1, . . . , Ak ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ èäåàëîâ âèäà Ann(x) C A

(x ∈ A) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ èäåàëîâ
⊕
i∈I

Ai C A (I ⊂ {1, . . . , k}). Òàêèì

îáðàçîì, íàáîð èäåàëîâAiCA (i = 1, . . . , k) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåí-
íåé ñòðóêòóðîé êîëüöà A, ÷òî äîêàçûâàåò äëÿ ïîñëåäíåãî ëåììó 2. Ïîñêîëüêó
êîëüöî A áûëî âûáðàíî ïðîèçâîëüíî, ëåììà 2 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
Äàëüíåéøàÿ ÷àñòü ðàáîòû áóäåò ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.
Ïóñòü A| íåêîòîðîå êîëüöî.
Ìîæíî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ó ò â å ð æ ä å í è å 2. Åñëè êîëüöîA ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñâîèõ èäåàëîâ

a è b, òî èäåàë b îòíîñèòåëüíî èíäóöèðîâàííûõ îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì,
èçîìîðôíûì ôàêòîðêîëüöó A/a.
Îáîçíà÷èì ÷åðåçM ìíîæåñòâî âñåõ èäåàëîâ a C A, òàêèõ ÷òî Ann(a) 6= 0

(÷òî ðàâíîñèëüíî, ab = 0 äëÿ íåêîòîðîãî èäåàëà b 6= 0 êîëüöà A). ßñíî, ÷òî
Ann(0) = A. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè A 6= 0, òî ìíîæåñòâîM âêëþ÷àåò â ñåáÿ
èäåàë 0 C A è ïîòîìó íåïóñòî.
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Ó ò â å ð æ ä å í è å 3. Ïóñòü p | ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò
ìíîæåñòâàM. Òîãäà p C A| ïðîñòîé èäåàë.

J Ñîãëàñíî óñëîâèþ, pq = 0 äëÿ íåêîòîðîãî íåòðèâèàëüíîãî èäåàëà q C A.
Â ÷àñòíîñòè, èäåàë p C A íå ñîâïàäàåò ñ A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì. Òîãäà íàéäóòñÿ èäåàëû p1, p2 C A, ñîäåðæàùèå èäåàë p è íå ñîâïà-
äàþùèå ñ íèì, òàêèå ÷òî p1p2 ⊂ p. Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè ýëåìåíòà p ∈ M,
èìååì pi /∈M (i = 1, 2). Çíà÷èò, âìåñòå ñ èäåàëîì qCA íåòðèâèàëüíûìè áóäóò
èäåàëû p2q C A è p1(p2q) = (p1p2)q C A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (p1p2)q ⊂ pq = 0.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. I

Ó ò â å ð æ ä å í è å 4. Åñëè èäåàë pCA ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷å-
íèþ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâàM, òî Ann

(
Ann(p)

)
= p.

J Ïî óñëîâèþ èäåàë q := Ann(p) C A íåòðèâèàëåí. Èäåàë p′ := Ann(q) C A

ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâóM, ïîñêîëüêó p′q = 0 è q 6= 0. Êðîìå òîãî, p′ ⊃ p, è,
ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè ýëåìåíòà p ∈M, p′ = p. I

Ïóñòü a C A | ïðîèçâîëüíûé èäåàë, è b := Ann(a) C A. Âñÿêèé ýëå-
ìåíò èç a ∩ b èìååò íóëåâîé êâàäðàò. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè A | êîëüöî áåç
íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, òî a ∩ b = 0.
Ó ò â å ð æ ä å í è å 5. ÅñëèA|êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ áåç íèëüïîòåíòíûõ

ýëåìåíòîâ, à a, b C A | èäåàëû, òàêèå ÷òî Ann(a) = b è Ann(b) = a, òî
A = a⊕ b.

J Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî èäåàëm := a⊕ b C A ñîäåðæèò åäèíèöó êîëüöàA.
Ïóñòü a, b, d ∈ A | ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû èäåàëîâ a, b è m ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òîãäà a = Aa, b = Ab, m = Ad. Êðîìå òîãî, Ann(a) = Ann(a) = b =

Ab (â ÷àñòíîñòè, ab = 0) è Ann(b) = Ann(b) = a ⊂ m. Ýëåìåíòû a è b ïðèíàä-
ëåæàò èäåàëó a⊕ b = m = Ad, ò. å. a = a′d è b = b′d äëÿ íåêîòîðûõ a′, b′ ∈ A.
Ïîëàãàÿ c := a′b′d = a′b = ab′, ïîëó÷àåì, ÷òî c2 = (a′b)(ab′) = (ab)(a′b′) = 0.
Ïîñêîëüêó A | êîëüöî áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, èìååì c = 0, ab′ = 0,
b′ ∈ Ann(a) = Ab, b′ = bd′, ãäå d′ ∈ A. Òàêèì îáðàçîì, b = bd′d, b(1−d′d) = 0,
1− d′d ∈ Ann(b) ⊂ m. Íàêîíåö, d′d ∈ Ad = m, è 1 = (1− d′d) + d′d ∈ m. I

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè A | êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëå-
ìåíòîâ, à èäåàë p C A ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòîì ìíî-
æåñòâàM, òî A = p⊕ Ann(p).
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J Âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé 4 è 5. I

Ó ò â å ð æ ä å í è å 6. Åñëè êîëüöîA ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì êîëüöîì ãëàâ-
íûõ èäåàëîâ áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, òî îíî äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ïðÿ-
ìóþ ñóììó äâóõ ñâîèõ èäåàëîâ, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîòîðûõ ïðîñò.

J Êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ A í¸òåðîâî. Çíà÷èò, ñåìåéñòâî M åãî èäåàëîâ,
áóäó÷è íåïóñòûì, ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò | èäåàë
p C A. Ýòîò èäåàë ïðîñò â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3. Äàëåå, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1,
A = p⊕ Ann(p). Ýòî ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. I

Ñëåäñòâèå 2. Âñÿêîå íåòðèâèàëüíîå êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ áåç íèëüïî-
òåíòíûõ ýëåìåíòîâ ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþñóììóäâóõ ñâîèõ èäåàëîâ, ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öåëîñòíûì êîëüöîì îòíîñèòåëüíî èíäóöèðî-
âàííûõ îïåðàöèé.

J Âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 6 è óòâåðæäåíèÿ 2. I

Ñëåäñòâèå 3. Âñÿêîå íåòðèâèàëüíîå êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ áåç íèëüïî-
òåíòíûõ ýëåìåíòîâ ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîëåö, ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî èç êîòîðûõ öåëîñòíî (à äðóãîå ìîæåò áûòü òðèâèàëüíûì).
Òåïåðü äîêàæåì ëåììó 1.
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ A áåç íèëüïîòåíòíûõ

ýëåìåíòîâ.
Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ðàçëîæåíèÿ êîëüöà A â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

êîëüöà A0 è öåëîñòíûõ êîëåö A1, . . . , Ak (k ≥ 0). Îäíî èç òàêèõ ðàçëîæåíèé
ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîëîæèâ k := 0 è A0 := A. Êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ A í¸òå-

ðîâî, à ñåìåéñòâîA èäåàëîâ âèäà
k⊕

i=1
AiCA, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì óêàçàííûì

ðàçëîæåíèÿì, íåïóñòî è ïîòîìó ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëå-
ìåíò| èäåàë aCA. Äàííûé èäåàë îòâå÷àåò íåêîòîðîìó ðàçëîæåíèþ êîëüöàA

â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîëåö Ai, i = 0, . . . , k (k ≥ 0), öåëîñòíûõ ïðè i > 0,

è ðàâåí
k⊕

i=1
Ai C A. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå A êîëåö Ai, i = 0, . . . , k, ÿâëÿåòñÿ

êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ~òî æå ìîæíî ñêàçàòü
è î êàæäîì ïðÿìîì ñîìíîæèòåëå. Â ÷àñòíîñòè, A0 | êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ
áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî íåòðèâèàëüíî. Òîãäà,
â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3, êîëüöî A0 ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå (âîçìîæíî,
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òðèâèàëüíîãî) êîëüöàA′
0 è öåëîñòíîãî (à çíà÷èò, íåòðèâèàëüíîãî) êîëüöàAk+1,

÷òî äà¸ò ðàçëîæåíèå êîëüöà A â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîëüöà A′
0 è öåëîñòíûõ

êîëåö A1, . . . , Ak+1. Èäåàë b :=
k+1⊕
i=1

Ai = a ⊕ Ak+1 C A, ñîîòâåòñòâóþùèé

óêàçàííîìó ðàçëîæåíèþ, ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó A, íî â òî æå âðåìÿ ñîäåð-
æèò èäåàë a è íå ñîâïàäàåò ñ íèì ïî ïðè÷èíå íåòðèâèàëüíîñòè êîëüöà Ak+1.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè ýëåìåíòà a ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, A0 = 0,
à êîëüöî A åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öåëîñòíûõ êîëåö Ai, i = 1, . . . , k. Òåì
ñàìûì ëåììà 1 äîêàçàíà äëÿ êîëüöà A è, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè åãî âûáîðà,
äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíû ëåììû 1 è 2, à âìåñòå ñ íèìè è òåîðåìà 2.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîå êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ áåç íèëüïîòåíòíûõ ýëå-
ìåíòîâ ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà öåëîñòíûõ êîëåö
ãëàâíûõ èäåàëîâ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè. Åñëè
îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ îòñóòñòâèÿ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ, òî âîïðîñ îïè-
ñàíèÿ è îáùåé ñòðóêòóðû êîëåö ãëàâíûõ èäåàëîâ îñòà¸òñÿ îòêðûòûì.
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The problem under consideration is a generalized concept of a principal ideal ring
and do not suggest that the ring does not have divisors of zero. The problem of
classification of principal ideal rings in the new sense and their connection with
principal ideal rings in the usual sense are investigated. It is proved that each
principal ideal ring (maybe with divisors of zero) without nilpotent elements can
be decomposed into a direct product of finitely many principal ideal rings without
divisors of zero. For principal ideal rings with nilpotent elements the classification
problem is not studied.
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